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Epreuve de Mathématiques A MP

Préliminaires

1. SoitneN.
la. D’aprés la formule du binéme de NEWTON,

ick ZCkx1k><1“ C=(+n

k=0

1b. Puisque les endomorphismes I et T commutent, la formule du binéme de NEWTON permet encore d’écrire
"= (I+T)" Z ckTk.
1c. Soit u € E. Il est clair que pour (k,p) € N2, (T*(u))p = upix. Par suite,

Mu)o =) CH(T*w)o =) Cku.
k=0 k=0

2. 2a. La fonction f est continue par morceaux sur R et 27-périodique. On peut donc calculer les coefficients de FOURIER
de f. La fonction f est impaire. Par suite, pour tout entier naturel n, a,(f) = 0, puis pour n entier naturel non nul,

2 (" 2 (™ 2 21— (=)™
bn(f) = —J f(t) sin(nt) dt = —J sin(nt) dt = — [~ cos(nt)]j = M
T Jo T o nm nm
Ainsi, Vp € N* by, (f)=0et VpeN, b (f)—L
, VP y U2p - P y U2p+1 = (2p+1)7'[
1
2b. f est de classe C! par morceaux et vérifie en tout point a de R 1'égalité f(a) = z(f(a*) +f(a™)). D’apreés le théoréme

de DIRICHLET, la série de FOURIER de f converge simplement vers f sur R.
Les sommes partielles sont des fonctions continues sur R, mais la somme de la série a savoir f, n’est pas continue sur R.
La série de FOURIER de f ne converge donc pas uniformément vers f sur R.

2c. Pour tout réel x, on a

—+ .
Zb2p+1 sin((2p +1)x) = %ZM

7
Pour x = 5> on obtient en particulier :

sin(F +pm) 4 (=1)
1:— = — ——,etd
z BT m L gy done
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Partie I

1. 1la. Q, est le noyau de ’endomorphisme TP — I. Par suite, O, est un sous-espace vectoriel de E.

1b. e Montrons que @ est linéaire. Soient (u,v) € (Qp)z et (A, ) € C2.

@AM+ pv) = (Aue + pvi)o<k<p—1 = MUk )o<k<p—1 + WVid)o<k<p—1 =A@ (u) + pe(v).

Donc, ¢ est linéaire.
e Montrons que @ est injective. Soit u € Q.

Siu € Ker(o), alors Vk € [0,p — 1], ux = 0. Puisque u est p-périodique, on en déduit que pour n € N,

Un =Un_E(n/p)p =0

(car n —E(n/p)p € [0,p — 1]). Par suite, u est la suite nulle.
Puisque Ker(¢) = {0}, ¢ est injective.

o Montrons que @ est surjective. Soit (ao,...,ap_1) € CP. Pour n € N, posons Un = an_g(n/p)p- Alors, d’'une part, pour
neEN, Unip = Qinap)—E((n+p)/p)p = Ant+p—(E(n/p)+1)p = Gn—E(n/p)p = Un et la suite u est bien dans Q,,, et d’autre
part, pour n € [0,p — 1], un = an. Ainsi, u est une suite p-périodique telle que @(u) = (ao,...,ap—1). On vient de
montrer que Im(¢@) = CP et donc que @ est surjective.

@ est un isomorphisme de Q, sur CP. I

Finalement,

En particulier,

dim(Qyp) = dim(CP) = p.

1c. Pour j € [[0,]9 — 1ﬂ, d= (6(n—j)/p‘E((n—j)/p))nGN- Par suite, pour n € N,

j

Chip = O(ntp—i)/p.E((n4p—i)/p) = O(n—3)/p+1,E((n—i)/p)+1 = O(n—i)/p,E((n—j)/p) = Ch-

Les p suites ¢/, 0 <j < p — 1 sont donc bien des éléments de Qp.

Montrons que la famille (cj)o§j§p4 est libre. Soit (Ao, ...,Ap—1) € CP tel que Aoc® + A + ..+ Ap—1 ¢~ soit la suite
nulle. On a alors (Ao, A1,...,Ap—1,A0,A1,...) =(0,0,...) et donc Ag =A1 =... =A,_1 =0.
La famille (¢/)o<j<p—1 est donc une famille libre de 1'espace Q,, de cardinal p = dim(Q,) < +00. On en déduit que

la famille (¢/)p<j<p—1 est une base de Q.

2. 2a.Siu = (un)nen est une suite p-périodique, alors la suite T(u) = (Un41)nen est une suite p-périodique. Donc, Q,,
est stable par T. Puisque d’autre part QO est stable par I, (), est stable par I+ T = L.

2b. Si u est dans Ker(t) alors, pour tout n non nul, u, = 0, puis up = u, = 0 (u étant p-périodique) et finalement,
u = 0. Ainsi, Ker(t) = {0}. t est donc un endomorphisme injectif de '’espace Q,, qui est de dimension finie. On en déduit
que

teGL(Q,).

2c.
i) Soit u € Ker(l). Alors, pour k € [0,p — 1], ux + ux+1 = 0, ou encore Vk € [0,p — 2], ux + ux+1 = 0 et pour
k=p—1,0=up_1 +up =up_1 +up (car u est p-périodique).
Le p-uplet @(u) vérifie donc bien le systéme S.

ii) S s’écrit : Vk € [0,p — 1], wk = —ux_1 et up = —u,_1 ce qui équivaut a Vk € [0,p — 1], wx = (—1)*uo et
uo =—(=1)P"Tuy = (—1)Puo.
ler cas. Si p est impair, I’équation uy = (—1)Pug s’écrit up = —up ou encore uy = 0. Le systéme S admet dans ce

cas I'unique solution (0,0, ...,0).

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2007. Tous droits réservés.



2éme cas. Si p est pair, le systéme S équivaut a Yk € {1,....,p — 1}, ux = (—1)*up. Les p-uplets solutions de S sont
les p-uplets de la forme A(1,—1,1,—1,...,1,—1), A € C.

iii) Sip est impair, u € Ker(l) = ¢@(u) =0 = u =0 (car @ est un isomorphisme). Dans ce cas, Ker(l) = {0} et 1 est
un automorphisme de Q.
Si p est pair, u € Ker(l) = ¢(u) € Vect(((—1)%)o<k<p—1) = u € Vect(((—1)™)nen). Réciproquement, puisque p
est pair, la suite ((—1)™)nen est bien p-périodique et de plus, L((=1)™)nen) = (=)™ + (—=1)"" " )nen = 0. Dans ce
cas, Ker(l) = Vect(((—1)"™)nen)-

Si p est impair, Ker(l) = {0} et si p est pair, Ker(l) = Vect(((—1)™)nen)-

3. 3a. Pour u € Qp, tP(u) = (Un4p)nen = (Un)nen = u et donc tP = I. Le polynéme XP — 1 est & racines simples
dans C (car sans racine commune avec sa dérivée pXP~! dans C). Ainsi, ’endomorphisme t annule un polynoéme & racines

simples et on sait alors que
t est diagonalisable. I

3b. On sait que les valeurs propres d’un endomorphisme sont & choisir parmi les racines d’un polynéme annulateur et
donc les valeurs propres de t sont a choisir parmi les racines de XP — 1 qui sont les racines p-émes de 1'unité.

3c. Soient k € [0,p — 1] et u € Q,,.

tw=wrus vmeN, u 11 =wruy, &V eN, u, = (wr) ™M ug
& u est géométrique de raison wy.
La suite €* = (w})nen est une suite non nulle, p-périodique, de premier terme 1 et vérifie t(u) = wyu. Ceci montre

que toute racine p-éme de 'unité est valeur propre de t et donc que ’ensemble des valeurs propres de t est ’ensemble des
racines p-émes de l'unité.

La famille (€°,...,eP ") est une famille de vecteurs propres associée a des valeurs propres deux a deux distinctes. Elle
est donc libre. Puisque son cardinal est p la dimension de (), cette famille est une base de (), constituée de vecteurs
propres de t.

3d. Les coordonnées de €’ dans B, sont aussi les coordonnées de @(€’) dans @(B.). Or,
p—1
olel) = (WHosicp 1 = Y wiglc).
i=0

La matrice P cherchée est la matrice de VANDERMONDE des racines p-émes de I'unité :

P = (wHo<ij<p1

(on a numeéroté les lignes et les colonnes de 0 a p —1).

3e. Le coefficient ligne k, colonne 1 de la matrice *PP vaut

p—1 p—1

woow 2i(k—1)7 w
S ol - (@
u=0 u=0

Pour 0<k,1<p—1,0na
Pp<—-(p-D<k-1<p—-T1<p,

de sorte que k—lepZ & k—1=0& k=1. Donc,

p—1 p—1
ler cas. Sik =1, Zw}iw_{L: Z 1=rp.
u=0 u=0
ety p—1 iU/ e2ilk—1m _q
N : i(k—V)7t/p i(k—V)7t/pyu __ _
2éme cas. Sik#1, e #1et Z(e M= U ] = 0.

u=0
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Finalement, 'PP = pl,,. En conjuguant, on obtient ‘PP = pI,, et donc

4. 4a. €¥ est vecteur propre de t associé a la valeur propre wy. Donc, €¥ est vecteur propre de 1 = I+t associé a la
valeur propre 1+ wy. On en déduit que ¥n € N, 1™(e¥) = (1 4+ wy)™ek. Mais alors,

4b. Soit k € [1,p — 1].

1+ Wk — leikn/p(eikn/p + efikrr/p) — eikrr/p cos E ,
2 2 P
puis
= ()
= |COS | — .
2 p

1
Pour 1<k<p—-1,0<—-<—<——— <met donc
P P

k
cos(?ﬂ)‘ < 1. On en déduit que

4c. Soit n € N.

1 p—1 1 n p—1 1 n
—ln(u)o _ X1 ( +2(Uk) €l(§ _ Xk < + (Dk>
k=0

~

1 " T+1\" 1
Comme< +2wo> _<%) —1,etQuepour1§k§p1,< e

déduit que —1™(u)o tend vers xp. Or,

ZTL
X0 Uo Uo
' p
Xp—1 Up—1 Up 1
_ 1
La premieére ligne de *P est (@g°,...,@oP ') =(1,...,1) et donc xo = —(up +... + up—1). Finalement,
P

5. Onavualaquestion lc. du préliminaire que pour toute suite u de Q, 1™ (u)o = ZE:O CKkuy. On applique ce résultat
a chacune des suites ¢/, 0 <j <p —1.
Dans ce cas, u; vaut 1 si 1 est de la forme kp +j et O sinon. Donc

1" (u)o = Z Cchlp—O—i — Z CED-H'.

0<kp+Hi<n 0<k<(n—j)/p
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1
D’autre part, un et un seul des nombres up, ..., up_7 vaut 1 et les autres nombres sont nuls. Donc, —(ug+...+up_1) =

On a ainsi montré que

1

1 .
veop—1], lim oo > o oopt=-

0<k<(m5)/p P

Partie 11
1. 1la. Soit n € N. D’aprés le préliminaire,
1Ln() e—](Ln() 2m) ck—t ck—1n 0).
gl (W — = 5 (L™ (wo Z *Z )= gw 2 Crlwe—
1b. Soit n > N + 1.
(i)
T < 1
k K
TN <5 Y C uke|<—< Y C>sup{|uke| ke (N+1,...,m)
k=N-+1 k=N-+1
n
L k 1 1
<o > Ck | sup{we — 0, ke {N+1,...,n}} =sup{ux — €, ke (N+1,... ,n}}.
k=0
;N

(ii). On a déja |Sn(n)] < z_n(Z CX)sup{jux — €, k € {0,...,N}}. Maintenant, pour T < k < N,

k=0

ck S nn—-1...n—k+1) < n><n><...><n_n_k
o k! - k! ok
N Nk
ce qui reste vrai pour k = 0. Donc, Z ck < Z o= Pn(n). Finalement
k=0 k=0
1
ISn(m)] < 7n PN (n)sup{fux — €], k €{0,..., N}
1

(iii). N étant fixé, Py (1) est un polynome en n. D’aprés les théorémes de croissances comparées, hm Z_nPN( n)=0.

1c. Soit € > 0. La suite u converge vers {, et en particulier la suite [u — {| est majorée. Soit M un majorant strictement
positif de la suite [u — £|. Pour tout entier N, puis tout entier n > N + 1, on a

1 M
\z—nL“(U)o = <ISn(M)[+ ()] < 7n PN (n) +sup{fux — €, N+1 <k <n}.
Puisque la suite u tend vers £, on peut choisir N de sorte que, pour tout n > N+ 1, sup{fupe — €, N+1 <k <n} < E
est ainsi orénavant fixé et pour tout entier n > N + 1, on a alors

N

1 M €
— M)y — ] < — -,
|2nL (uo e\_ZnPN( )+2

M
D’aprés la question précédente, Z_nPN (n) tend vers 0 quand n tend vers +00. On peut donc fournir un entier ng, que

M
I’on choisit de plus supérieur ou égal & N+1, tel que pour n > ny, Z—nPN( n) < % Pourn > ng,ona |21“ L™ (u)o—4] < 2+§

On a montré que Ve >0, I3ng € N/ (v\n e N), (n>ngy = \z—nL“(u)o —{| < ¢, et donc que

1
la suite (z—nLn(u)OJneN converge vers {.
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2. 2a.Pour1<k<mn, Ck+1—Ck—i—Ck T et donc

n+1

ZCn+1Sk—SO+ZCn+1Sk+sn+1 —SO+ZCkSk+ZCk TS+ Sn
k=0 k=1 k=1 k=1
n n—1
:Z Sk+ZC 5k+1+3n+1—ZCksk+ZC Skt1
k=0 k=0 k=0 k=0

2b.
n+1

n n n n
1
Snt1—Sn an E Chirsk — zn > Chsi= JLEsl > Chsi+ ) Chsip1—2) Chsi)
k=0 k=0 k=0 k=0

1 1 =
= S Z C]fl(skH —sy) = T Z C]fluk (en tenant compte de sp = 0)

1

o+l

u)o.

2c. Pour N € N, on a

N
Par hypotheése, la suite s converge vers un complexe { (ou £ = Zii@o Uy ). D’apreés la question IL.1c., il en est de méme de

N
= Z nt1 —Sn) = Sn41 — So = SNt (somme télescopique).

1
la suite (z—nLn(S)O)neN = (Sn)nen, ce qui démontre le résultat :

Partie III : Application

n

1
. _ kek |42k k
1. SOltnEN- In—Z(_]) CnJO dX_ZZk+] ZC Uk

k=0
2. Soit n € N*. Une intégration par parties fournit :
1

x XN X (=2x) x (1 =x2)™! dsznJ X2 (1 —x3)"1 dx
0

1
0

= (1= - |
1 1

1
zsz (x2 =1+ =x>)"! dx:Zn(—J (1—x*)" dx-i—J (1—x5)""1dx
0 0 0

= 21’].(7]“ + ]T‘L*] )v

et donc, (2n + 1)J, = 2nJ,_1. Finalement,

2n
vne N |, = 2n+]ln—1-
Pour n € N*, on en déduit que :
2n 2n—2 2 (2n)2m—1)...(2.1))? 22nnl?
IT‘L = X X ... X _]O — = .
2n+1 2n—1 3 2n+1)(2n)...2.1 (2n+1)!
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n +o00

3. On avu au préliminaire que la série de terme général u,, = mil converge et que Z Uy = E Puisque J,, = L™ (u)o,
n+1 = 4
1
on déduit de la question II.2c. que la série de terme général W]n converge et a méme somme. Comme W]n
znfln 2
m, on a montré que
N1 2“'”(11!)2 .
4. 4a. Il revient au méme de dire que 7 — ——— <107 ". Or,
= (2n+1)!
0 Jni Lt ()2 4 2 ()2 2 84 2 4 44
= — =24 -=2/66... — =2 — =24+ — =2,93.
Z 2n+1 TH ey T ’T;(antﬂ HERE R R TR T "
2?2 44 166> 44 4 320
= 4+ = 4 =3,047 > 0,1.D N; =3.
puis Z @n+1) 15 7 1535 105 7= O 1 Done,
n
4b. Les premiéres valeurs de la suite 4 Z sont
:o
48—266 401 ]+ ]) ,0418 t d N, =9
y3 =266, 3t 1o ... et donc Ny =9.

4c. On a N7 < N3. On ne peut rien conclure.
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