SESSION 2004
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B MP

Exercice 1

xX

2
1. La fonction t — et” est continue sur R. Donc la fonction x — J et dt est définie sur R.
0
Soit x € R. En posant u = —t, on obtient

L . .
g(—x) = e~ () J e dt=e J e’ (—du) = —e J e’ du = —g(x).
0

Donc

g est impaire. I

X

2. La fonction t — etz est continue sur R. Donc la fonction x — J etz dt est de classe C! sur R et il en est de méme

0
de g. De plus, pour x € R

X
g'(x) = —2xe~x" J et dtfe ™ xeX = —2xg(x) + 1.
0

La fonction g est solution de ’équation différentielle (E) sur R.

3. Les fonctions x +— 2x et x — 1 sont continues sur R. On sait alors que les solutions de (E) sur R constituent un
R-espace affine de dimension 1. Soit alors f une fonction dérivable sur R.

f solution de (E) sur R & ¥x € R, f'(x) +2xf(x) =1 & ¥x € R(f — g)’(x) + 2x(f — g)(x) =0

d o B
e (F=g))(x) =0

& 3ICER/VxER, e (f—g)(x) = C & IC R/ VxR, f(x) = Ce ™ + g(x).

& Vx € R, e"z(f—g)'(x) +2xe"2(f—g)(x) =0& VxeR,

xX

Les solutions de (E) sur R sont les fonctions de la forme x — Ce ™ +e J et’ dt, C e R.
0

4. (a) On suppose & priori que le rayon R de la série Z aix" est strictement positif. Pour x €] — R,R[, on pose

+o0
f(x) = Z aix' et on a
i=0
+o0 +o0
f'(x)+2xf(x):me1 1+ZZa1 Zl+1)a1+1x quza1 xt
i=0 i=1
+o00 )
= +Z((i+ Naip1 +2a;1)x"
i=1

Mais alors, par unicité des coefficients d’'un développement en série entiére,

f solution de (E) sur ]| - R,R[& a; =Tet Vie N*, i+ 1air1+2a;1=0&a;=TetVieN, i+2)ai;2 +2a; =0.
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(b) Onaa; =1et Vie N*, a1 =— azi_1. Par suite, pour i € N*,

2
2i+1

S X — 2 X x—% = (-2 !
Q1 =7y X Ty T3 T 2it ) x(2i—T)x...x3
s 2i) x (2i—2) x ... x2 A
— (=12t — (—1)i2t
(=1 i+ x 2 x (2i—1) x ... x3x2 (=1 (2i+1)!
o4k
=z

ce qui reste vrai pour i = 0.

VieN, aziy1 = (—

(c) De méme, Vi € N*| az; = —=azi—. Par suite, pour i € N*,

2
2 2 2 - - 1
1 _ UL Gal)

- _ _ = — (_1)iHt
pTRORT R L L i vy vy Fa vy

ai =—

ce qui reste vrai pour i = 0.

En particulier, la donnée de ap détermine une suite (aj)icn et une seule.

(d) Réciproquement, soit (ai)ien est une suite vérifiant : Vi € N, (i1 +2)ait+2 + 2a; = 0.

. (—1F .
D’aprés ce qui précéde, la série entiére E azx?t = E aox?! a un rayon de convergence infini. D’autre part, pour

il
x #0 et i€ N¥,
Wiy X2t 2x2
az;i_1x2i-1 241’
Qi X2t
et donc lim — 7| = 0. La régle de dALEMBERT permet alors d’affirmer que, pour tout réel x non nul, la série
i—s+oo [A2{—1X

2i+1 2i+1

numérique de terme général azi+1x converge et donc que la série série entiére E azi+1X a un rayon de convergence

infini.

2i+1

En résumé, les deux séries entiéres E a21x21 et E azi+1X ont un rayon de convergence infini et on en déduit que la

série entiére Z aix' a un rayon de convergence infini.
R = +o0.
(e) Les calculs faits en (a) sont maintenant validés par le fait que R = 4o00. Les 5olutions de l’équation (E) sur R,

+o00 41'
21, i 2i+1
2 +Z [

ao € R.
Ces fonctions constituent un R-espace affine de dimension 1 ce qui montre déja que toute solution de (E) sur R est
développable en série entiére sur R.

g est donc développable en série entiére sur R et il existe ap € R tel que
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Vx € R, —aoZ 21+Z 121—1—1 x24T

+oo
De plus, d’aprés 1., g est impaire. g est donc la partie impaire de la fonction x — ap Z X2 +Z )t 2 T 1 X
i

i=0
c’est-a-dire la fonction x — f( 1t nils x24T
-a-dir nction B ) S
2V

5. (a) Immédiatement

) oo x2itT
et Vx € R, ga(x) =

é(ﬁ—i—ﬂ x il

(b) En effectuant le produit de CAUCHY des deux séries entiéres précédentes, on obtient pour x € R

g(x) = g1(x)g2(x)
2 RS R
+ i +00 k
Z Z (=" 1 2K+ Z Z )< 1 PO
= . . . X = - X
o \oirojiioaksr B (2 +1) xj! iz P (2 +1) xj!

= 1
g Z (z)+”CJ x 2+

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére et d’aprés la question 4.(e), pour tout entier k on a

s 4*x!

2k+ 1)

-1k

= (1)

ou encore

4k (k!)?

G = 2k + 1)

Exercice 2

1. Soit P € O3(R). Alors, Vx € M3 1(R), ||Ax|| = ||x|| et en particulier Yx € M3 1(R), [|Ax]|=1& ||x|| =1.

VP € 03(R), £(P) = {x € R3/ |[x| = 1}.

2. Soit x = (x1,%x2,x3) € R3. Alors Dx = (x1x7, ®2X2, ®3X3) puis

2 2
X2 X3
+
i AARRNARE
X1 X2 X3

E(D) est un ellipsoide.

IDx[| =1& adx? +adxi +adxi=1& =1 et donc
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3. Soit A € GL3(R).

(i) *(*AA) =t AY(*A) =t AA. Donc *AA est symétrique réelle.
On sait alors que les valeurs propres de 'tAA sont réelles. Soient A une valeur propre de tAA et X un vecteur propre associé.

[AX]? =t (AX)(AX) =t X(*AA)X =t X(AX) = A||X]|?,

et donc, puisque X # 0,

AX|?
g
X1
AX||?
Maintenant, puisque X #£ 0 et que A est inversible, on a AX # 0. On en déduit que A = ||||X||2 > 0.

Ainsi, les valeurs propres de 'AA sont des réels strictement positifs et donc

VA € GL3(R), *tAA est symétrique définie positive.

(ii) Puisque 'AA est symétrique réelle, A est orthogonalement semblable a une matrice diagonale et il existe P € O3(R)
et A =diag(a,b,c) € D3(R) telles que A =t PAP. Puisque 'AA est définie positive, a, b et c sont strictement positifs et
on peut poser D = diag(,/a, v/b, /). D est une matrice diagonale & coefficients diagonaux strictement positifs telle que

A =! PD?P.

(iii) S est orthogonalement semblable & une matrice diagonale & coefficients diagonaux strictement positifs et donc

S est une matrice symétrique définie positive. I

(iv) A = tA~1(tPD2P) = tA~T*PDP'PDP = QS ot Q = 'A~"*PDP. Mais

'QQ ='A""'PDP x {(*A"T'PDP) = 'A"T'PDP'P'DPAT! = 'ATTPD2PATT = ATTTAAATT =15,

et donc Q € O3(R).

3Q € 03(R)/ A = QS.

(v) Soit x € R3. Puisque Q est orthogonale,

[AX[[ =1 & [[Q x Sx|| =T & [[Sx[| = 1.

(vi) De méme, puisque P est orthogonale, pour x € R3,
[Sx|| =1 & ||'PDPx|| =1 & ||D x Px|| =1 & aixi? + adxi? + adxf> =1 oil on a posé Px = (x],x},x}).

Maintenant, puisque P est une matrice orthogonale (x1 ,X5,%4) sont Is coordonnées de x dans une certaine base orthonormée
B'. £(S) a ainsi pour équation afx{? + asx5? + oc3 =1 dans B’ et donc &(S) est un ellipsolde. Puisque £(A) = £(S),

E(A) est un ellipsoide.

4. (i) Soit v #£0. HS (| ] )|\))H = H|S]—”S v H = HE(V): = 1. Par suite, v € £(S) = £(S’) et donc

(st =

1 ou encore ||S(v)|| = ||S'(v)]]. Cette égalité restant valable pour v =0, on a montré que

weR3, ISV =[IS'(V)].
(ii) Soit (v,w) € (R3)2.
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< s(v),s(w) >= 1 (IS0) + Sslw)|12 — [S( (wmﬂ:%uww+me4wwfwm5:

w9m+ymwhwym w)[[2) =< $'(v), $"(w) >.

m—

LIS+ w2~ 5y~ w12) =

Vv, w) € (R3)?, < S(v),S(w) >=< S'(v),S’(w) >.
(iii) Ainsi, pour tout (v,w) € (R3)2, < S(v),S(w) >=< S’(v ), "(w) >. Maintenant, S ou S’ sont symétriques et donc
égales a leur adjointe. On en déduit que pour tout (v, w) € (R3)%, < S?(v),w >=< sz( J,w > et finalement que
V(v,w) € (R3)?, < (S? = S?)(v),w >=0 (x).

Soit alors v € R3. (%) montre que (S% — $’?)(v) € (R3)+ = {0} et donc que S?(v) = S’2(v). Ainsi, Vv € R3, S2(v) = S"2(v)

et donc

(iv) Théoréme de décomposition des noyaux. Soient E un K-espace vectoriel et f € Z(E). Soient (Pq1,P2) €
(K[X]\ {0})? tel que Py AP, = 1. Alors

Ker((P1P2)(f)) = Ker(P;(f)) @ Ker(P2(f)).

Ici, puisque S est définie positive, & # 0 et donc & # —oa. On en déduit que (X — &) A (X 4+ «) = 1 et d’aprés le théoréme
de décomposition des noyaux,

Ker(S? — a?l) = Ker((S — aI)(S + «I)) = Ker(S — «I) & Ker(S + «I).

Maintenant, les valeurs propres de S sont des réels strictement positifs et donc —x n’est pas valeur propre de S ou encore
Ker(S + «I) = {0}. On en déduit que Ker(S? — «?I) = Ker(S — o).

Vo € Sp(S), Ker(S? — a?l) = Ker(S — «I).
(v) La démonstration précédente reste valable quand o est un réel strictement positif quelconque. Mais alors, puisque
SZ — S/Z7
Voo > 0, Ker(S — aI) = Ker(S? — o?1) = Ker(S'? — «?I) = Ker (S’ — «I).

En particulier, S et S’ ont les mémes valeurs propres et un vecteur propre de S associée a une certaine valeur propre «
est encore valeur propre de S’ associée a la méme valeur propre «. Maintenant, S est diagonalisable et il existe une base
% de R3 constituée de vecteurs propres de S. Ce qui précéde montre que S et S’ coincident sur % et donc que

5. Soit (A,A’) € (9.Z3(R))%. D’aprés 3.(iv), 3(Q,Q’) € O3(R))? et 3(S,S’) € STT(R))? telles que A = QS et A’ =
Q’S’. D’apreés 3.(v) et 4.(v),

EA)=EA) & ES)=E(8")eS5=5"

Donc, si E(A) = E(A’), alors 3(Q, Q') € 03(R))?,3S e ST (R) telles que A = QS et A’ = Q’S. Soit V = QQ'~'. Puisque
(O3(R), x) est un groupe, V € O3(R) et de plus,

A'=QQ" 'Q'S=QS=A.
Réciproquement, s’il existe V € O3(R) telle que A = VA’ alors, pour tout x € R3,
[AX]| = [[VA'X] = [|A"X]|

et en particulier, £(A) = £(A’).

V(A,A’) € (GL3(R)?, E(A) = E(A’) & 3V € 03(R)/ A = VA'.
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Exercice 3

1. (i) Pour tout réel t € [—m, 7

am

E(t) = —SSint_i)+3cost? #+ ?

Donc

X —5cost —5sint
y—3sint 3cost

—
o
M(x,y) € Ty & det (M(t)M,i—T(t)) =0& ‘ =0& 3cost(x —5cost)+5sint(y —3sint) =0

& 3(cost)x + 5(sint)y = 15.

Une équation cartésienne de Ty est 3(cost)x + 5(sint)y = 15.

—
dM - -
(ii) Soit t € R. T, est la droite passant par M(t)(5cost,3sint) et de vecteur directeur E(t) =-—5sinti +3costj.Un

systéme d’équations paramétrique de T; est donc

{ X =5cost—5Asint cR.

y =3sint+ 3Acost ’

Soit P(5cost —5Asint,3sint + 3Acost), A € R, un point de T;. Alors P # O et

—
(OP)LT: & (ﬁi—]\f(t) =0& —5sint(5cost—5Asint) + 3cost(3sint+ 3Acost) =0

16costsint

S A= .
9cos2t 4 25sin? t

Ceci démontre 'existence et 'unicité du point P.

(iii) M(t) est un sommet de 'ellipse si et seulement si t € ;Z. Dans ce cas, T; est perpendiculaire & la droite (OM(t))
et donc P = M(t).
(iv) D’apres (ii),

P= (5cost5 16costsint 16costsint t>

9coszt+2551n2tSmt‘smnt—i_?)?coszt+2551n2tCOS

B 45 cos> t +45cos tsin? t 75sin’ t + 75cos? tsint B 45 cost(cos? t +sin?t) 75sin t(sin? t + cos? t)
( 9cos2t+25sin’t = 9cos?t+ 25sin’t >_ (9(1sinzt)+z5sin2t’9(1sinzt)+25sm2t)

B 45cost 75sint

N (9+16sin2t’ 9+ 16sin2t) '

Donc

< 45cost 75sint )
~ \9+16sin?t’ 9+ 16sint/’

2. (i) Pour t € [0, ;], X’(t) est du signe de —sint. On en déduit le tableau de variation de la fonction t +— X(t).

t 0 /2
X'(t) | 0 —

5
X \
0
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3
(ii) e Pour t € [0, g], Y’(t) est du signe de cost(3 —4sint). En particulier, Y’(t) s’annule en & = Arcsin (4_1)

1 4 9 12 3 1 3 V3
e Puisque 1 T BT R 7 on a 557573 et puisque la fonction Arcsin est croissante sur [0, 1], on en
déduit que
; < Arcsin <§) =a< g

2
e On a sinx = 2 et cosax=4/1— <§) = ﬁ Par suite,

V7
45 x — 75 x —
5v7 75
X(o) = 49: \8/_etY(oc): 49—ﬂ.
9+16 x TS 9+16 x e
(iii) Tableau de variations de Y.
t 0 x /2
Y'(t) + 0 -
75724
Y
0 3

4. A un instant donné, Dellipse £’ et 'ellipse £ sont tangentes en un point M(t) et la condition de roulement sans
glissement se traduit par le fait que Dellipse £’ est la symétrique de Dellipse £ par rapport a sa tangente T;. Mais alors, le
centre O’ de £’ est le symétrique du point O par rapport au point Py. Ainsi, on a toujours

e
00’ — 20P (voir graphique page suivante).

Donc

O’ se déplace sur homg 2 (F).
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