SESSION 2004 E3A

Epreuve de Mathématiques A PC

Préliminaires
1. Soit 1 un entier naturel supérieur ou égal a 2. Les deux fonctions u +— —cosu et u — (sinu)*~! sont de classe C' sur
T
le segment, [—z, E} On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient
] 7'[/2 . -I T[/Z .
o = —J (sinu)' du = —J (sinu)(sinu)t~" du
T _n/2 T _n/2
1 . i—17/2 . /2 20 i-2 . /2 . 23 (o i-2
= — [(fcosu)(smu) } +{1i-=1)= (cosu)(sinu) du=(i—-1)— (1 — (sinu)7)(sinu) du
T —n/2 ) n/2 ) n/2
-I T[/Z . ] 7'[/2 .
=({i-T1 —J (sinu)*=2 du — —J (sinu)?
T _n/2 ) _n/2
=({— (-2 — o),
et donc
Vie N\{0,1}, a; = :
/2 /2
2. xp = —J du=1et a1 = —J sinu du = 0 car la fonction u — sinu est impaire. De la question 1., on en
T _n/2 T /2
déduit déja par récurrence que si i est impair, &; = 0. Si maintenant i est un entier pair supérieur ou égal & 2,
i—1 ii]xiisx ><] i—1(H-3)...1
x; = X2 = —— X s = .
: T T2 270 ii—2)...2

sii=0,
si i est impair,

1

siiest pair et non nul.

Partie I

1. Soit yo € R. Sur I, I’équation différentielle (£f) est équivalente a 1’équation différentielle

X f(x)

’r _ ]
1—x2y 1—x2

Yy

f(x)

X
Puisque f est de classe C*® sur I, les deux fonctions x — — i 5 et x — T2 sont continues sur I en tant que quotients
—X —X

de fonctions continues sur I dont le dénominateur ne s’annule pas sur I. Puisque 0 €] — 1,1[, le théoréme de CAUCHY
permet alors d’affirmer qu’il existe une solution ¢ de I’équation (&) sur I et une seule telle que @(0) = yo.
2. Soit y une solution de (&) sur I. Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, y est de classe C™ sur I.

e y est par définition dérivable sur I et en particulier de classe CO sur I.
e Soit 1 € N. Supposons que y soit de classe C™ sur I. Puisque f est de classe C*® sur I, f est de classe C™ sur I et

il en est de méme de

P
L) v

Ainsi, y’ est de classe C™ sur I ou encore y est de classe C™*! sur L.

On a montré par récurrrence que, pour tout entier naturel n, y est de classe C™ sur I et donc y est de classe C*® sur L.

Les solutions de (&f) sur I sont de classe C* sur 1.
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3. (a) Soit y une fonction dérivable sur I.

y solution de (&) sur] —1,1[ & Vx €]l — 1,1, (1 —x?)y’(x) —xy(x) =0 & Vx €] —1,1], 1fx2y’(x)fimy(x) =0
svxel—1,1 (V1—-x2y)'(x) =0
C
SICeR/Wxel—1,1[, V1 —x2y(x)=C& 3ICecR/Vxe]—-1,1], y(x) = .
/ y(x) / y(x) i
Les solutions de (&) sur I sont les fonctions de la forme x — L CeR
° N '
(b) Soit y une fonction dérivable sur I.
y solution de (&) sur ] —1,1[ & Wx €] — 1,1, (1 —x%)y’(x) — xy(x) = f(x)
f(x)
svx el — 1,10 V1 —x2y'(x) — — —
syxe—1,11 (VI—x2y)(x) =
) ) ]_xz
o f(t
S IACeR/Vx el —1,1], 1—x2y(x)zc+J 1()t2dt
0 _
53CeR/ Vxel—1,1] y(x) = —— (c+r ft) dt)
e U v )

La condition @(0) = yo fournit alors C = yo.

(c) En particulier, quand f est la fonction x — 1, on obtient

Arcsinx + C
H —

N ,CeR.

Les solutions de (£7) sur I sont les fonctions de la forme x

Partie 11
1. Soient m € N et P € R, [X] \ {0}. On note n le degré de P.
e Sin =0, A(P) = —XP est un polyndéme de degré 1 =n + 1.
eSin>1,(1—X?)P’ et —XP sont des polynomes de degré n+ 1. A(P) est donc un polynéme de degré au plus n + 1. De
plus, le coefficient de X™*! dans A(P) vaut :
—ndom(P) — dom(P) = —(n + 1)dom(P) # 0.

On en déduit que A(P) est un polyndome de degré n + 1 exactement.

vm e N, VP € R, [X] \ {0}, A(P) est un polynome de degré 1+ deg(P).

Ce résultat reste vrai quand P =0 (puisque —oo + 1 = —o0).

2. Montrons que A est linéaire. Soient (P, Q) € R[X] et (A, n) € R2.
AAP 4+ 1Q) = (1 = X2)(AP + nQ)’ — X(AP + Q) = A((T = X3P’ = XP) + u((1 — X*)Q’ — XQ) = AA(P) + nA(Q).

Donc, A est linéaire. D’autre part, d’aprés ce qui précéde, pour m € N donné, la restriction de A & R, [X] est a valeurs
dans R, 1[X] de sorte que A induit une application linéaire de R [X] dans Ry, 1[X] que I'on note A,.
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3. Soit m € N. D’aprés la question 1., si P est un polynéme non nul de degré au plus m, Ay, (P) est un polyndéme de degré
1 4 deg(P) et en particulier, Ay (P) est un polynéme non nul. Le noyau de A, est donc nul et on a montré que

vm € N, A, est injective. I

4. Soit m € N. D’aprés le théoréme du rang,

rg(Am) = dim(R [X]) — dim(Ker(Awm)) =m+1—-0=m+1.

vmeN, rg(An) =m+1.

5. Soit m € N. On a A(1) = —X et pour k € [1,m],
AXK) = (1= X2)(kXET) = X(XK) = —(k + 1)XKFT 4 kX1,

On en déduit la matrice A, de A, relativement aux bases canoniques de R, [X] et Ry 1[X] :

0 1 0o ... 0

VmeN, Ap=| o n ' € Mimi2,m+1(R).

6. Si I’équation £(f) admet une solution polynomiale P alors, pour tout réel x, f(x) = (1 —x?)P’(x) — xP(x) et f est
nécessairement une fonction polynoémiale. De plus, f = A(P). Réciproquement, si f = A(P), alors P est solution de (&f).

7. (a) U (resp. V) est la matrice colonne représentant P (resp. Q) dans la base canonique de Ry_1[X] (resp. Rn[X]) et
An—1 est la matrice de A,,_1 relativement & ces bases. Donc, d’aprés la question précédente,

P est solution de (£q) © A(P)=Q & A 1(P)=Q & A U=V,

(b) Immédiat d’aprés ce qui précede.
vspace(,2cm

(c) i.
0 1 0 0 Po qo P1=4do
-1 0 2 0 P a1 —Po +2p2 = qs
AsS=Val|l o -2 0o 3 p1 =| a2 [ -2pi+3p3=qz .
0 0 -3 0 pi a3 —3p2+Ppa=qs3
o o o0 -4 da —4p3 =da
ii.
Pr=4do P1=do
P1=4do P3 = >(290 + q2) _ !
—Ppo+2p2 =1 3] Ps = 3(12q0+q2)
-2 = - __
P1 7:3103 2 &9 p2 543 9\ p2=-—=qs
—3p2 =43 Po = —q1 — g 2
—4p3 = a4 % Po=—d1 —q3
—E(ZQOJer):(M 8qo +44d2 +3q4 =0

Ce dernier systéme a une solution si et seulement si la derniére condition est réalisée c’est-a-dire 8qp +4q2 + 3q4 = 0.
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iii. Si donc 8qp +4q2 + 3q4 = 0 le systéme A3S =V admet une et une seule solution a savoir

1 1 1 1 1
(Po,P1,p2,P3) = (—Oh —Q3,QO,—EQ3,§(2QO - Z(8QO +3Q4))) = (—q1 —Q3,QO,—EQ3,—ZQ4)

ce qui fournit

P=—(q1 +d3) + qoX — X2 — T3,

iv. La condition 8q¢ + 442 + 3q4 = 0 est une équation de Im(A3) qui est un hyperplan de R4[X].
(d) Soient (Ry,R2) € (Rn[X])z et (a1,az) € R2.

/2 /2 /2
An(a1Ry+azR3) :J' (a1R7+azRy)(sinu) du = a; J R1(sinu) du+(12J' Ry(sinu) du = a1An(R7)+a2An(R2).
—n/2 —n/2 —n/2
/2
Ainsi, A, est une forme linéaire sur R, [X]. De plus, A (1) = J du =7t # 0 et puisque 1 € Ry [X]
—7/2

vn € N, A, est une forme linéaire non nulle. '

ii. Soit P € R, [X]. Une intégration par parties fournit

/2 /2
J ((1 = sin?u)P’(sinu) — sinuP(sinu)) du = J (cos® uP’(sinu) — sinuP(sinu)) du
/2 —m/2

Ant1(An(P))

/2 ) /2
J cos® uP’(sinu) du + [cos uP(sinu)]fir/z — J cos® uP’(sinu) du = 0.
—m/2 —7t/2

VP € RnlX], Ant1(An(P)) =0.

iii. D’aprés ii., Im(A,) C Ker(An41). Maintenant, A,, 11 est une forme linéaire non nulle sur R4 1[X] et son noyau est
donc un hyperplan de R, 1[X]. Il en est de méme de Im(A,,) d’aprés la question 4.
En résumé, Im(A,) C Ker(An41) et dim(Im(A,,)) = dim(Ker(An+1)) et donc

vneN, Im(An) = Ker(Any1).

n+1

iv. Soit Q = ) quX* € Rny11X].
k=0

Q € Im(A,) & Q € Ker(An11)
n+1 /2 n+1

(Z}quJ (sinu)kdu:(){:)ﬂZocqu:O
k=0 —-n/2 k=0

n+1
& Z axqx = 0.

k=0

n+1 n+1
VQ =) aiX* €RnnilX], (Q €m(An) & ) anqi =0.

k=0 k=0

(e) D’apres (b) et (d)iv.,

n

(€q) admet une solution polynomiale si et seulement si Z o qx = 0.

k=0
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1
>qz + §q4 = 0 ou enfin

(f) Quand n = 4, on obtient xoqo + x1q1 + ®2q2 + ®3q3 + xaqa = 0 ou encore o + 3 3

8do + 442 + 3q4 = 0 qui est la condition obtenue en (c)ii.

Partie II1

1. (a) D’apres 1.3.(b), les solutions de (&) sont les fonctions de la forme x — ] (J ) dt + C), CeR.
V1 —x2 V1 —12

1
Les fonctions x — f(x) et x — ——— sont développables en série entiére sur ] — 1, 1[. On sait qu’il en est de méme de
(x) T pp q
le oduit puis de la fonction x — JX ft) dt et finalement de la fonction x — ! (Jx flt) dt + C)
ur produit pui nction nalemen nction .
P p o V-2 VT —x2 V1 —+2

Les solutions de (&) sur ] — 1, 1[ sont développables en série entiére sur ] — 1, 1[.

+00
(b) i. Soit y une solution de (&) sur ] — 1, 1[. Pour x €] — 1, 1[, posons y(x Z arx®. On sait que y est indéfiniment

k=0
dérivable sur ] — 1, 1[ et que les dérivées successives s’obtiennent par dérivation terme a terme. Pour x €] — 1, 1[, on a alors

+o00 +o00
(1=x2)y'(x) —xy(x) = (1 —x?) Z kax*! —XZ axx®
k=1 k=0
“+o0 +o00 “+o0 +o00 “+o0
= Z kapx* 1 — Z kapx*t! — Z apx! = Z kapx* 1 — Z(k + 1 agxkH!
k=1 k=0 k=0 k=1 k=0
“+o0 “+o0 +o00
Z(k+1)ak+1x _Zkak XK = a4 +Z ((k+ Naksr — kax—1)x*.
k=0 k=1 k=1
Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, on en déduit que
+o00
vx el = 1,1 (1=x*y'(x) —xy(x) = f(x) & Vx €l = 1,1[, a1 + Z((k‘i' Taxy1 —kax—1) Z bix®
k=1
N ay = bo
Vk > 1, (k+1)axs1 —kax—1 = by
a; = bo
& k 1
vk > 1 = — ap_ —b
2 1, Ak k+]ak 1+k+1 Kk
e s . 2k —1 1 s
ii. Soit k > 1. D’aprés ce qui précede, azx = Tazk,z + ﬂbqu. Avec le préliminaire, on en déduit que
ax  (2k)(2Zk—2)...2 Zk—la L 1b 7(2k 2).. 2(1 n 2k —2)...2 b
ooe  k—N2k=3).. 1\ 2k T T k=3 Tt T k= 2k —3)...1 !
_ Qa2 T bak 1
ok—2 2k—T a2’
vk € N* kA1) bax_1 _
ok k1) (2k—=T)ay k-1
by
iii. Pour k € N, posons ux = %. On a donc uy = ag et pour tout k dans N*, wy = w1 + ekl
o2k (2k — Doy

Soit alors p € N*.

P
— =u, =up + Z U — Ux_1) (somme télescopique)

azp

%X2p k=1

_ i bak-1
o Zk—](XZk 1)
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et finalement

P
bok—
Vp € N*, azp = x2p (ao + Z %)
k=1

—T)xXz—1)

2k
ark—1 + =———boy ou encore

iv. Soit k > 1. On a aussi azk+1 = k1 2k + 1

(2k—1)(2k—3)...1
(2k)(2k —2)...2
= (2k — 1 axx—1002k—2 + boxxox.

2k —3)...1 2k—1)...1
( ) azk—1 + ( ) bok

(2kazier +b2ic) = (k= 55— 2K)(2k—2)...2

(2k + 1N azky1 ok =

Vk € N*, (2k + T)aziq1 ok = (2k — T)aze—1 X2k—2 + baxxok.

v. Pour k € N, posons ux = (2k + 1)azx+1o2k. On a donc up = aj et pour tout k dans N*, ux = ux_1 + bz et donc
pour p € N*.

P
(2p + 1Nazp+102p =Uup =Up + Z(uk — Uk_1) (somme télescopique)
k=1

P
=aj + Z box k.

k=1
1 P
Vp € N*, = b .
p A2p+1 2 + Dozprt a +]; 2k %2k
2. (a) Soit x €] — 1, 1[. L’application t — ft) est continue ] —1,1[ et donc sur [x, 1]
. i —1,1[. L’application ntinue sur | — 1, nc sur [x, 1[.
PP A

Maintenant, f est développable en série entiére sur ]| — R,R[ avec R > 1. En particulier, f est définie et continue en 1 et
donc bornée au voisinage de 1. On en déduit que quand t tend vers 1,

flt) _ f() L ome _O< ] )

= X = =
VI—tZ2 T+t V1t V1I—t V1=t
1
Comme la fonction t — ——— = (1—1t)~'/2 est intégrable sur un voisinage de 1 & gauche (puisque —= > —1), il en est de
Vg (1-t) g voisinag g (puisque —5 )

f(t f(t
méme de la fonction t — (t) . Finalement, la fonction t — (t) est intégrable sur [x, 1[. On en déduit I’existence

1—+t2 V1—1t2
de J'] flt) dt puis de @(x)

Vipers: p PLx).

@ est définie sur | — 1, 1[.

dt. On a alors

1
(b) Soit x €] — 1, 1[. Posons yo = 7,[ flt)

0 1—t2

T LY T X f(t) LY T X f(t)
(p(X)_\/1fx2J'x\/1ft2 dt_\/]*X2 <Jo V1—12 dtiJ'o V1 —12 at V12 <J0 V1—1t2 dt+yo),

et la question I.(b) montre que

@ est la solution de (&f) sur ] — 1, 1] telle que ¢@(0) = fJ'

o VT
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() i. Soit x €] —1,1[. On pose 6 = Arccosx de sorte que 0 €]0, 7t[ et x = cos 0. Soit ¢ €]0,1 —x[. En posant t = cosu, on
obtient

1 < f(t) 1 0 f(cosu) ,
dt = ——— X —sinudu
VI—x2 )i V1 —12 V1 — 0820 Jarccos(1—¢) V1 —cos? 1
1 0 . 1 0
= —,—J' Sl,n—uf(cosu) du=—— J f(cosu) du,
\sm@l Arccos(1—¢) |Slnu‘ sin @ Arccos(1—¢)

car 0 €]0,7t[ et donc sin 0 > 0 et aussi u € [Arccos(1 — ¢), 0] C]O, 7t[ et donc sinu > 0.

sin ©

0
vx €] —1,1[, o(x) = 1 J f(cosu) du ot 6 = Arccosx.

Arccos(1—¢)

ii. La fonction u — cosu est continue sur ] — 7, 7t[ & valeurs dans ] — 1, 1] et la fonction f est continue sur | — 1,1[. On en
déduit que la fonction g : u— f(cosu) est continue sur ] — 7t, 7t[. Mais alors, F est dérivable sur | — 7, 7t[ et F = g.

F est dérivable sur | — 7, 7t[ et VO €] — 7, 7t[, F/(0) = f(cos 0).

iii. Pour x €] — 1,1,

B 1 B 0 F(0)—F(0)
o) =50 =~ Hee—0
. : F(8) — F(0) /
ol 0 = Arccosx. Quand x tend vers 1, 0 tend vers 0, puis —— tend vers 1 et -0 tend vers F/(0) = f(cos0) = f(1).
sin —

Finalement

lim @(x) = —f(1).
x— 1
x<1

T
x Arcsinx — =
. 1 1 2 Arccosx
d) i. Soit x €] — 1, 1][. x) = J dt = =— t
(d) 1. Soi ] - ®olx) V1—=x2 )1 V1 —12 V1—x2 V1—x2 ¢

x x /1 — %2
P1(x) = 1 J b ogr= [—\/1—‘[2} _vl=x+0_
V1I—x2 1 V1-12 V1 —x2 1 V1 — 2

Arccosx
Vx €l = 1,1[, @o(x) = A et @1(x) =—1.

ii. Soient k > 2 puis x €] — 1, 1[. Soit € €]0,1 — x[. Les deux fonction t — t*~ ' et t — —v/T —t2 sont de classe C' sur
[x, 1]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

T1—e

&

tk —2v/1—12 dt
€

tk —2+/1 —t2 dt.

et dt = Tt T dt = =1 — 2t ]
J _L VI—t2 _{_ B }

— 1—(1—5)2(175)1‘71+\/1—x2xk*1+(k—1)J'

x

xX

On fait tendre € vers 0 et on obtient

X k X X _2 _ 2
J t —\/1—x2xk”+(k—1)J tk —2/1 —t2 dt:—\/1—x2xk’]+(k—1)J Mdt:
1

—dt =
1 V1 —12 . y 1 V1—t2
Xtk — x t
VT =x2xT 4 (k=1 J —dt— (k-1 J —_—
V ( ) A ( ) Y g

En divisant les deux membres de cette égalité par v/T — x2, on obtient @i (x) = —x*"1 + (k — 1)@y_2(x) — @i (x) puis
ko (x) = —x*T 4 (k — 1)@r_2(x). Finalement
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vk > 2, Vx €] —1,1[, ox(x

iii. Montrons par récurrence que Vp € N, ¢, est un polynéme de degré 2p.
e Sip=0, 2p+1 = @1 =—1 et @2p41 est un polynoéme de degré 0 =2 x 0.
X2P+t2 2p 42

e Soit p > 0. Supposons que @zp4+1 soit un polynéme de degré 2p. Alors, @2p43 = i3 T3
P P

©2p+1 est un
polynéme de degré 2p + 2.

On a montré par récurrence que

Vp € N, @2p4+1 est un polynéme de degré 2p. I

iv. Soient p € N* et x €] — 1, 1[. Pour k € N, posons a = @ (x) et by = —x¥.

k

1
Pour k € N*, on a alors ayx = ax_o + Ebk_]. Le calcul fait en 1.(b).ii. fournit alors

o

box_
2k—1 ) X2pX2k—1 T o2y @o(x).

o)
@2p (%) = a2p = 0tzp (ao + ]; m = m

Ainsi, il existe un polynéme Py, de degré 2p — 1 tel que Vx €] —1,1[, @2p(x) = P2p(x) + x2p @o(x).

v. Si k est impair, d’aprés la question iii., @ est un polyndéme et en particulier admet une limite finie quand x tend vers
1 par valeurs inférieures.
Si k est pair, d’aprés la question iv., @ a une limite finie en 1 si et seulement si @¢ a une limite finie en 1. La question 2.(c)

appliquée a la fonction constante f = 1 montre que @o tend vers f(1) = —1 quand x tend vers 1 par valeurs inférieures.
Finalement,
Vk € N*| la fonction @y a une limite finie quand x tend vers 1 par valeurs inférieures. I
bktk

(e) Soit x €] — 1,1[. Pour t € [x,1[ et k € N, posons fy(t) =

V1—tZ

e Chaque fonction fy est continue et intégrable sur [x, 1.

+o00 k
byt f(t) .. L. . P .
e Pour t € [x, 1], ; e o Ainsi, la série de fonctions de terme général fy converge simplement

f(t)
e

sur [x, 1[ vers la fonction t — qui est une une fonction continue sur [x, 1[.

e De plus, pour k € N,

dt < |by| dt = 7tjby.

1
1
X x V1 —12 1 V1 —t2 L] V1—t2

Comme la série entiére de somme f a un rayon de convergence strictement supérieur a 1, la série numérique de terme
1

1 1 ‘t|k 1 ‘ |k
J |fk(t)|dt:\bkwj _I dtswbuj

général |by| est convergente et il en est de méme de la série numérique de terme général J [T (t)] dt.
X

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, on a alors

f ¢— Zb“J ﬁ a.

+oo

1
———, on obtient enfin Z ox(x) = @(x).
V1—x2 =

et aprés inversion des bornes des intégrales et division par

La série de fonctions de terme général by @y, k > 0 converge simplement vers la fonction ¢ sur ] — 1, 1[.
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