SESSION 2005
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B MP

Exercice 1

1. e @ est une application de (R, [X])? dans R.
e Soit (P,Q) € (R, [X])?.
n+1 n+1

e(Q,P) =) Qxi)P(xi) =) Px:)Q(xi) =(P,Q).
i=1 i=1

Donc, ¢ est symétrique.
e Soient (P1,P2,Q) € (Rn[X])3 et (A1,A2) € R?.

n+l n+1 n+1
@MP1HAP2Q) = Y (MP1(xi)+AP2(x))Q(xi) =A1 ) Pr(x:)Q(xi)+A2 D Pa(xi)Q(xi) = M @(P1, Q)+A20(P2, Q).
i=1 i=1 i=1

Donc @ est linéaire par rapport a sa premiére variable et par symétrie, ¢ est bilinéaire.
n+1
e Soit P € R, [X]. (P,P) = Z(P(xi))z > 0. De plus, si @(P,P) =0, alors Vi € [1,n+ 1], P(xy) = 0. Mais alors le
i=1
polynéme P, de degré au plus n, s’annule en les n + 1 réels deux & deux distincts X1, ..., Xn4+1 et est donc le polynéme
nul. Ainsi, @ est une forme définie positive.

En résumé, ¢ est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive sur R [X] et donc

@ est un produit scalaire sur R, [X].

2. (a) Pour k € [1,n+ 1], on a deg(Px) =n+1—k et en particulier, Yk € [1,n+ 1], Px € R, [X]. De plus, les Py sont de
degrés deux a deux distincts et donc la famille (Px)i1<k<n-+1 est une famille libre de Ry [X]. Comme card(Py)1<k<n+1 =
n+ 1 =dim(R,[X]) < 400, on a montré que

la famille (Px)1<k<n+1 est une base de Ry [X].
(b) e On sait que la famille (Li)1<i<n+1 est une base de R, [X] et que
n+1

VP e R, [X], P= Z P(xi)L;.
i=1

e Pour (i,j) € [1,n+1]%, on a Li(x;) = 8; ;. Par suite, pour (i,j) € [1,n + 1]?,

n+1 n+1
e(Li, L) = Y LiladLi(xi) = D 8ikbyi =i
k=1 k=1

Dong, la famille (L;)1<i<n+1 est une base orthonormée de l'espace euclidien (R, [X], @) (1).

e Soit i € [1,n+1].

Mais pour j > 1+ 1, on a Pi(xj) =0 et donc

i
Pi = Z Pi(Xj)Lj S VeCt(Lthjgi.

j=1
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Mais alors, par récurrence, Vi € [1,n + 1], Vect(P1,...,Pi) = Vect(Ly,..., L) (2).
o Soit i € [1,n+1].

n+1 n+1 n+1
@(Py, Ly) ZP x;)L ZPi(x])é 5 =Pi(xi) = H (xk —xi) >0 car xi < Xir1 < ...<Xnii-
j=1 k=i+1

Donc, Vi € [T,n+ 1], @(P:,Li) >0 (3).
(1), (2) et (3) permettent alors d’affirmer que

la famille (Li)1<i<n41 est P'orthonormalisée de SCHMIDT de la famille (Pi)1<i<n+1 pour le produit scalaire ¢.

3. (a) Soit k € [0,n]. Puisque B’ est une base orthonormée de R,,[X] pour le produit scalaire ¢, on a

n+1

= Z (p(Xk)I—‘L Ly
i=1

Mais

n=1

— ks o _ .k

o (X, Ly E xI_ (x5) = E X015 = X{ -
=1

Finalement

n+1

vk € [1,n+1], Xk = Zka

(b) (i) D’apreés ce qui précede,

X1 X7 X7
1 x xé cee XD
detg (1,X,...., XM =| T X3 X3 .. X3 | A L.
Toxnir X0y o Xy
n+1
Posons (—1)"P; = Q = H —xk) = X" 4+ A X! ..+ M X+ Ag. Remplacons la colonne C 17 de Anyq par

Cns1 + A 1Ch+ ...+ 7\1 Cz 4+ Ao Cy. Cette transformation ne modifie pas la valeur du déterminant et on a

1T xq XT]‘_] Q(x1) 1 x XT]‘] 1
T x2 ... xx" Q) T x2 ... xx ' o0
dets/(1,X,...,X") = 1T x3 ... X?il Q(x3) =Q(x1) 1T x3 ... X?il 0
T Xng1 oo X051 Qlxnst) T Xng1 ... X001 0

En développant le dernier déterminant suivant sa derniére colonne, on obtient

1 -1
1 X2 oo X5 1 X2 oo Xy
N n+tl T oxs s xET ! ntl T ox3 .o oxg!
dets (1,X,...,X") = [[x1 =x) x (=1)™| . =T —x) .
i=2 . : i=2 . :
1 Xn+1 XK+] 1 Xn+1 X2+1
. 1 X1
(ii) En tenant compte de A; = 1 x = X2 — X1, on obtient alors par récurrence
2

1<i<js<n+1
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(¢) Soit C une base orthonormée de 'espace euclidien (Rp[X], @). On sait que la matrice de passage de C & B’ est
orthogonale et donc

dete(1,X, ..., X"N)| = |[deteB’ x detg: (1,X,...,X")| =]+ 1 x detg: (1,X,...,X")| = |dets (1,X,...,X").

Pour toute base orthonormée C, |dete (1, X, ...

1<i<j<n+1

(d) Soit D = (Qi)o<i<n Vorthonormalisée de la base (1,X,...,X™). La matrice de (1,X,...,X™) dans D est triangulaire
supérieure.

(e) Puisque D est orthonormée, les coefficients diagonaux de cette matrice sont les (X', Qi). D’aprés I'inégalité de
CAUCHY-SCHWARZ, on a alors

1<i<j<n+1

1<i<j<n+1

Exercice 2

1. (a) e La fonction r est 2m-périodique. De plus, pour 6 € [—m, 7], 1 —cos® = 0 & 6 = 0. On obtient donc la courbe
compléte quand 0 décrit [—7t, 0[U]0, 7.
La fonction T est paire et donc, pour 0 € [—m, 0],

M(=0) = [r(—0),—6] = [r(0), —6] = s5(0x)(M(6)).
Donc on étudie et on construit la portion de P correspondant & 6 €]0, 7, la courbe compléte étant alors obtenue par
réflexion d’axe (Ox).

e La fonction 0 — 1 — cos 0 est strictement croissante et strictement positive sur ]0, 7). Donc la fonction T est strictement
décroissante sur ]0, 7] et strictement positive sur ]0, 71].

e Quand 0 tend vers 0 par valeurs supérieures, 1(0) tend vers +o00. De plus

. 2sin = cos =
y(0)sind = 5in 6 = 2 2 zcotang7
1 —cos® 5 0 2
2sin 5

et y(0) sin 0 tend vers +o0o quand 0 tend vers 0 par valeurs supérieures. On en déduit que P admet une branche parabolique
de direction (Ox) quand 0 tend vers O par valeurs supérieures.

—sin®

* Pour 8 €10, 7, 1'(8) = F—"5e

. Donc la tangente en M(7t) est dirigée par le vecteur
- 12
W+ r(m)V j j -

V=) (=) = —5

On en déduit le tracé de la courbe P.
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AN

N —————

(b) Soit M un point du plan dont les coordonnées cartésiennes sont notées (x,y) et un couple de coordonnées polaires est
noté [r, 0].

1
MeP&r=——&r—rcos0=1&12=(14+rc0s0)? (car r > 0)
1 —cosB

1
Sxt+y?=1+x? sy’ =2x+1 <:)y2_2<x+z)'

1
‘P est donc une parabole de sommet S(fz,()), d’axe focal (Ox) et tournée vers les x positifs. Le paramétre p de P vaut 1

et donc le foyer F a pour coordonnées (0,0) et la directrice (D) a pour équation x = —1.

1
‘P est une parabole de sommet S(—z, 0) et d’axe focal (Ox),

de foyer F(0,0) et de directrice (D) : x = —1.

0 ino
2. (a) Soient 6 € [—m, 0[U]0, 7] puis M le point de P de coordonnées ( cos S )

1—cos0’ 1—cosB

cos 0 2cosB
Le point K a alors pour coordonnées { ———— 0 | puis le point N a pour coordonnées | ————,0 |.
1 —cosB 1 —cosB
cos 0 sin ©
Le vecteur MQ a pour coordonnées ,— 1n .
1—cos®’ 1—cosB

in 0 0 0 in 0
Une équation de la droite (MN) est alors _Smy X — cos + cos y— s = 0 ou encore
1 —cos0 1 —cos0 1 —cos0 1 —cos0

sinO((1T — cosB)x — cos0) + cosO((1 — cosB)y —sin0) =0
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ou enfin
sin0(1 — cosB)x + cos 0(1 — cosB)y — 2sin O cos O = 0.

Un vecteur normal & la droite (MN) est le vecteur W = (sin 0, cos 0).
Le point H est donc de la forme H= 0 + AT = (Asin©,Acos0) avec

sin0(1 —cos0)Asin 0 + cosO(1 — cosO)Asin® — 2sin cos® = 0,

et donc

A= 2sinBcos®  sin(20)

1—cos®  1—cosB’

Ainsi,

les coordonnées de H sont <

sin(20) . 0 sin(20) s 0
T—cos® T —cos V)

sin (20
— w (sin 6, cOS 6) . Maintenant,

1 —cos
in(20
e sif €] 77'[,77—T[U]0, E[, al Sin(26) >0 et onacos@ =sind et sin@ = cosH.
2 2 1 —ZCOSG
in(20
esifeg]— E,O[U]E,T[[, alors M < 0Oetonacosp=—sin0 et sin @ = —cosb.
2 n % 1:)cos9
e Sife {—7‘[,—2, E,TE}, Ol?i = 0 et @ n’est pas défini.
in(20 sin (20
(¢) Notons (I1) (resp. (I2)) 'ensemble des points H <% sin @, % cos 6> avec 0 € [—m, 0[U]0, 7] et sin(20) > 0
— cos — cos

(resp. sin(20) < 0). On a alors £ = (Th) U (T2) U{O}.

in(2 in(2
esifc]l— ﬂ,—E[U]O, E[7 on peut prendre @ = T 0 et H a pour coordonnées M cos ,M sin @ |. De
2 2 2 1 —sin@ 1T —sine@

. U T . . Tt 3n , ,
plus, 0 décrit | — ﬂ,fz[U]O, z[ si et seulement si ¢ décrit ]0, Z[U]ﬂ' 7[. (T1) est donc la courbe d’équation polaire

sin(2 T 37
T=T1 = ((p) 7(96]0,_[U]7T,_[

1 —sing 2 2

_sin(2 _sin(2
esiOeg]— E,O[U]E,ﬂ[, on peut prendre @ = T _ 9 + 7 et H a pour coordonnées M cos ,M sing |.
2 2 2 1+ sin @ 1+ sing@

De plus, 0 décrit ] — g,O[U]g,ﬂ[ si et seulement si ¢ décrit ] — g,O[U]g,ﬂ[. (T2) est donc la courbe d’équation polaire

—sin(2¢) s s

=T =—" — =, 0[U] =, 7.
T S T e ® €] > [ ]z,ﬂ[
Enfin, pour ¢ €] — ;,O]U];,ﬂ[, on a r2(@) = —r1(@ + 7). Ainsi, le point de coordonnées polaires [r2 (@), @] est aussi
le point de coordonnées polaires [—11(¢@ + 7), @] = [r1(@ + 7), @ + 7] de sorte que I, est la courbe d’équation polaire
3
r=11(@’) ot ¢’ = @ + 7 décrit ]g, 7'[[U]77t, 27t[. Finalement, en tenant compte des cas ot H =0
sin(2¢)

& est la courbe d’équation polaire r =

1—sin(p’(p 2772

T n[u]n 371]( st Stri . 7T)
—, = -, ul est symetriqgue par ra ort a — ).
) 7' q Yy que p PP >

3
e Si @ €]0, g[u]n, 771[, sin(2¢) > 0 et donc r(¢@) >0 et si @ €] — g,O[U];—r,n[, sin(2¢) < 0 et donc r(¢@) < 0.

3. e 1 est 2m-périodique et on étudiera la courbe sur [—

371I

Enfin r(@) =0& @ € {—;0,71 5

T T, T 37

7E,E[U]z‘7],

e Pour ¢ €[

sin(2mr—2¢)  sin(2¢@)

= *T'((P),

Tl =) = 1—sing

1 —sin(m— @)
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et donc
M(t— @) =[r(mn—@),m— @] =[—1(@),m— @] = [r(@), —@] = s(0x) (M(®)).

T T
On étudie et on construit la portion de la courbe £ obtenue quand ¢ décrit [—E, z[ et on obtient la courbe compléte par

réflexion d’axe (Ox).

e Etude quand ¢ tend vers g par valeurs inférieures. Déja, lim (@) = +00 et donc quand ¢ tend vers g par
x—
e
valeurs inférieures, £ admet une direction asymptotique d’angle polaire g
Pour ¢ € [—E, E[, posons h = @ — n ou encore @ = T + h. Alors
2’2 2 2
< h
. T sin(m+2h) . sin(2h) . sin2h) . . h h sin(2h) cos 3 oh
r(@)sin(¢p —z) = ———————sinh=—————sinh =— 2sin-cos - =——-—% ~ —— =4
2 1—sin(f+h) 1 —cosh s > h 2 2 . h x=0 h
2 S111 z Slnz z
et donc
lim (@) sin(@ — ~) = —4.
x— 5 2
x<Z
On en déduit que £ admet une droite asymptote d’équation x(— sin g) + y(cos g) = —4 ou encore x = 4.
4. Voir graphique plus haut.
Exercice 3
k k—1
1. (a) Montrons par récurrence que Vk € N*, Mk = ( /?) kABk ¢ )
e C’est clair pour k = 1.
k k—1
e Soit k > 1. Si Mk = AT kA " ¢ alors
0 B
MK — Ak kAKIC A C\ [ AT AkKCH+KAKICB \ [ Akt AKC+ kAR TAC
o 0 Bk 0 B 0 Bk+1 o 0 Bk+1
AT (k+1)AkC
= 0 BX+1 :
Le résultat est démontré par récurrence.
m
Soit alors P = Z arX® est un éléement de C[X],
k=0
m m
k k—1
P(M) —i ME—ao [ A0 +i A KARTIC éakA ém “|_(rn o
TS NI : L APl R - L A . i T R (A
— — ax
k=0

m
ouD = Z kA*~1C. On a montré que
k=1

¥P € CIX], 3D € #4(C)/ P(M) = ( P((;U PI(DB) )

(b) Puisque M est diagonalisable, il existe un polynéme P € C[X] \ {0} & racines simples tels que P(M) = 0. Pour ce
P(A) D

polynéme P, la matrice < 0 P(B)

> est nulle et en particulier P(A) = P(B) = 0. On a montré que
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3P € C[X] \ {0}/ P a racines simples et P(A) = P(B) = 0.

(¢) Mais alors

A et B sont diagonalisables. I
A C A 0 A CB A 0 A C A AC .
2.(a)l\/lN:(O B)(O B):<O B )etNMz(o B)(O B>:<O B )etpulsque
AC=CB, on a

(b) Soient f et g les endomorphismes de C™ de matrices respectives M et N dans la base canonique % de C™.

e Puisque M est diagonalisable, f est diagonalisable et puisque A et B sont diagonalisables, N est diagonalisable et il en
est de méme de g.

e Notons A1, ..., Ap les valeurs propres deux a deux distinctes de f et Ex,, ..., Ex, les sous-espaces propres associés.
Puisque f est diagonalisable, on a C™ =Ex, ©... D Ej,.

e Puisque g commute avec f, on sait que les Ex, sont stables par g. La restriction gi de g a Ej, est donc un endomorphisme
de E,,. Maintenant, g est diagonalisable et donc il existe Q € C[X] \ {0} & racines simples tels que Q(g) = 0. Mais alors,
pour chaque i, Q(gi) = 0 ce qui montre que chaque g; est diagonalisable. Pour chaque 1, notons %; une base de vecteurs
propres de g; puis posons ' = %1 U...UH,. Puisque C* = Ex, © ... Ey,, #’ est une base de C™ et par construction,
les vecteurs de 2’ sont tous des vecteurs propres de f et de g.

e Soit R la matrice de passage de #’ & A. Les formules de changement de bases montrent que RMR™" et RNR™! sont des
matrices diagonales respectivement notées % et A’.

On a montré que

R € YL (C), 3(D,D’) € (Z(C))?/;M =R 'DRet N =R 'D'R.

. 0 C
(c) Mais alors, ( 0 0

et donc

) =M-—N =R (D —D’)R. Ainsi la matrice ( 8 g ) est semblable & une matrice diagonale

la matrice < 8 g ) est diagonalisable.

. 0
3. La matrice ( 0 0

valeur propre. Etant diagonalisable, cette matrice est semblable & la matrice D = diag(0,...,0) = 0. Comme une matrice
semblable & la matrice nulle est la matrice nulle, on a montré que

> est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux nuls. Cette matrice admet donc 0 pour unique
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