SESSION 2006
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A MP

Partie I

1 - Puisque f est continue sur U'intervalle I et I contient 0, le théoréme de CAUCHY permet d’affirmer I'existence et 'unicité
de @(f). On a alors

Vx €1, (@(f))'(x) +co(f)(x) =f(x) = ¥x € I, e™(@(f))(x) + ceo(f)(x) = f(x)e™
=Vx el (e™o(f))(x) =flx)e

=Vx el eXo(f)(x) = eo(f)(0) —|—J f(t)ect dt

=vxel, eo(f)(x) = JX f(t)et dt = Vx €I, @(f)(x) = e r f(t)ect dt.
0

X

vx €1, (f)(x) = e_CXJ f(t)eSt dt.
0

2 - Par définition @(f) est dérivable sur I et (@(f))’ = —c@(f) + f. On en déduit que (¢@(f))’ est continue sur I et donc
que

@(f) est de classe C! sur I.

Soient (A, 1) € R? et (f,g) € (¢°(1))*. Pour x € 1,

X X X

f(t)eSt dt+ ueC"J g(t)et dt = (A@(f) + ne(g))(x),

@(Af+ pug)(x) = eCXJ
0

(Af(t) + png(t))et dt = AeCXJ
0

0

et donc @(Af + nug) = Ae(f) + pe(g). On a montré que

o € Z(¢°(1).

Partie 11

1 - Soit f € €°(I). Puisque f est continue sur le segment [a,b], d’une part f est bornée sur ce segment et d’autre part f
et f2 sont intégrables sur ce segment. On en déduit que ||f||o et [|f|[1 et ||f]|2 existent dans R. De plus, d’aprés l'inégalité

de CAUCHY-SCHWARZ,
IR :J 1x|fl < \/J 12\/J 2 = Vb — a|lf||2,
[a,b] [a,b] [a,b]

puis

o=t =ve=a /[ fevema [ IR = k- afl.
[a,b] [a,b]

vE e ¢°1), [Iflli < vb—allfl2 < (b— a)[[f]lw.
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2 - Soient f € ¥°(I) puis x € [a, b]. Notons | I'intervalle [x, 0] si x < 0 et [0, x] si x > 0.

[p(f)(x)] =e

J f(t)ect dt‘ < e_CXJ [£(t)]ect dt < e_CXJ [f]loc et dt
0 J J

—cx1 cx 1 —cx T+e " T+e“"
=e ol — e[ x|[fllo = =1 =" X [[fllc £ ———Iflloc £ ——Ifll0-
C Cc Cc Cc

Ainsi, puisque la borne supérieure de |@(f)| sur [a, b] est le plus petit des majorants de |@(f)| sur [a, b],

1 4 eclal 14 eclal
vx € la,b], [@(f)(x)] < ———[flloo et donc [|@(f)]loc < ———IIflloo-

On a montré que

Mo € R/ vf € €°(1), [|o(f)]lo < Molf]o-

3 - Soient f € €°(1) puis x € [a, b]. Notons de nouveau J lintervalle [x,0] si x < 0 et [0,x] si x > 0.

lp(f)(x)] =e %

J f(t)ect dt’ < e‘CXJ [f(t)[ect dt < e‘c‘lJ [f(t)| x eP dt
0 J J

b
<eetoel | e de = el

a

On a montré que

JA € RY/ Vf € €°(1), Vx € [a,b], |@(f)(x)] < A|f]1.

On en déduit encore que pour f € €°(I),

b b

Q(f)(x)] dx < J Allflly dx = (b — a)A[|f]l1.

a

o)l :j

a

AT € R/ Vi€ 6°(1), ol < A'[[f]].

4 - Soient f € €°(I) puis x € [a,b]. D’aprés les questions 1. et 3.,
(N < Allf]ln < AMa|f]|2,

et donc

IB € Rt/ ¥f € €°(1), Vx € [a,bl, |o(f)(x)] < B|f]2.

Soit f € €°(I).

||<p(f)||z—\/j fZSw B2[1f)3 = By —a|f]l..
[a,b] [a,b]

Donc

IK e R/ Ve 0D, [o(f)l2 < K[f]2

5 -a), b) et ¢) D’aprés la question 2., IMy € RT/ Vf € €°(1), [|@(f)]leo < Mol|f|leo et puisque @ est linéaire,

@ est un endomorphisme continu de I’espace vectoriel normé (€°(1), || || )-
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De méme, les questions 3. et 4. permettent d’affirmer que

@ est un endomorphisme continu de I’espace vectoriel normé (%°(1), | ||1)
et de I'espace vectoriel normé (%°(1), | ||2).

Partie 111

1 - Soit A > 0. Pour x € [0, +ool,

e Si A #c, pour x € [0, 400, on a

—CX

Q(F)(x) =

e SiA =, pour x € [0,+00[, on a

X

o(f)(x) = e—° JO dt = xe—°~.

ef?\x — e ¢x
c—A
e SiA=c, Vx € [0,+ool, o(fr)(x) =xe °*.

e SiA#c, Vx € [0,+ool, @(fa)(x) =

1
2 - Dans tous les cas, fp et @(f)) sont continues sur [0, +o0[ et négligeables en +oo devant — - Par suite,
X

YA €10, +ool, fa € L1(I) et VA €]0, 400, @(fa) € L1(I).

Soit A €]0, +o0l.

+00 —Ax ]t 1
INT :J e M dx — {e } 1
0 )\ 0

1
VA €10, +ool, |[fallh = X

Soit A €]0, +ool.
e SiA=c,

oo —CX S ] —CX e 1

ol =l = | xe v ax= | (<X= e =
0

e Si A # ¢, en discutant suivant le fait que A > cou A <c,on a

1 +oo “Ax ex ] e*}\X efcx
”““”'"ML e e dx_c—A[__ e

1

cA’

IR L
o Ie—Ax ¢

ce qui reste vrai quand A = c.

1
VA €10, +o0l, [[@(fA)lh = —-
cA
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1
3 - Dans tous les cas ff\ et @(fx)? sont continues sur [0, +oo[ et négligeables en +oco devant — - Par suite,
X

VA €10, 4+00l, fa € L2(1) et VA €]0, +ool, @(fr) € L2(I).

Soit A €]0, +o0l.

+00 I~ e—Z?\x +oo 1
fall2 = J e M dx = [— } = —
[IfAll2 , o, N

1
v>\ 6]0)+OO[) ||f)\H2 -

5

Soit A €]0, +ool.

+o0
e Sid=c, |[o(fA)|l2 = le(f)ll2 = HJ x%2e 2% dx. Deux intégration par parties fournissent
0

1 1 1 1 1
J'Xzefzcx dx = _z_cxzefzcx + E J Xefzcx dx = _z_cxzefzcx _ Exefzcx + F J efzcx
_ 1 2 ,—cx 1 —2cx 1 —2cx
= ZCX e zczxe 4C3e + C,
et donc
1 1 1 oo 1 1
f — __y2p—2cx _ ___yp—2CXx _ ____p—2cXx — I .
[o(fA)l2 \/[ oxe 5ozxe 15¢ ]O =iy
e SiAz#c,ona
1 ~+o00 N 5 1 efzxx ef(?\Jrc)x efzcx +oo
f — —AX _ ,—CX dx = _ 2 _
lotinllz = 7= L (e e A=y [ T TTare 2 ]O
1 \/l_z 1 +l_ 1 cA+c)—4Ac+AA+c) 1 c2 —2hc + A2
Cle=AV2y TA+c 2 Jc—A 2cA (A +¢) Cle=Al\V 2cA(A+¢)
B 1
V2eAA+¢)
ce qui reste vrai quand A = c.
A €10, +ool, @ ()] L
, +ool, =
el 2cA(A +¢)

4 - Soit X > 0.

wa(f)(XJ dx—r

0 0

X X X
eiCXJ' f(t)ect dt‘ dx < J <J [f(t)]ete x dt> dx.

0 0 0

Cette derniére intégrale est 'intégrale de la fonction continue (x,t) — |f(t)[eSte™* sur le domaine 2 = {(x,t) € R?/ 0 <
t < x < X}. D’aprés le théoréme de FUBINI, on a alors

X X X
J |<p(f)(x)|dxsj e“f(t)(J oo dx) dt

0 0 t

X 1 X
J eIf(tllle™t —e ) dt = - J FOIT —e <Y at
0 0

X 1 toe 1
J 1f(t)] dt < _J [f(t)] dt = =||f]|.
C Jo c
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X

Ainsi, la fonction x — [@(f)(x)| est continue et positive sur [0, +oo[ et la fonction X — J [o(f)(x)| dx est majorée sur
0

1 1
[0, +-00[ par E”fH] On en déduit que la fonction @(f) est intégrable sur [0, +oo[ et de plus que [|@(f)|1 < E”fH]

¥ e L), olf) € LD et lplfll < L7l

On en déduit encore que la restriction de @ a L'(I) est un endomorphisme de L'(I), encore noté ¢. De plus, ¢ est un

1
endomorphisme continu de I’espace vectoriel normé (L' (1), || [|1) et [[[ell[1 < - (*).

1 1 1
Maintenant, pour f = f;, on a d’aprés la question 2. ||f1]|1 = 7= Tet|o(f)] = vE Tl de sorte que l'inégalité (x)
est une égalité pour la fonction non nulle f;. On a montré que
. . , . o 1
¢ est un endomorphisme continu de I’espace vectoriel normé (L' (I), ] ||1) et |llollli = e
5 - Soit X > 0. Puisque f = g’ + cg et que ¢g(0) = ¢(f)(0) =0,
X X X X 2(X) — ¢2(0 X
|| gt ar =] o'+ cottno() au= | g'ivgtv atre| oy ar= LEZEE e[ ar
0 0 0 0 0
2 X X
~ I —i—cJ g%(t) dt.
2 0

Mais alors, d’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

X 2 X X X X X
e| oty at= L5 [Ctugr) av< [ vl dts\/J 0’ (1 dt\/J Rl de <y | o a

0 0 0 0 0
X
et, que J g% (t) dt soit nul ou pas, on en déduit
0
X
¥ >0, ¢/| gt dr <
0
X
De nouveau, la fonction la fonction x — @ (f)%(x) est continue et positive sur [0, +ool et la fonction X — J @(f)?(x) dx est
0

1
majorée sur [0, +oo[ par 2 ||f|\% On en déduit que la fonction ¢(f)? est intégrable sur [0, +o00[ ou encore que @(f) € L*(I)

1
et de plus que [|@(f)]]2 < EHfHZ

vi € L2(1), o) € L2(1) et (1) < 1]

On en déduit encore que la restriction de ¢ & L2(I) est un endomorphisme de L%(I), encore noté ¢. De plus, ¢ est un

1

endomorphisme continu de I’espace vectoriel normé (L2(I), || [|2) et [[[¢lll2 < o

Enfin, pour tout réel A > 0,
lofll —— V/vax
1fall2 1/v/2cAA+¢)  /clc+A)
Comme lim M = lim ; = —, on a finalement

A28 Ifallz 329 Vele+)
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1 I
@ est un endomorphisme continu de I'espace vectoriel normé (L?(I),]| [|2) et |ll@lll2 =
¢

Partie IV

1 - Soit f € G.

La fonction f est développable en série entiére sur ] — R, R[. Puisque la fonction t — et est développable en série entiére sur

R et donc sur ] —R, R[, on en déduit que la fonction t — e“*f(t) est développable sur ] —R, R[ (au moins) puis que la fonction
X X

X = J e“tf(t) dt est développable sur ] — R, R[ et finalement que la fonction x — e_CXJ e“'f(t) dt est développable en
0 0

série entiére sur ] — R, R[ (au moins). Ainsi, si f € G, ¢(f) € G.

¢ € Z(G).

2 - Puisque @(f) est développable en série entiére sur ] — R, R[, on sait que @(f) est dérivable sur | — R, R[ et sur la dérivée
de @(f) s’obtient par dérivation terme & terme. Pour x €] — R, R[, on a alors

+o00 +o0 +o0
(@) () +eof)(x) = 3 (n+ D™ +¢ Y buxn = ((n+Dbuiy +cbp)x™
n=0 n=0 n=0

Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiére, on a alors

+o00
Vx €] =R, R[, (@(f))'(x) +co(f)(x) = f(x) = Vx €] =R, R, Z((n+ 1)bni1 +cbn) Z anx™
n=0
=>vmeN, m+1)bpyi +cby =an

DM 4 Dbngr (1)"nlbn (1) 'nlay

= VneN, e - o = e

Soit alors 1 € N*. En tenant compte de bg = @(f)(0) =0, on a

(—1)“n!bn:“i]((—1)k+‘(k+1)!bk (— kk'bk) *‘2 1% Kl ay

cn ck+1 Ck+] ’

k=0

et donc

bo=0et¥neN* b

Partie V
1 - a) Soit (f,g) € (H(I))?. Les fonctions fg et f'g’ sont continues sur I. De plus, & partir des inégalités (f & g)? > 0 et
1 1
(f'+ g’)? > 0, on obtient |[fg| < (f2 +g?%) et [f'g’| < (f'2 + g’2). Puisque f2, g2, f’2 et g’? sont intégrables sur I, les

fonctions fg et f'g’ le sont egalement

Y(f,g) € (H(I))?, fg € H(I) et f'g’ € H(I).

b) e D’aprés la question a), ¢ est une application de (H(I))? dans R.
e La symétrie, la bilinéarité et la positivité de ¢ sont claires.
e Soit f € H(I).

o(f,f) :o;»J f2+J f’2:0:>J 2=0
I I I
= {2 = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle)
=f=0.
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En résumé, ¢ est une forme bilinéaire, symétrique, définie, positive et donc

¢ est un produit scalaire sur H(I).

c) Pour f € H(I), ¢(f,f) = ||f]|%. Ceci montre que || |11 est la norme associée au produit scalaire ¢ et en particulier que

Il Il est une norme sur H(I).

2 - a) Soit f € L%(I). Puisque par hypothése, @ est endomorphisme de L?(I), @(f) est encore dans L?(I). Mais alors,
puisque L%(I) est un espace vectoriel, (@(f))’ = f — c@(f) € L2(I). On en déduit que @(f) est dans H(I) et puisque
@(f)(0) =0, (f) € K.

vf e L2(I)(I), o(f) € K.
Soit f € L%(I). Puisque ¢ est un endomorphisme continu de I’espace vectoriel normé (L?(I), || ||2), il existe un réel o« > 0
tel que ||@(f)]|2 < af|f]|2. Mais alors
[(e(f)) 2 =1l = co(f) +fll2 < cllo(f)]l2 + [Ifll2 < (1 + ca) [[f]|2.

On en déduit que

lo(lin = /Io (I3 +11(@(F)'13 < /o213 + (1 + 2|13 = /o + (T + cal| ]l

On a montré que

A >0/ v € L2(1), [lo(fln < Alfl2-

b) La restriction de @ a L?(I) est encore notée @.
e D’aprés la question a), @ est une application linéaire de L2(I) dans K.
e Soit f € L2(I).

feKer(Q) = @(f) =0=f=(¢(f)) +co(f) =0.

Donc, ¢ est injectif.

e Soit g € K. Posons f = g’ + cg. Par hypothése g est dans K et donc g et g’ sont dans L%(I). I en est de méme de f. De
plus, puisque g(0) =0 et que g’ + cg =f, on a g = @(f). On a montré que Vg € K, 3f € L2(I)/ @(f) = g et donc @ est
surjective.

@ est un isomorphisme de L?(I) sur H(I).

c) D’aprés la question a), JA > 0/ Vf € L2(1), ||@(f)||n < Al/f||2 et puisque @ est linéaire

@ est continue de (L%(I), || ||2) dans (K, || |[1)-

d) D’aprés la question b), Vg € K, ¢ '(g) = g’ + cg. Mais alors, pour g € K,

1

le~"(g)llz =1lg" +cgall2 < |lg’ll2 +cllgllz < lglln +cllgl[n = (T +c)|lg]lH-

1

Puisque @' est linéaire, ceci montre que

@~ ! est continue de (K, || ||n) dans (L*(1),]| ||2) -

Partie V1

1 - Puisque f est continue sur R, on sait que les solutions de ’équation y’ 4+ cy = f (E) constituent un R-espace affine de
dimension 1. La méthode de LAGRANGE fournit les solutions de cette équation. Ce sont les fonctions de la forme

X
x — Ce ¢+ eCXL f(t)ect dt, C € R.
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Soit y une telle solution. La fonction z : x — y(x + 27m) est également solution de I’équation (E) (car pour x réel,

%(g(x +2m)) 4 cy(x + 2m) =y’ (x + 27m) + cy(x + 27) = f(x + 27) = f(x)). Par suite, d’aprés le théoréme de CAUCHY,

. —2cm
& Ce2em e_ZCWJ ft)etdt=C& C=

27
J f(t)ect dt.
0 1

— e—2cm 0

L’équation y’ + cy = f admet une solution continue sur R, 27t-périodique et une seule a savoir la fonction \(f) définie par

—2cTt 27 x
vx € R, W(f)(x) = (&ﬁj f(t)ect dt) e X + e*CXJ f(t)et dt.

1 est bien une application de E dans F. De la méme fagon qu’en 1.2., on démontre alors que 1\ est linéaire et de la méme

fagon qu’en V.2.b), que { est bijective.
1 est un isomorphisme de E sur F. I

2 - Soit f € E. D’aprés la question 1.2., @(f) est de classe C! sur R et il en est de méme de P (f). On sait alors que pour
keZ,

ck((W(f))’) = iker (P(f)).
Par linéarité des coefficients de FOURIER, on a alors pour k € Z

ek (f) = cr((W(H) + () = cx (W(F))) + cer (W(f)) = (¢ + ik)ex (W(f)) = (e + ik)d¢(f),

et donc
ck(f)
Vk € Z, di(f
< k() = c+ik’
- llcx(f)
En particulier, |dk (f)] = —.
3 - Soit f € E. La fonction f est continue par morceaux et 27-périodique. D’aprés le théoréme de PARSEVAL, Z ek (F))? <
nez
400 et de plus
27t
2y ekl :J ()% dt = ||f||Z.
nez
Soit g € F. Pour k € Z, cx(g’) = ikck(g) et donc
27 27
| omae | o de=2n (3 el + ¥ Kewlall | =20 3 (1 + K ewla)l
0 0 keZ kez keZ
Par suite,
Vg eF, [lgllr=[2m ) (1+K)c(g)l*.
kez
Mais alors, pour f € E, d’aprés la question 2., on a
1+k?
[W(H[r = ZWZ (14X ex (Wb Z |Ck f)[%.
keZ ez ©
2
Pour x € R, posons alors u(x) = ———5- Wwest dérivable sur R et pour x € R,
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2x(c? +x2) = 2x(1+x?)  2x(c? —1)

u'(x) =

(c? +x2)? (2 4+x2)?
. . 1+%? 1
e Si 0 <c¢ <1, uest décroissante sur R™ et donc pour tout k € Z, ———— =u(lk|) < u(0) = —.
2c2 + k? c?
1+k
e Si ¢ > 1, u est croissante sur R* et donc pour tout k € Z, % =u(k]) < lim u(x)=1.
cZ +k?2 X— 400

, 1 1+k? 1
Dans tous les cas, on a Min< 1, — » < ——— < Max< 1, — ; et donc
c? c? +k? c?

1+ k? B 1 B 1
[ (F)]|F = Znémmm < Max{hc—z} /anck(m = Max (1, — ¢ [f]e.

1
et de méme || P(f)||F > Min{], E} Iflle-

. 1 1
Vf e E, Mln{], E} Iflle < (D]l < Max{LE} Iflle.

4 - L’inégalité de droite montre alors que 1 est continue sur E et I'inégalité de gauche réecrite sous la forme

1
va € [0 (9l < —— llall,
Min {], E}

montre que P~ est continue sur F.

P est continue sur E et P~ est continue sur F. I
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