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Exercice 1.

1. Soit n ∈ N. Puisque la suite u est strictement positive et décroissante de limite nulle, on sait que le signe de la somme
+∞∑

k=n

(−1)kuk est le signe de son premier terme ou encore le signe de Rn est (−1)n. On en déduit que

|Rn| + |Rn+1| = (−1)nRn + (−1)n+1Rn+1 = (−1)n(Rn − Rn+1) = (−1)n × (−1)nun = un.

∀n ∈ N, |Rn| + |Rn+1| = un.

2. Soit n ∈ N.

|Rn| − |Rn+1| = (−1)nRn − (−1)n+1Rn+1 = (−1)n(Rn + Rn+1)

= (−1)n

(
+∞∑

k=n

(−1)kuk +

+∞∑

k=n+1

(−1)kuk

)

= (−1)n




+∞∑

p=0

(−1)n+pun+p +

+∞∑

p=0

(−1)n+p+1un+p+1





= (−1)n × (−1)n




+∞∑

p=0

(−1)pun+p −

+∞∑

p=0

(−1)pun+p+1



 =

+∞∑

p=0

(−1)p [un+p − un+p+1] .

∀n ∈ N, |Rn| − |Rn+1| =

+∞∑

p=0

(−1)p [un+p − un+p+1].

Pour n ∈ N, posons vn = un − un+1. D’après les conditions iii) et iv), on a pour n ∈ N, on a vn ≥ 0 et vn+1 =

un+1 − un+2 ≤ un − un+1 = vn. Ainsi, la suite v est une suite positive décroissante, de limite nulle.

Mais alors, pour n ∈ N, la somme

+∞∑

p=0

(−1)p [up+n − up+n+1] =

+∞∑

p=0

(−1)pvn+p est du signe de son premier terme (−1)0vn

ou encore |Rn| − |Rn+1| ≥ 0. On a montré que

la suite (|Rn|)n∈N est décroissante.

3. Soit n ∈ N∗. Puisque la suite (|Rn|)n∈N est décroissante, d’après la question 1., on a

un = |Rn| + |Rn+1| ≤ |Rn| + |Rn| = 2|Rn|,

et aussi

un−1 = |Rn| + |Rn−1| ≥ |Rn| + |Rn| = 2|Rn|.

On a montré que

∀n ∈ N,
un

2
≤ |Rn| ≤

un−1

2
.
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4. Soir n ∈ N∗. On a
Rn

(−1)nun/2
=

2(−1)nRn

un

=
2|Rn|

un

. Mais alors d’après la question précédente

1 ≤
Rn

(−1)nun/2
=

2|Rn|

un

≤
un−1

un

.

Puisque par hypothèse,
un−1

un

tend vers 1 quand n tend vers +∞, le théorème des gendarmes permet d’affirmer que

Rn

(−1)nun/2
tend vers 1 quand n tend vers +∞ et donc que

Rn ∼
n→+∞

(−1)nun

2
.

5. Application : La suite u =

(
ln n

n

)
est définie et strictement positive à partir du rang 2, de limite nulle en +∞. De

plus, un+1 =
ln(n + 1)

n + 1
∼

n→+∞

ln n

n
= un ou encore lim

n→+∞

un+1

un

= 1.

Pour x > 0, posons f(x) =
ln x

x
. f est deux fois dérivable sur ]0, +∞[ et pour x > 0,

f ′(x) =
1 − ln x

x2
puis f ′′(x) = (−

1

x
)

1

x2
+ (1 − ln x)(−

2

x3
) =

−3 + 2 ln x

x3
.

f ′ est négative sur [e, +∞[ et en particulier sur [3, +∞[ et f ′′ est positive sur [e3/2, ∞[ et en particulier sur [5, +∞[. La
fonction f est donc décroissante sur [3, +∞[ et convexe sur [5, +∞[.
Pour n ≥ 3, on a alors un = f(n) ≥ f(n+1) = un+1. La suite (un) décroît à partir du rang 3. D’autre part, par convexité

de f sur [5, +∞[, pour n ≥ 5 on a
1

2
(f(n) + f(n + 2)) ≥ f(

n + n + 2

2
) = f(n + 1) ce qui s’écrit encore un+2 + un ≥ 2un+1

ou enfin un+2 − un+1 ≥ un+1 − un.

L’encadrement établi à la question 3. est donc vrai à partir du rang 6 et l’équivalent fourni à la question 4. reste valable.
Ainsi,

an ∼
n→+∞

(−1)n ln n

2n
.

Exercice 2.

1. Puisque bn ∼
n→+∞

an, on a Rb = Ra = +∞ et donc

g est définie sur R.

2. Puisque an ∼
n→+∞

bn et que la suite b ne s’annule pas, la suite (γn) = (
an

bn

− 1) est définie et tend vers 0 quand n

tend vers +∞.

3. 3.1. Soit m ∈ N. La suite γ est convergente et en particulier bornée. On en déduit l’existence de δm = sup
n≥m

|γn|.

3.2. Soient m ∈ N et t ∈]0, +∞[. On a g(t) ≥ b0 > 0 et

∣∣∣∣
f(t)

g(t)
− 1

∣∣∣∣ =
1

g(t)
|f(t) − g(t)| =

1

g(t)

∣∣∣∣∣

+∞∑

n=0

(an − bn)tn

∣∣∣∣∣ =
1

g(t)

∣∣∣∣∣

+∞∑

n=0

γnbntn

∣∣∣∣∣

≤
1

g(t)

+∞∑

n=m+1

|γn|bntn +
1

g(t)

m∑

n=0

|γn|bntn ≤

sup
n≥m

|γn|

g(t)

+∞∑

n=m+1

bntn +
1

bm+1tm+1

m∑

n=0

|γn|bntn

≤
δm

g(t)

+∞∑

n=0

bntn +
1

bm+1tm+1

m∑

n=0

|γn|bntn = δm +
1

bm+1tm+1

m∑

n=0

|γn|bntn.
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3.3. Soit alors ε > 0. Puisque la suite (γn) tend vers 0 quand n tend vers +∞, on peut choisir m ∈ N tel que ∀n ≥

m, |γn| ≤
ε

2
. m est ainsi dorénavant fixé. Par définition de m on a δm ≤

ε

2
et donc

∀t > 0,

∣∣∣∣
f(t)

g(t)
− 1

∣∣∣∣ ≤
ε

2
+

1

bm+1tm+1

m∑

n=0

|γn|bntn.

Maintenant la fonction t 7→
m∑

n=0

|γn|bntn est un polynôme de degré au plus m et donc lim
t→+∞

1

bm+1tm+1

m∑

n=0

|γn|bntn = 0.

Par suite, il existe un réel strictement positif A tel que, pour t > A,
1

bm+1tm+1

m∑

n=0

|γn|bntn <
ε

2
. Pour t > A, on a alors

∣∣∣∣
f(t)

g(t)
− 1

∣∣∣∣ <
ε

2
+

ε

2
= ε.

On a montré que ∀ε > 0, ∃A > 0/ ∀t ∈ R, (t > A ⇒
∣∣∣∣
f(t)

g(t)
− 1

∣∣∣∣ < ε) et donc que lim
t→+∞

f(t)

g(t)
= 1 ou encore que

f(t) ∼
t→+∞

g(t).

4. 4.1 Quand n tend vers +∞, (n + 1) ln(1 +
1

n + 1
) ∼

n + 1

n + 1
= 1 et donc

(
1 +

1

n + 1

)n+1

= e(n+1) ln(1+ 1

n+1
) tend vers

e. Ainsi, les suites a et b définies par ∀n ∈ N, bn =

(
1 +

1

n + 1

)n+1

n!
et ∀n ∈ N, an =

e

n!
sont deux suites strictement

positives, équivalentes en +∞. Comme Ra = +∞, on a Rb = +∞ ou encore

h est définie sur R.

4.2. De plus, la question 3. permet d’affirmer que quand t tend vers +∞

h(t) ∼

+∞∑

n=0

e

n!
tn = e × et = et+1.

h(t) ∼
t→+∞

et+1.

5. 5.1. Soit (an)n∈N une suite réelle telle que Ra > 0. Pour t ∈] − Ra, Ra[, posons z(t) =

+∞∑

n=0

antn. Tout d’abord,

z(0) = 0 et z ′(0) = 1 si et seulement si a0 = 0 et a1 = 1. D’autre part, pour t ∈] − Ra, Ra[,

tz ′′(t) + (1 − t)z ′(t) = t

+∞∑

n=2

n(n − 1)antn−2 + (1 − t)

+∞∑

n=1

nantn−1 =

+∞∑

n=1

n(n − 1)antn−1 +

+∞∑

n=1

nantn−1 −

+∞∑

n=0

nantn

=

+∞∑

n=1

n2antn−1 −

+∞∑

n=0

nantn =

+∞∑

n=0

(n + 1)2an+1tn −

+∞∑

n=0

nantn

=

+∞∑

n=0

((n + 1)2an+1 − nan)tn

Par suite, par unicité des coefficients d’une série entière, z est solution sur ] − Ra, Ra[ du problème posé si et seulement si
a0 = 0, a1 = 1 et ∀n ∈ N∗, (n + 1)2an+1 − nan = 0.

En résumé, sous l’hypothèse Ra > 0, z est solution sur ] − Ra, Ra[ du problème posé si et seulement si a0 = 0, a1 = 1 et

∀n ∈ N∗, an+1 =
n

(n + 1)2
an. Maintenant, pour une telle suite, il est clair par récurrence que ∀n ∈ N∗, an > 0 et de

plus
an+1

an

=
n

(n + 1)2
tend vers 0 quand n tend vers +∞. La règle de d’Alembert permet d’affirmer que Ra = +∞ ce

qui valide les calculs précédents.

(E) admet une et une seule solution z développable en série entière telle que z(0) = 0 et z ′(0) = 1 :

∀t ∈ R, z(t) = t +
∑

n≥2

antn où ∀n ∈ N∗, an+1 =
n

(n + 1)2
an.
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Déterminons alors la suite an. Pour n entier supérieur ou égal à 2, on a

an =
n − 1

n!2
×

n − 2

(n − 1)!
× . . . ×

1

22
× a1 =

(n − 1)!

(n!)2
=

1

n × n!

ce qui reste vrai pour n = 1.

∀t ∈ R, z(t) =

+∞∑

n=1

tn

n × n!
.

5.2. Pour tout réel t > 0,

z ′(t) =

+∞∑

n=1

ntn−1

n.n!
=

+∞∑

n=1

tn−1

n!
=

1

t

+∞∑

n=1

tn

n!
=

et − 1

t
.

∀t > 0, z ′(t) =
et − 1

t
.

5.3 Quand n tend vers +∞,
1

n.n!
∼

1

(n + 1)!
et la question 3. permet d’affirmer que quand t tend vers +∞,

z(t) ∼

+∞∑

n=0

tn

(n + 1)!
=

1

t

+∞∑

n=1

tn

(n + 1)!
=

et − 1 − t

t
∼

et

t
.

z(t) ∼
t→+∞

et

t
.

Exercice 3.

Question 1.

1.

χF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−X 1 0 . . . . . . 0

0 −X
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . 0

0
. . .

. . . 1

1 0 . . . . . . 0 −X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −X × (−X)n−1 + (−1)n+1 × 1 (en développant suivant la première colonne)

= (−1)n(Xn − 1).

χF = (−1)n(Xn − 1).

Les valeurs propres de F sont les n racines n-èmes de l’unité dans C à savoir les λk = e2ikπ/n, 1 ≤ k ≤ n.

2. F a n valeurs propres simples et est donc diagonalisable dans C. 0 n’est pas valeur propre de F et donc F est inversible.

3. • Puisque F est inversible, Fp existe pour tout p ∈ Z.
• G est déjà un groupe monogène. Il reste à vérifier que G est fini, d’ordre n.
• Le polynôme minimal µF de F est un diviseur unitaire de χf = (−1)n(Xn − 1) admettant chaque λk pour racine. On en
déduit que

µF = Xn − 1.

En particulier, Fn = In et ∀p ∈ J1, n − 1K, Fp 6= In (∗).
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• On sait alors que le groupe (G,×) est isomorphe au groupe (Z/nZ, +) et donc

G est un groupe cyclique d’ordre n.

Les entiers p tels que Fp engendre le groupe (G,×) sont aussi les entiers p tels que p̂ engendre le groupe (Z/nZ, +)

c’est-à-dire les entiers relatifs p premiers à n.

4. D’après ce qui précède, Vect(G) = Vect(Fp)0≤p≤n−1 ce qui montre déjà que dim(Vect(G)) ≤ n. Montrons que la
famille (Fp)0≤p≤n−1 est libre.

Mais s’il existe (λ0, . . . , λn−1) 6= (0, . . . , 0) tel que

n−1∑

p=0

λpFp = 0, le polynôme

n−1∑

p=0

λpXp est un polynôme non nul de degré

au plus n− 1 annulateur de F ce qui contredit le fait que µF = Xn − 1. Donc la famille (Fp)0≤p≤n−1 est libre et finalement

la famille (Fp)0≤p≤n−1 est une base de G et dim(Vect(G)) = n.

5. Soit f l’endomorphisme de Rn canoniquement associé à F. Avec la convention en+1 = e1, en+2 = e2, . . . , e2n = en,
on a

∀i ∈ J1, nK, f(ei) = ei+1,

et donc plus généralement

∀p ∈ J0, n − 1K, ∀i ∈ J1, nK, fp(ei) = ei+p.

En particulier, si p ∈ J1, n − 1K, les coefficients diagonaux de Fp sont tous nuls et donc Tr(Fp) = 0. D’autre part,
Tr(F0) = Tr(In) = n et donc

∀p ∈ J0, n − 1K, Tr(Fp) =

{
n si p = 0

0 si 1 ≤ p ≤ n − 1

Question 2.

1. Puisque Sp(F) = (λ1, . . . , λn), on sait que Sp(A) = Sp(p(F)) = (p(λ1), . . . , p(λn)). Or

p(λn) = p(1) =

n∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
.

D’autre part,

p

n∑

k=1

kXk−1 =

(
n∑

k=0

Xk

) ′

=

(
Xn+1 − 1

X − 1

) ′

=
(n + 1)Xn(X − 1) − (Xn+1 − 1)

(X − 1)2

=
nXn+1 − (n + 1)Xn + 1

(X − 1)2
.

Soit alors k ∈ J1, n − 1K. On a λk 6= 1 et λn
k = 1. Donc

p(λk) =
nλn+1

k − (n + 1)λn
k + 1

(λk − 1)2

nλn+1
k − (n + 1)λn

k + 1

(λk − 1)2
=

nλk − (n + 1) + 1

(λk − 1)2

n(λk − 1)

(λk − 1)2

=
n

λk − 1
.

Fianlement,

Sp(A) =

(
n(n + 1)

2
,

n

λ1 − 1
, . . . ,

n

λn−1 − 1

)
.
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2. Le déterminant d’une matrice est le produit de ses valeurs propres (chaque valeur propre étant comptées un nombre
de fois égal à son ordre de multiplicité). Donc

det(A) =
n(n + 1)

2
×

n−1∏

k=1

n

λk − 1
=

nn(n + 1)

2

1
n−1∏

k=1

(λk − 1)

.

Maintenant,

n−1∏

k=1

(λk − X) = (−1)n−1

n−1∏

k=1

(X − λk) = (−1)n−1

n−1∏

k=0

(X − λk)

X − 1

= (−1)n−1 Xn − 1

X − 1
= (−1)n−1(Xn−1 + Xn2 + . . . + X + 1),

et donc

n−1∏

k=1

(λk − 1) = (−1)n−1(1n−1 + 1n2 + . . . + 1 + 1) = (−1)n−1n.

Finalement,

det(A) =
nn(n + 1)

2
×

1

(−1)n−1n
= (−1)n−1 (n + 1)nn−1

2
.

det(A) = (−1)n−1 (n + 1)nn−1

2
.

Question 3.

1. Déjà, 0 n’est pas valeur propre de A et donc A est inversible.

Posons χA =

n−1∑

k=0

akXk avec an = (−1)n et a0 = det(A) 6= 0. D’après le théorème de Cayley-Hamilton, χA(A) = 0 ou

encore

n−1∑

k=0

akAk. Mais alors

A

(
−

n∑

k=1

ak

a0

Ak−1

)
=

(
−

n∑

k=1

ak

a0

Ak−1

)
A = In.

Par suite A−1 = −

n∑

k=1

ak

a0

Ak−1 et on a montré que A−1 est un polynôme en A de degré au plus n − 1.

A−1 ∈ Vect(Ak)0≤k≤n−1.

2. A est un polynôme en F et il en est de même de toute puissance de A. Par suite, toute puissance de A est dans Vect(G)

et donc A−1 ∈ Vect(G). Mais d’après la question 1.4, Vect(G) = Vect(Fk)0≤k≤n−1 et donc

A−1 ∈ Vect(Fk)0≤k≤n−1.

3. On a vu que (X − 1)2p = nXn+1 − (n + 1)Xn + 1. En évaluant en F, on obtient (puisque Fn = In)

(F − In)2A = (F − In)2p(F) = nFn+1 − (n + 1)Fn + 1 = nF − (n + 1)In + In = n(F − In).

(F − In)2A = n(F − In).
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4. On en déduit que (F − In)A−1 =
1

n
(F − In)2. Or

(F − In)A−1 = (F − In)

(
n−1∑

k=0

ukFk

)
=

n−1∑

k=0

ukFk+1 −

n−1∑

k=0

ukFk

= un−1Fn +

n−1∑

k=1

(uk−1 − uk)Fk − u0In = (un−1 − u0)In +

n−1∑

k=1

(uk−1 − uk)Fk,

et

1

n
(F − In)2 =

1

n
In −

2

n
F +

1

n
F2.

Comme la famille (Fk)0≤k≤n−1 est libre, on peut identifier les coefficients et on obtient

un−1 − u0 =
1

n
, u0 − u1 = −

2

n
, u1 − u2 =

1

n
et ∀k ∈ J3, n − 1K, uk−1 − uk = 0,

et en particulier

u2 = u3 = . . . = un−1

u2 − u0 =
1

n

u1 − u2 =
1

n
.

5. D’après la question 1.5, pour 1 ≤ k ≤ n − 1, on a Tr(Fk) = 0 et donc par linéarité de la trace

Tr(A−1) =

n−1∑

k=0

ukTr(Fk) = u0Tr(In) = nu0.

D’autre part, les valeurs propres de A−1 étant les inverses des valeurs propres de A, d’après la question 2.1 on a aussi

Tr(A−1) =
2

n(n + 1)
+

n−1∑

k=1

λk − 1

n
=

2

n(n + 1)
+

1

n

n−1∑

k=1

λk −
n − 1

n

=
2

n(n + 1)
−

1

n
−

n − 1

n
(car 1 + λ1 + . . . + λn−1 = 0)

=
2

n(n + 1)
− 1 = −

n2 + n − 2

n(n + 1)
= −

(n − 1)(n + 2)

n(n + 1)
.

Par suite,

u0 =
Tr(A−1)

n
= −

n2 + n − 2

n2(n + 1)
.

u0 = −
n2 + n − 2

n2(n + 1)
.

6. Par suite,

u2 = u0 +
1

n
= −

n2 + n − 2

n2(n + 1)
+

1

n
=

2

n2(n + 1)
,

et donc

u2 = u3 = . . . = un−1 =
2

n2(n + 1)
.
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Ensuite,

u1 = u2 +
1

n
=

2

n2(n + 1)
+

1

n
=

n2 + n + 2

n2(n + 1)
.

Fianlement,

A−1 =
1

n2(n + 1)

(
(−n2 − n + 2)In + (n2 + n + 2)F +

n−1∑

k=2

Fk

)
,

ou encore

A−1 =
1

n2(n + 1)





a b 2 . . . 2

2
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . 2

2
. . .

. . . b

b 2 . . . 2 a





où a = −n2 + n + 2 et b = n2 + n + 2.
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