SESSION 2006

Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B MP

Exercice 1.

1. Soit n € N. Puisque la suite u est strictement positive et décroissante de limite nulle, on sait que le signe de la somme
+00

Z (—1)*uy est le signe de son premier terme ou encore le signe de Ry, est (—1)™. On en déduit que

k=n

Ral + Rus1l = (=1)" R + (=) Ryi1 = (=) (Rn = Rn1) = (=)™ X (=1)™"Un = Un.

vn €N, R+ Rni1| = Un. I

2. Soitn € N.
Rul = Rns1l = (=1)"Rn — (=)™ Rup1 = (=)™ (Rn + Rny1)
+o0 +o00
= (=" (Z(—nkuk + > (—U%)
k=n k=n+1
+o0 +o00
= DN [ S M P+ Y P
p=0 p=0
+o0 +o0 +o00
= (=DM (D DY DUy = D (P Unpr | =) ()P [ — Unipial.
p=0 p=0 p=0

vneN, Ral=Rut1l =D (1) Rnyp — Unipiil-

p=0

Pour n € N, posons v, = U, — Un41. D’aprés les conditions iii) et iv), on a pour n € N, on a v > 0 et vp41 =
Uni1 —Uni2 < Up — Una1 = V. Ainsi, la suite v est une suite positive décroissante, de limite nulle.
+o0 +o0
Mais alors, pour n € N, la somme E (=P Mpgn — Upgni1] = E (=1)PVn4p est du signe de son premier terme (—1)%v,,
p=0 p=0
ou encore |Rny| —|[Rns1] > 0. On a montré que

la suite (|Rn|)nen est décroissante.

3. Soit n € N*. Puisque la suite (|Rn|)nen est décroissante, d’aprés la question 1., on a
Un = [Ral + [Rns1] < [Ru|+ Rl = 2[Rn],
et aussi
Un—1 = [Rn| + [Rn—1| > [Rn| + [Rn| = 2Ry |.

On a montré que

u U —
VneN, = <R, < 2
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R 2(—1)"R 2|R
4. SoirmeN*. Ona m = (=1"Rn = | n‘. Mais alors d’aprés la question précédente
(=)™ uyn /2 U Un
1< Rn _ 2[Ry < Un 1 -
(_] )nuﬂ/z Un Un

Puisque par hypothése, ~! tend vers 1 quand n tend vers +oo, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que

n
R
m tend vers 1 quand n tend vers +oo et donc que
(_] )nun
Rn ‘rl—:ﬂ-oo 2

Inm
5. Application : La suite u = (T) est définie et strictement positive a partir du rang 2, de limite nulle en +o00. De

! _In(n+1) Inn . Unyl 1
plus, unq = T e m = Un ou encore lim W "
1
Pour x > 0, posons f(x) = HTX f est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0,
1-1 1.1 2 —3+21
P00 = g puis 17(0) = ()3 + (1 —Inx)(~ ) = =,
x XX x x

f’ est négative sur [e, +oo[ et en particulier sur [3,+oo[ et f” est positive sur [e3/?,
fonction f est donc décroissante sur [3, +oo[ et convexe sur [5, +ool.

Pour n > 3, on a alors u,, = f(n) > f(n+1) = un41. La suite (u,,) décroit & partir du rang 3. D’autre part, par convexité
1 2
de f sur [5,+o0o[, pour n > 5on a Z(f(n) +f(n+2)) > f(%

ou enfin w42

ool et en particulier sur [5,+oo[. La

) =f(n+1) ce qui s’écrit encore Un 2 +Un > 241
—Un41 2 Unt1 — Un.

L’encadrement établi a la question 3. est donc vrai & partir du rang 6 et I’équivalent fourni & la question 4. reste valable.

Ainsi,

Inn

an ~ (=)=

Exercice 2.

1. Puisque b, ~ an,ona Ry =Ry =+00 et donc
n—+oo

2n

g est définie sur R. I

2. Puisque a,, ~
n— +oo

tend vers +oo0.

an

by et que la suite b ne s’annule pas, la suite (yn,) = (— — 1) est définie et tend vers 0 quand n

bn

3. 3.1. Soit m € N. La suite y est convergente et en particulier bornée. On en déduit I'existence de 6,y = sup [yn|-

3.2. Soient m € N et t €]0,+oo[. On a g(t) > bg >0 et

n>m

‘@-Wi4mmu—Lfm —Lfnm
g(t) g(t) 9(t) | = t)
;¥ : Sl>1p Ivn\ +oo |
S Ry Z h’n‘bntn + Ry Z h/n‘bntn "1 - Z bntn m+1 Z h/n‘bnt
g(t) n=m+1 g(t) n=m+1 t
<5—m+ib tn+;Z\ [bat™ = 6mm +;Z| bnt™.
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3.3. Soit alors ¢ > 0. Puisque la suite (y,) tend vers 0 quand n tend vers +oo, on peut choisir m € N tel que Yn >

3 I3
m, |yal < 7 m est ainsi dorénavant fixé. Par définition de m on a &,y < Z et donc

f(t) 13 1

n=0
m
Maintenant la fonction t — T;) [Ynlbnt™ est un polynome de degré au plus m et donc 11+OO T th Z HWnlbnt™ =
] m
Par suite, il existe un réel strictement positif A tel que, pour t > A, m Z [Ynlbnt™ < z Pour t > A, on a alors
n=0
f(t) €
—— =1 <=z4+==¢
‘g(t) ‘ 2727°
, f(1) -
On a montré que Ve >0, JA >0/ Vt € R, (t > A = |—= — 1| < ¢) et donc que lim ——= =1 ou encore que
g(t) t=+oo g(t)
0~ olt).
4. 4.1 Quand n tend vers +oo, (n+ 1)In(1 + L) ontl =1letdonc |1+ L " = e+ In(+25) 1o d vers
’ n+1 n+1 n+1
1 n+1
(st
n+1

e
e. Ainsi, les suites a et b définies par Vn € N, b, = etV neN, a, = = sont deux suites strictement
n!

n!
positives, équivalentes en +00. Comme R, = 400, on a Ry, = +00 ou encore

h est définie sur R. '

4.2. De plus, la question 3. permet d’affirmer que quand t tend vers oo

+oo e
- o t _ t+1]
h(t) Zn!t =exe =e .
n=0
< et
t— 400 '
+oo
5. 5.1. Soit (an)ney une suite réelle telle que Rq > 0. Pour t €] — Ry, Ry, posons z(t) = Z ant™. Tout d’abord,
n=0
z(0) =0 et z’'(0) = 1 si et seulement si ap = 0 et a; = 1. D’autre part, pour t €] — Rq, Rql,
+00 +00 +oo
/(O + (102 () =t ) nn—TNant" 2+ (1-1) ) nast" ' = Z nn—Tant™ '+ > napt" ' =) napt"
2 — — — —
+oo +oo
=Y nla.tv - Z na,t" = Z(n—i—] Anrt™ Z nant"
n=0 n=0

(n+1)%ans1 —nan)t"

+ 3 +
M ilvlgﬁ

3
o

Par suite, par unicité des coefficients d’une série entiére, z est solution sur ] — Rqy, Rq[ du probléme posé si et seulement si
ap=0,a;=TetVneN* (n+1)?ans1 —na, =0.

En résumé, sous ’hypothése Ry > 0, z est solution sur | — Rq, Rq[ du probléme posé si et seulement si ap =0, a; =1 et

vn e N*) any1 = an. Maintenant, pour une telle suite, il est clair par récurrence que ¥n € N*| a,, > 0 et de

m+1)2
n+1

a n
plus = CESIE tend vers 0 quand n tend vers +oo. La régle de d’ALEMBERT permet d’affirmer que Ry = +00 ce
an n
qui valide les calculs précédents.

(E) admet une et une seule solution z développable en série entiére telle que z(0) =0 et z'(0) =1 :

VteR, z(t)=t+ Z aptt o Vn e N* api1 =

n>2

La
m4+1)2"
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Déterminons alors la suite a,,. Pour n entier supérieur ou égal a4 2, on a

- n—1 n—2 1 ~(n=1) 1
On =~ X TS XX 5y XAy =

ce qui reste vrai pour n = 1.

5.2. Pour tout réel t > 0,

“+o0o n—1 +00 1 +00 1 t
Fran nt B t 1 e -1
z(t)_Z n.n!_Z nl _th!_ t
n=1 n=1 n=1
et —1
vt >0, z/(t) = T

1

— m et la question 3. permet d’affirmer que quand t tend vers +oo0,
nnl (n !

5.3 Quand n tend vers +o0,

“+o0 +oo
tn 1 tn et—1—t et
g~y — —— = ~ .
2(t) Z(n-i—])! tZ(n—H)! t t
n=0 n=1
ot
Z(t) t~>:—oo T
Exercice 3.
Question 1.
1.
-X 1 0 0
0 —X
XF =
0
0 |
1 o ... ... 0 =X
=X x (=X)"" 4+ (=)™ x 1 (en développant suivant la premiére colonne)
=(=1)™X"™ —=1).

xF = (1) (X 1),

Les valeurs propres de F sont les n racines n-émes de 'unité dans C a savoir les Ay, = /™ 1 <k < n.
2. F an valeurs propres simples et est donc diagonalisable dans C. 0 n’est pas valeur propre de F et donc F est inversible.

3. e Puisque F est inversible, FP existe pour tout p € Z.

e G est déja un groupe monogéne. Il reste & vérifier que G est fini, d’ordre n.

e Le polynéme minimal pr de F est un diviseur unitaire de x¢ = (—1)™(X™ — 1) admettant chaque Ax pour racine. On en
déduit que

},L]:an—].

En particulier, F* = I, et Vp € [I,n—1], F? £ 1,  (%).
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e On sait alors que le groupe (G, x) est isomorphe au groupe (Z/nZ,+) et donc

G est un groupe cyclique d’ordre n. I

Les entiers p tels que FP engendre le groupe (G, x) sont aussi les entiers p tels que P engendre le groupe (Z/nZ,+)
c’est-a-dire les entiers relatifs p premiers a n.

4. D’aprés ce qui précede, Vect(G) = Vect(FP)o<p<n—1 ce qui montre déja que dim(Vect(G)) < n. Montrons que la
famille (FP)o<p<n—1 est libre.

n—1 n—1
Mais 8’1l existe (Ag,...,An—1) # (0,...,0) tel que Z ApFP =0, le polynéme Z ApXP est un polynéme non nul de degré
p=0 p=0

au plus n— 1 annulateur de F ce qui contredit le fait que ug = X™ — 1. Donc la famille (FP)o<p<n—1 est libre et finalement

la famille (FP)o<p<n—1 est une base de G et dim(Vect(G)) =n.

5. Soit f 'endomorphisme de R™ canoniquement associé & F. Avec la convention e, 1 = €7, eny2 = €2, ..., €n = €n,
on a

Vie [[],Tl]], f(ei) = €i+1,
et donc plus généralement
Vp e [o,n—1], Vie [1,n], fP(ei) = eitp.

En particulier, si p € [1,n — 1], les coefficients diagonaux de FP sont tous nuls et donc Tr(FP) = 0. D’autre part,
Tr(F°) = Tr(I,) = n et donc

nsip=0
OsilT<p<n-—1

Vp € [0,n— 1], Tr(FP) = {

Question 2.

1. Puisque Sp(F) = (Aq,...,An), on sait que Sp(A) = Sp(p(F)) = (p(A1),...,p(An)). Or

D’autre part,

n n !
$ue - (£0)
k=1 k=0

_ (x“H —1)’: (n+ DX (X=1) = (X™1 1)

X—1 (X—1)2
nX" — (m 4+ )X 41
(X—=1)2

Soit alors k € [T,m—1]. On a Ay # 1 et Al = 1. Donc

M — (A DA T —(n+ DA +1T  nAe—(n+1)+1nAc—1)

PN = R ) =17 T =17 =12

B n
A1

Fianlement,
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2. Le déterminant d’une matrice est le produit de ses valeurs propres (chaque valeur propre étant comptées un nombre
de fois égal a son ordre de multiplicité). Donc

n—1

n+1 n"(n+1) 1
det(A) = X H1 7= 5 — .
h [Tw-1
k=1
Maintenant,
n—1
ni i TTx—2)
A — — (_1\n—1 o _ (_1yn—1k=0
[T =) = (=" TTX= M) = (=) = —
k=1 k=1
n—1 X" —1 n—1yn—1 n
et donc
n—I1
[Ta—n=E=nmTtam T4 1me 141 = (=) ',
k=1
Finalement,
m+1) 1 ;m+T)n
det(A =(-1"
et(A) 2 ST 2
1
det(A) = (—1yn1 (D)
2
Question 3.
1. Déja, 0 n’est pas valeur propre de A et donc A est inversible.
n—1
Posons xa = Z a X avec an = (—1)™ et ag = det(A) # 0. D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, xa(A) = 0 ou
k=0
n—1
encore Z akAk. Mais alors
k=0
n a n
A=Y ZXAT) = kA =1,.
(re PETa
Par suite A~! = Z zk A*"! et on a montré que A~ est un polynome en A de degré au plus n— 1.
0

k=1

A le VeCt(Ak)ogkgn,L

2. A est un polynoéme en F et il en est de méme de toute puissance de A. Par suite, toute puissance de A est dans Vect(G)
et donc A~" € Vect(G). Mais d’aprés la question 1.4, Vect(G) = Vect(F*)p<k<n_1 et donc

A le VeCt(Fk)ogkgn_L

3. Onavuque (X—1)?p =nX""" — (n+1)X" + 1. En évaluant en F, on obtient (puisque F* = 1I,,)

(F—In)?A = (F—1,)%p(F) = nF™' — (n+ F* + 1 =nF — (n+ DIy + [y = n(F— L).

(F—I.)%A =n(F—1,).
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1
4. On en déduit que (F—I,)A" " = T—L(F —I.)% Or

n—1 n—1 n—1
(F-LJA ' = (F- 1) (Z uka> =) wFT =y
k=0 k=0 k=0

n—1 n—1
—Un F 4 ) (e —w) P —woln = (un1 —uo)Tn + ) (w1 —wi)F,
k=1 k=1

et

1 1 21
—(F—I,)? = =1, — =F+ —F.
n n n n

Comme la famille (F¥)o<x<n—1 est libre, on peut identifier les coefficients et on obtient
1 1
Un-1—Up=—,Up—U =——, U] —Ur =— et Vk € [3,n—1], ux_1 —ux =0,
n n n

et en particulier

5. D’aprés la question 1.5, pour 1 <k <n —1, on a Tr(F*) = 0 et donc par linéarité de la trace
n—1
Tr(A™") = ) w/Tr(F¥) = upTr(In) = nuo.
k=0

D’autre part, les valeurs propres de A~ étant les inverses des valeurs propres de A, d’aprés la question 2.1 on a aussi

n—1

n—1
2 A —1 2 1 n—1
—1y _ k _ s _
Tr(A )_n(n+1)+]; n _n(n—i—1)+n];}\k n
2 1T n-1
—W—E—T(Cdr1+7\1+...+7\n,1—0)
- 2 _]__n2+n—2__(n—1)(n+2)
S nn+1) o onm+1) nmn+1)

Par suite,

Tr(A~ ) n?+n-2
uO: =

n Cn2n+1)°
" __n2+n—2
T T R
6. Par suite,
e+ o n4n-2 1 2
TN T TR T 2ty
et donc
U =1u =1u = 2
S R A D
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Ensuite,

1 2 1T n?+n+2
e
Fianlement,
—1 1 2 2 = k
A —m<(n —n+2)L +(n +n+z)F+k;F )
ou encore
a b 2 2
A7l = ! 7 [ota=—m?4+n+2etb=n?+n+2.
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