SESSION 2007 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A MP

Partie 1.
1) Puisque la matrice F n’est pas nulle, H est I’hyperplan de vecteur normal F.

2) Soit X = (xij)1<ij<n-

F‘X— Z fl]xl]_lel+le1+leﬂ

1<i,j<n

3) Soit M € My (R). On note pi(M) le projeté orthogonal de M sur 'hyperplan H. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE,
pour Ue Hon a

IM = U = [M = pu(M)]|* + [[pr(M) — U|1%.

Mais alors ||[M — U||2 > [[M —pu(M)||? avec égalité si et seulement si U = py(M). Ceci montre déja que L{n}f{”]\/lfUH =
€
11}111}}{”1\/[ —U|| = M — pn(M)]]. Ensuite, on sait que
€

(FIM)
||M*pH(M)H :pVect(F)(M) = ||FH2 s
et donc
AM I I(AM)]
- -
[[Fl|2 Il
FIM
YM € M, (R), d(M,H) = (|||F|)'
4) Fl= [ Y #=yn+t2n—T1=v3n—12
1<ij<n
[[F| =+3n —2.

5) a) On a déja

00 .01

1 0 0 1

B=| 1

0 0 1

1 0 00
Les colonnes Cy, C3,..., C,_7 de B sont nulles et donc rg(B) < 2. Les colonnes Cy et C;; sont linéairement indépendantes
et donc rg(B) > 2. Finalement

rg(B) = 2.
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b)

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 10 :
B2=1| 1 1 = . .

0 ... 01 0 ... 01 1 0 0 1

10 ... 00 10 ... 0 0 0 0 1
De nouveau les colonnes Cj, C},..., C/_; de B2 sont nulles et les colonnes C} et C/ sont linéairement indépendantes et
donc rg(B?) = 2.

rg(B?) = rg(B) = 2.

c¢) Notons (e, ez2,...,en) la base canonique de R™. Puisque les colonnes Cy, ..., C,_1 de B sont nulles, on a

Vect(ez,...,en_1) C Ker(g). Mais d’autre part, dim(Ker(g)) =n —rg(B) =n — 2 et donc
Ker(g) = Vect(ez,...,en_1).

D’autre part, (en identifiant un élément de R™ et un vecteur colonne) Im(g) = Vect(Cy,...,Cn) = Vect(Cy,Cp) =
Vect(ez +e3+...+en,e1+ex2+...+eq_1). Donc

Im(g) = Vect(uj,uz) otug =ex;+e3+...+enetury =er+ex+...+en_1.

Montrons alors que Ker(g) NIm(g) = {0}. Soit (A, n) € R2.

My +puy € Ker(g) ©Aex+es+...+en) +uler+e2+...+en1) € Vect(ez,...,en_1)
Suer+A+pner+...+ A+ nen_1 +Aen € Vect(ez,...,en_1)
SA=pn=0.

Ainsi Ker(g) NIm(g) = {0} (1). Mais d’autre part, d’apreés le théoréme du rang, dim(Ker(g)) +dim(Im(g)) = dim(R™) (2).

De (1) et (2) on déduit
R™ = Kerg & Img. I

d) La famille B’ = (ez,...,en—1,U1,u2), obtenue en réunissant une base de Ker(g) et une base de Im(g), est donc une
base de R™. Puisque Im(g) est stable par g, les images de uy et uy par g sont des combinaisons linéaires de uy et u,. Par

suite la matrice de g dans la base B’ est du type ( g E?’ ) oll B’ est une matrice carrée de format 2. D’autre part B est

de rang 2 et donc ( 8 lg , | est de rang 2 ou encore B’ est de rang 2 (en éliminant les lignes ou les colonnes de 0). B’
est ainsi une matrice de format 2 et de rang 2 et donc une matrice de format 2 inversible.
Enfin, les matrices B et ( 8 é) , > sont les matrices de g dans des bases différentes et donc ces matrices sont semblables.

0 0
0 B’

0 0

e) Tr(B) = 0 et Tr(B%) = 2. Maintenant B est semblable a ( ) et donc Tr(B) = Tr( 0 B ) = Tr(B’).

2
D’autre part, un calcul par blocs montre que ( 8 E?’ ) = ( 8 BO,Z ) et donc Tr(B2) = Tr(B’2). Ainsi

Tr(B’) = 0 et Tr(B’2) = 2.

Maintenant, la matrice B’ a deux valeurs propres dans C notées A et . On sait que Tr(B) = A + et Tr(B2) = A% + p2.
Or

Adpn=0 L=\ A=1 A=—1
{?\eruZ:Z ‘:){z)\zzz ‘:){ W= 1 O“{ w=1

Les valeurs propres de B’ sont simples, égales a —1 et 1. I
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0 B’ ) et donc

f) Le polynome caractéristique de B est celui de ( 0 0

~XIn_ 0 . o
XB _det( 0 2 B/—XIZ >_(X) ZXB/:(*X) Z(Xf])(X‘l'])

Mais alors
XF = X1,+8 = det(In +B — XIn) = det(B — (X = 1)) =xs(X — 1) = (=X + 1) 2 (X = 2)(X).

Les valeurs propres de F sont donc 1 d’ordre n —2 et 0 et 2 d’ordre 1. Puisque 0 et 2 sont des valeurs propres simples, les
sous-espaces propres associés sont de dimension 1. D’autre part, D’aprés la question a), la matrice F— I, est de rang 2 et
donc le sous-espace propre associé & la valeur propre 1 est de dimension n — 2.

Les valeurs propres de F sont donc 1 d’ordre n — 2 et 0 et 2 d’ordre 1.
La dimension de chaque sous-espace propre est égale & l'ordre de multiplicité de la valeur propre correspondante.

6) On a vu que

t ((FIP(“F)I _ [(FIP(*F))]
d(P(*F),H) = = .

Calculons (F|P(*F)).

k k k
(F|P(tF)) =Tr (tF(aoIn + Z ai(tF)i)> - Tr (Z ai(tF)i+l )) _ Z aiTr((tF)i+l )
=1 i=0 i=0

On sait alors que Tr((*F)*') = Tr(F*1) puis que Tr(F*') est la somme des valeurs propres de Tr(Fi*1). Donc

T\r(}:i+1):]i+1+.”+]i+1+oi+1+zi+1 :(n_z)x]i+1+2i+1_

Par suite,
k ) ) k ) k )
(FAP(F) =) ai((n—=2)x T 42 =(n—2) > a1 +2) ai2' = (n—2)P(1) +2P(2).
i=0 i=0 i=0
Finalement,
d(P(YF), H) = ((n—2)P(1) +2P(2)|
Vin—2
Partie II.
On note || || la norme sur E.

1) a) Soit xo € E. Par définition d(xo,H) = in{leo —y||. Mais alors Ve > 0, Jy. € H/ d(xo,H) < |[xo — .|| <
ye

1
d(xo,H) + €. En particulier Vn € N, Jy,, € H/ d(xo,H) < |[xo — ynl| < d(xo0,H) + T Comme — tend vers 0

quand n tend vers +00, la suite (Yn )nen est une suite d’éléments de H telle que lirf X0 —ynl|l = d(x0, H).
n— +0o00

Il existe une suite (Yn)nen d’éléments de H telle que 11111 [[xo —yn|l = d(x0, H).
n— +o0o

b) Il existe un rang ng tel que pour 1 > ng, |[yn — %o|| < d(xo, H) + 1. Soit n > ny.
[unll = [[un —x0 + xol| < [lyn —xol[ + [[xol| < dlx0, H) + 1+ [[x0]-

Mais alors la suite (Yn)n>n, st bornée. Puisque E est de dimension finie, d’aprés le théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS,
on peut extraire de cette suite et donc de la suite (yn )necy une sous-suite convergente. On note (Y (n))nen cette sous-suite.
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Puisque E est de dimension finie, la forme linéaire h est continue sur E et puisque H = Ker(h) = h='({0}), H est un fermé
de E en tant qu’image réciproque d’un fermé de R par une application continue.

Puisque (Y (n))nen est une suite convergente d’éléments de H et que H est fermé, sa limite est dans H.

c) La suite (||[xo =Yg (n)|)nen est extraite de la suite (||xo —Yn||)nen et donc converge et a pour limite d(xo, H). Renotons

(zn)nen la suite (yqa(n))neN-
La suite (zn )nen est une suite d’éléments de H, convergeant vers un certain yo de H et vérifiant lirf [[xo—zn]|| = d(x0, H).
n— +o00

Mais alors, par continuité de la norme,

d(xo,H) = lim xo—znl|=|xo = lim zn| = Ixo—yoll

Vxo € E, Fyo € H/ d(x0,H) = ||xo —yol|-

2) a) Puisque la forme linéaire h est continue sur E et que H = Ker(h) = h='({0}), H est un fermé de E en tant qu’image
réciproque d’un fermé de R par une application continue.

b) Supposons h non continue. On sait alors que h n’est pas continue en 0. Par suite 3¢ > 0/ Voo > 0, Juy € B/ (||un|| <
et [h(ug)l = |h(ug) — h(0)] > €) (*). € est dorénavant ainsi fixé.

D’aprés (), pour chaque n € N, il existe u, € E tel que |[un|| <

et ||h(un)]| > €. En particulier, ¥n € N, h(u,) # 0

n+1
1
et pour chaque n on peut poser t, = ——un. Pour n € N, on a h(t,) = h(u,) = 1. Mais d’autre part, pour
h(u,) h(un)
neN
tall = ) <
)Y T g4 1)

et en particulier lim t, =0.
n— 400

lim t,=0

h(tn) =1, pour tout entier n. =

Si h n’est pas continue sur E, 3(tn)nen € EV/ { n— 400

Pour chaque n, on a alors h(t, —to) = h(t,) —h(to) = 1—1 = 0. Par suite, pour chaque n le vecteur t,, — ty est dans H
ou encore la suite (t, — to) est une suite d’éléments de H. Cette suite est de plus convergente vers —to. Mais le vecteur
—to n’est pas dans H car h(—tg) = —1 # 0.

En résumé, la suite (t,, —to) est une suite convergente d’éléments de H dont la limite n’est pas dans H ce qui montre que
H n’est pas fermé. Par contraposition, on a montré que si H est fermé alors h est continue sur E.

Si H est un fermé de E alors h est continue sur E. .

c) Soit H un hyperplan de E. Tout d’abord H # @ car H contient H et en particulier 0 € H. Soient alors (x,y) € H et
(A, 1) € R2. 1l existe deux suites (Xn)nen €t (Un)nen d’éléments de H, convergentes, de limites respectives x et y. Mais
alors la suite (Axn, + Wyn )nen est une suite d’éléments de H (puisque H est un sous-espace vectoriel de E), convergente,
de limite Ax + py, ce qui montre que Ax + py € H. On a montré que

si H est un hyperplan de E, H est un sous-espace vectoriel de E. I

d) Soient H un hyperplan de E puis h une forme linéaire non nulle telle que H = Ker(h).
e Si h est continue sur E, alors H est fermé et donc H = H. .
e Si h n’est pas continue, H est un sous-espace vectoriel de E contenant strictement ’hyperplan H et donc H = E.

Partie III.

Dans cette partie || || désigne la norme hilbertienne associée au produit scalaire ( | ).

1) Soit x € H*. Alors Yy € H, (xJy) = 0. Soit z € E. Puisque E = H, il existe une suite (yn)neny € HY telle que

z= lirf Yn. On sait alors que la forme linéaire y — (x|y) est continue sur E pour la norme || || et donc
n— +00

(xjz) = (x| lim yn)= lim (xjyn)=0.

n— 400 n— 400
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Ainsi un vecteur de H est orthogonal & tout vecteur de E et finalement

2) Mais alors immédiatement

HoHE =H.

3) Soit x € E. Puisque H=E, Ve >0, 3y € H/ [|[x — y|| < € ce qui montre immédiatement que d(x,H) = 0.

Vx € E, d(x,H) =0.

4) Soit x € E. Si d(x,H) est atteinte, il existe un vecteur y € H tel que ||x —y|| = d(x,H) = 0. Mais alors, x =y € H.
Donc

si xo ¢ H, d(x,H) n’est pas atteinte.

Partie IV.

1) a) Soit xo € E. Pour tout vecteur t de E on a [h(t)| < ||t]| x [[|hll]. En particulier, pour y € H,
lh(xo)l = [h(x0) —h(y)l = [h(xo —y)I < [|xo —yl| x [I[WIl,

et finalement, puisque ||[h||| > 0, ||xo — y|| > %.
Vo € E, Yy € H, o~y = Tl
) “L‘LH(}?‘OHN est donc un minorant de {||xo —y||, y € H} et puisque d(xo, H) est le plus grand des minorants de cet ensemble,
on a donc d(xg,H) > “’|L”(;i|o”)\'

Vxo € E, d(xo,H) >

¢) Soit xo € E.
e Sixp € H, d(xo,H) <|[xo —xo0|| =0 et donc d(xp,H) =0.

e Sixg ¢ H, alors h(xo) # 0 et donc d(xp,H) > % > 0. En particulier, d(xo, H) # 0.

En résumé

Vxo € E, (d(xo,H) =0 & x0 € H).

d) Soit xo ¢ H. Par définition, h(xe) # 0.
h 1 h
«) Puisque ||[h]|| = sup%, pour tout entier n, il existe w,, € E\{0} tel que |[|h||| — ——= < 7‘ (wn )|

</ ||[h]||. (w
sup T < e S I Gvdnen

[h(wn )]
[wa |

= [[[nI].

est alors une suite de vecteurs tous non nuls tels que lim
n— 400

h
B) Soit n € N. Posons A,, = h((\;\:n)) puis Yyn = wn — AnXo. Par définition, w, = AnXxo + yn. D’autre part,
0
h(w
R(yn) = Anhixo) — hwa) = S () — h(wn) =0,
h(xo)

ce qui montre que yn, € H. Notons que Ay, peut étre nul (si wy,, € H).

VX() ¢ H, Eo\nvyn) € R x H/ Wn = )\nXO + Yn.
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v) Le résultat est clair si wy, € H. Sinon, A,, # 0 et donc

[h(wn)l _ [An| X [h(xo)] x[hixo)l _ |h(xo)l

ol Aaxo +unll = d(xo, H)’

o + 2yn
0 ?\nyn

1 1
ar —yYn € H et donc ||xo + —yn|| = d(xo0, H) > 0. Finalement
An An

h(wn)l _ (x|
[wall ~ d(xo,H)’

vn e N,

Ih(x0)] Ih(x0)]
———— ou encore d(xp,H) <
dlxo, H) (o H) < T

[h({xo)|
1]

e) Quand n tend vers +o00, on obtient ||[h||| < . En récupérant le résultat de la

question 1)b), on a montré que si xo ¢ H, d(xp, H) = . Ce résultat est encore valable si xg € H d’aprés la question

1)c) et finalement

Vxo € E, d(xo,H) = ————

Un B 1
o(5 7

est absolument convergente et en particulier convergente.

2) a) Soit (un)nen € E. Puisque lim u, =0

1
— = Comme la série géométrique de terme général —
n—+oo BALS o RTINS ) & 4 & 2n

2 1o - P Un
converge, on en déduit que la série de terme général i T

b) La fonction h est donc effectivement une application de E dans R.
Montrons que h est linéaire. Soient (u,v) € EZ et (A, u) € R2.

+o0
AUn + K
A+ pv) = ) — —AZ an ﬂLZ an = Ah(u) + ph(v).

n=0

h est donc une forme linéaire sur E. Montrons que h est continue sur E. Soit u € E.

ws L

| /\

7 < e Z an = [[uffoo-

[h(u)]

[lullo

Ainsi, Yu € E\ {0}, < 1. On en déduit que

h est une forme linéaire continue sur E et [|[h]|| < 1. I

c¢) Soit p € N.
o 1
1 1 2p+1 1
hvp) = n+l T I 2p+1
e .
2

h 1
Comme d’autre part, ||[vp|leo =1, on a donc hivp) =1— ——. Par suite
Ve oo 2pt
h
lim Ih{vy )| =1

ptoo [[vp [loo

[h(vp )|

On sait déja que ||[h]|| < 1. Mais d’autre part, par définition de |/|h|l|, pour tout entier p on a ol
Vp |loo

< [IIn]]| et quand p

tend vers +oo on obtient 1 < ||[h]||. Finalement
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d) Soitue E. On a

—+o00 —+o00
[un| 1
h(u)| < Z 2“:1 < Jlullo Z T [[1loo -
n=0 n=0

[h(u)]
[l
ci-dessus doit étre une égalité ce qui impose a la suite u d’étre de signe constant puis a chaque |un| d’étre égal & ||u||co -
En résumé, la suite u est nécessairement constante. Comme u doit avoir une limite nulle en 400, U est nécessairement la
[h(u)]

[[ulloo

ou ce qui revient au méme telle que [h(u)| = ||u||o . Alors chacune des deux inégalités

Supposons de plus que |||h]|| =

suite nulle. Finalement, il existe pas d’élément u non nul de E tel que |||h]]| =

e) H est le noyau d’une forme linéaire non nulle et continue sur E et donc un hyperplan fermé de E d’aprés la question
I1.2)a).

f) Soit u ¢ H. Si la distance de u a H est atteinte, alors il existe v € H (et donc u—v # 0) telle que

_ )l _ h(u) —h)] _ [h{u—v)

B T 1T [TV]

u=vljoo = d(u,H)

[h(u—v)|

T T ce qui contredit le résultat de la question d) et donc
U — Voo

u — v est alors un vecteur non nul tel que |||[h||| =

siu ¢ H, d(u,H) n’est pas atteinte.
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