SESSION 2007 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A PC

Partie A : Etude de la fonction f.

1) Solution d’une équation différentielle.

a) Notons I I'un des deux intervalles | — 00,0[ ou ]0,+oo[. Pour x € I, on a e — 1 # 0. Par suite, sur I, 'équation
différentielle (E) équivaut a I’équation différentielle :

ex 1

T e 1 (E).

etb : xm— sont continues sur I en tant que quotient de fonctions

ex —1 ex —1
continues sur I dont le dénominateur ne s’annule pas sur I. On sait alors que les solutions de (E) sur I constituent un

R-espace affine de dimension 1.

Maintenant, les deux fonctions a : x —

Soit f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E) sur [ & ¥x € I, (e* — 1)f'(x) + e*f(x) =1
esvxel (eX=Df) (x) =1 MeR/¥xel, (e —1)f(x)=x+A

A
SMER/ Ve flx) = 2
ex —1
. . x4+ A
Les solutions de (E) sur ] — 0o, 0[ ou ]0, +ool sont les fonctions de la forme x +— o A €R.

b) Soit f une éventuelle solution de (E) sur R. Les restrictions de f & ] — 0o, 0[ ou ]0, +-o00[ sont solutions de (E) sur ces

A A
intervalles. Donc, nécessairement, il existe deux réels A et Az tels que Vx < 0, f(x) = ZX+ : et Vx > 0, f(x) = Z: 7
Enfin, quand x = 0 dans ’égalité (E), on obtient f(0) = 1. En résumé, si f est une solution de (E) sur R, alors il existe

(A1,A2) € R? tel que

x4+ A
ex —1
Vx €R, f(x) =< 1six=0
x4+ A2
ex —1

six <0

six >0

Réciproquement, une telle fonction est dérivable sur R*, solution de (E) sur R* et méme sur R si elle est dérivable en 0.
En résumé, une telle fonction est solution si et seulement si elle est dérivable en 0.

. X+ Aq M
SiA _— ~
A 70, ex—1 x=0 ex—1
dérivable en 0. Donc, A7 = 0. De méme, A» = 0.

x+A
et en particulier . + ; n’a pas de limite réelle en 0 & gauche de sorte que f n’est pas

X
AR 0
Si maintenant Ay = Ay =0, alors Vx € R, f(x) =< ex—1 six # . Or, quand x tend vers O,
1six=0
1
X+7+O(X2) ]+Z+O(X)

Dans ce cas, f admet en 0 un développement limité d’ordre 1 et est par suite dérivable en 0. Mais alors f est solution de
(E) sur R.
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2) Etude de f en 0.
a) Quand x tend vers 0,

x X _ 1
e~ x+)(2—2+§+o(x3) 1+§+§+0(X2)
:1—(§+§)+(§)2+0(x2)=1—§+(— +—)x2+o(x2)
—17)2—(+%+0(X2)

En tenant compte de f(0) =1, on a donc

2

N . 2
f(x) o 1 7 + 2 + o(x7).
b) e f admet en 0 un développement limité d’ordre 0 a savoir f(x) = 1+ 0(1). f est donc continue en 0.
x—
1
o f admet en 0 un développement limité d’ordre 1 & savoir f(x) = 1— ; + o(x). f est donc dérivable en 0 et f'(0) = —5
X—

e f admet en 0 un développement limité d’ordre 2 mais on sait que 'existence d’un tel développement n’impose pas a f
d’étre deux fois dérivable en 0.

1
¢) On sait déja que f est dérivable sur R et que f/(0) = 5 Plus précisément, f est de classe C' sur R* en tant que

quotient de fonctions de classe C' sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas sur R* et pour x € R*,

e —1—xe*

(x) —
f'(x) = o 1)
Maintenant, quand x tend vers 0
x? x? 1
eX — 1 — xex (1+x+7)—1—x(1+x)+0(x2) —7+o(x2) —§+o(1) 1
— = = =—5+o(1) =f'(0) + o(1).
(ex —1)2 (x + o(x))? x2 + o(x2) 1+ 0(1) 2

Ainsi, la fonction f’ est continue en 0 et donc

f est de classe C! sur R. I

1
d) Une équation deT est y = f(0) +f/(0)x ou encore y = 1— 7% De plus, quand x tend vers 0, d’apreés la question a) on a

1 x? 5
f(x) — (1 — ZX) =1 + o(x%).
: . 1 : x? . . . .
Par suite, 'expression f(x) — | 1 — 7% est du signe de ¥ au voisinage de 0 et donc positive au voisinage de 0. Ainsi,

1
T admet pour équation cartésienne y =1 — zx et (C) est au-dessus de T au voisinage de 0.

3) Variations de f.

a) g est dérivable sur R et pour x réel,
g’'(x) = xe* +e* —e* = xe*.
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g’est donc strictement négative sur | — oo, O[ et strictement positive sur ]0, +oo[. On en déduit le tableau de variations de
g.

g’(x) — 0 +

g admet en 0 un minimum local strict égal a 0 et donc

g est strictement positive sur R* et s’annule en 0. I

1
b) Le signe de f’ sur R* est le signe de —g et donc, en tenant compte de f'(0) = L f’ est strictement négative sur R.

f est strictement décroissante sur R. '

X . .
¢) En 4o0, f(x) ~ — et donc, d’aprés un théoréme de croissances comparées,
e

On en déduit que

lim f(x) = 0.

X— +00

En —oo, f(x) ~ X

- = —x et donc

e Puisque lirf f(x) = 0, la droite (Ox) est asymptote & (C) en +oo. De plus, puisque f tend vers 0 en +oo en décroissant
X— +00
strictement, f est strictement positive sur R. On en déduit que (C) est strictement au-dessus de la droite (Ox) sur R.

e Puisque lim e* =0, quand x tend vers —oco, on a

X— —00
) = 5 :’;X = —x(1+ e* + o(eX)) = —x — xe* + o(xeX) = —x + o(1).
On en déduit que la droite (D;) d’équation y = —x est asymptote & (C) en —oo. Ensuite, pour x réel non nul donné
X xeX
f(x) = (=x) = +x= = e*f(x) > 0,
ex —1 ex —1

et comme d’autre part f(0) > —0, on a montré que Vx € R, f(x) > —x. (C) est strictement au-dessus de (D;) sur R.

d) Allure de (C).

5__
<
N\
o 4 +
3__
T ul
i
M
5 4 3 —2 _I 12> 3 4 s
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4) Expression hyperbolique de f.
a) Soit x € R*.

X X 2 X 2 x e+ 1
=7 =3 —z(ex1 *“1)—z(ex1 ‘1)

7 X (ex/Z(ex/Z _i_efx/Z) B ]>

) ex/2(ex/2 — e—x/2)

Donc,

b) i) On a déja f1(0) =0 = %t(g) Ensuite, pour x € R*,
X 1 X X 1 1 X 1 1 X /X
il =3 m” “1t3=3 m”‘?“ BRI =3t(3)
2 2 2 2 2

Donc,

Vx € R, f1(x) = ;t (5)

ii) Pour x € R*, puisque la fonction th est impaire,

—X 1 1 —X 1 1
n=d =~ (th(—x/z) B —x/Z) B (th(x/z) B x_/Z) =hi

iii) Soit xo un réel strictement positif. D’aprés la question 2)d), on sait que T est au-dessus de (C). Soient alors 2 =
{(x,y) € R?/ 0 <x < xo et1—§ Sy<f)iet 2" ={(x,y) € R?/ —xo §x§0et1—’2—‘ <y < f(x).
X0 0
L’aire de & (resp. 2') est J f1(x) dx (resp. J f1(x) dx). Puisque f; est paire, on sait que ces intégrales sont égales.
0

et donc

“xo
Par suite, Z et 2’ ont méme aire.

5) Intégrale impropre associée a f.

a) f est continue sur [0, +o0[. De plus, d’aprés un théoréme de croissances comparées,

X

1 . . 3 x
f(x = O(X—Z) (puisque XLHEOOX e =0).

x—»~+oo e_x
On en déduit que f est intégrable sur [0, +oo[ et donc que I existe.

b) L’application t — e~ " est un C'-diffeomorphisme décroissant de ]0, 4+oo[ sur 10, 1[.

du
On peut donc poser u= e~ *. On a alors t = Inu et aussi dt = — et on obtient :
u

+o00 0 0 1
I:J t dt:J Inu X@:J' Inu du:J' Inu du

0 et —1 ]lf] u 11—u O'LL—]
u
1
1=J U
0u71
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1
c) Soit k € N. La fonction u — u¥Inu est continue sur ]0,1] et est négligeable devant T en 0. On en déduit que la
n

fonction 1 — uk Inu est intégrable sur ]0, 1] et donc que I existe.
k+1

k+1

Soit € €]0, 1[. Les deux fonction u — et u— Inu sont de classe C! sur [g, 1]. On peut donc effectuer une intégration

par parties qui fournit :

! Klpu]' (T uk e Ine 1
— Klnudu=— w o mu J du = 1 ektTy
Lu e du e ) e e R (o AL

1
Quand ¢ tend vers 0, on obtient I}, = m

d) théoréme d’intégration terme a terme :
Soit I un intervalle quelconque. Soit (1, )nen une suite de fonctions définies et continues par morceaux sur I, intégrables sur
I telle que la série de fonctions de terme général f,, converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux
+oo
sur I. Si ZJ [fn(x)] dx < 400, alors
n=0 I
o f est intégrable sur I,

e la série numérique de terme général J fn converge,
I

+o00
. J f=> J fi.
I o1
+o00
(Remarque : la condition Z J Ifn(x)] dx < 400 implique l'intégrabilité de chaque f;,.)
n=0"1
1
e) Soit u €]0, 1[. Posons g(u) = unu] .On a
Inu +oo +oo
_ _ k _ 3
g(u) i — ——lnuZu = Z—u Inu.
k=0 k=0
Pour u €]0,1[ et k € N, posons gk (u) = —u¥Inu. La série de fonctions de terme général gy converge simplement sur 10, 1[

vers la fonction g qui est continue sur ]0, 1[. Chaque gy est intégrable sur ]0, 1] d’aprés la question c) et toujours d’aprés
cette question

Too too .1 +o0 1 too g
g (w)] du = J o du=Y vy 1
1 Inu + 1 +o0 1
On peut donc intégrer terme a terme et on obtient J' - = Z J gr(u) du = Z —
0 u—1 o 0 = kz
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Partie B : Développement en série entiére de f.

1) Un développement en série de FOURIER.
a) Allure du graphe de gq.

ga est continue sur ] — 71, 7). De plus, par 27-périodicité,

ga(—m") = ch(a(—mn)) = ch(am) = ga(n) = ga(—7).

ga est donc continue & droite en —7t et par suite continue sur [—7t, 71]. De nouveau par 27m-périodicité,

da est continue sur R. I

b) Soit n € N. Une double intégration par parties (licite) fournit

J ch(at) cos(nt) dt — Fh(“t) t) dt] _ Sh(“t) X (—msin(nt)) dt = (4)“Sh(c‘lm) + %‘J sh(at) sin(nt) dt
0 0 0
= (—1) + n ({Ch am) sin(nt) dt} —J ch(ar) x (ncos(nt)) dt)
a 0 a
nz
= (—1)“ - — ch(at) cos(nt) dt.
a a 0
2 P
On en déduit que (1 + %) J' ch(at) cos(nt) dt = (—-1)™ Sh(((llﬂ) et donc que
0
& . sh(am) a? . ash(am)
J;) Ch((lt) COS(nt) dt = (*]) a X n2 T a2 = (*]) m
Va € R*, ¥n €N, J ch(at) cos(nt) dt = (—1)» 2520070,
0 n-+a
c) La fonction g4 est paire. Par suite, Yn € N*, b;,(gq) = 0. Puis, pour n € N,
2 (" 2 (™ n 2ash(arm)
an(g) = ; J'O ga(t) COS(nt) dt = ; J'O Ch(at) COS(nt) dt = (—]) m
2ash(am) .
VTLGN, an(ga)Z(—U m et VTIEN bn(ga)ZO.

d) Théoréme de convergence simple d’une série de FOURIER (théoréme de DIRICHLET).
Soit f une fonction 27m-périodique de classe C' par morceaux sur R. Pour tout réel x, la série de Fourier de f en x converge

et a pour somme z(f(x*) + f(x*)). En particulier, si f est continue en x, la somme de la série de FOURIER de f en x est

f(x).

Théoréme de convergence normale d’une série de FOURIER.

Soit f une fonction 27-périodique, continue sur R et de classe C' par morceaux sur R. Alors la série de FOURIER de f
converge normalement sur R vers f.
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La fonction gq est continue et de classe C! par morceaux sur R. On en déduit que la série de FOURIER de g, converge
normalement et donc simplement vers gq sur R. Ainsi, pour tout réel t, on a

(92) | ¥ h(am) 2 §% ., ash(am)
Ga(t) = S+ 3 an(ga) cos(nt) = - — FZ D e cos(nt).

Quand t = 71, on obtient en particulier

ch(am) =

sh(am) 2 &  ash(amn) n  shlam) 2 = ash(an)
P I e e RE T Mo

a s
n=1 n=1

Comme a # 0, on a encore sh(arm) # 0 et aprés division des deux membres par sh(art), on obtient
1 172§i a
th(am) ma m = a?+n?’
X
e) Soient alors x € R* puis a = %(7& 0). L’égalité précédente s’écrit maintenant

+oo

2
)= — =2 ) T
n=1

+oo 1

Z x? + mn?
n=1

On a montré que

2) Etude d’une sétrie entiére.

1
T2+ n2n?’

a) Pour n € N* et t € R, posons fr, (t) Pour n € N* et t € R, on a alors

1

[fn(t) < oy

Comme la série numérique de terme général —— converge, on a montré que
n

2

la série de fonctions de somme m converge normalement sur R. I

b) e Théoréme de comparaison série-intégrale : étant donné une fonction f continue par morceaux sur [0, +ool &
n

valeurs réelles positives décroissante, la série de terme général u,, = J f(t) dt — f(n) est convergente. En particulier, la
n—1

série Z f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur [0, +ool.

e D’aprés le cours, pour p > 2, ((p) existe.
e Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

Puisque la fonction t — ™ est continue, positive et décroissante sur ]0, +ool[, pour k entier naturel élément de [2,n], on a

1 r dt 1
— < R QL
kP = i tp T (k=1)P

En sommant ces inégalités, on obtient
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ou encore

(“ 1) J’“dt Pl
R BT [ L
P Lt P

k=1

On a montré que

+oo dt
Quand n tend vers +oo & p fixé, on obtient ((p) —1 < J' o < {(p) avec
1
JM dt{ 1 T“’ 1
1 tP (p—1tr—1], p—1
: 1 1 )
Par suite, ((p) —1< j < {(p). Comme d’autre part ((p) =1+ 7 +...>1, on a montré que

vPeN\{o,1},1s<:()<1+%

1
Puisque 1T+ —1 tend vers 1 quand p tend vers 400, le théoréme des gendarmes permet alors d’affirmer que
’p p—

lim ((p) =

p—+oo

c) Soit t €] —m, 7t[. Pour k € N,

L [t]2* K
C(2k + 2)[t)?* 2k + 1 2|2k 2 <t2)

2k
oot = < < =—
| | 2k+2 2k+2 m2k+2 T g2 \ 2

k
2 2
Puisque t €] — 7, 7t[, on a 0 < p— < 1 et la série géométrique de terme général = (F) converge. On en déduit que la

série de terme général o t“ converge absolument et donc converge.

Pour tout réel t de | — 7, 7t[, la série entiére Z o 2 converge.

d) Soient N € Net t €] —m, ml.

0 k=0 n=1

N . N (*])ktZk +o00 1
Sn(t) = Z okt = Z 2kt 2 Z n2k+2
k=

(7] )ktZk 1
m2k+2  n2k+2

|
Mz
Mz

) (somme d’un nombre fini de séries convergentes)

tz N+1 tz N+1

N _1\N

;_tz k B +z.o ] ] (7‘[21’]_2) B +i ] +( ]) (7’[21’12)

m2n? - 4= nn? < —t? ) B t2 + n2m? '
n=1 1— n=1

- E 2n2 (i

k=0

m2n?
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VN eN, Vt €] —m, 7, Sn(t) =

Soient N € N et t €] — m, 7.

tz N+1 tz N+1
too T4 (=N <712n2) +00 1 too (=N (n2n2>
Sn(t) —m(t)] = =
Sn®) —miv] =)\ v DI e il P M s

- 24 nin? — \7mn? t2 +n2m?
+o00 2\ N+1 2\ N+1
t 1 t
= T; (712) 2nie2 (ﬂz) m(t)

On a montré que

tz 2\ N+1
e) Soit t €]—m, 7t[. On a toujours 0 < — < letdonc lim <—2> m(t) = 0. On en déduit que lim [Sn(t)—m(t)] =
s N—+oo \ 7T N— +00

0 et comme d’autre part, lim Sy(t) = h(t), on a montré que
N— 400

Vvt €] —m, 7tf, h(t) = m(t).

3) Développement en série entiére de f.
a) Soit f une fonction définie sur un voisinage de 'origine & valeurs dans R. f est développable en série entiére si et

seulement il existe T > 0 et il existe (an)nen € RY tels que : 1) f est définie sur ] — 7, 7[, 2) la série entiére Z at™

converge sur | — 1,1, 3) Vt €] — 1, 7], Z ant™.

b) D’apreés les questions B)1)e) et B)2)e), pour x €] — 7, w[\{0},

+o0o +oo
1
( =2x E m = me( ) = ZXh( =2x E (XZkX
k=0

Puisque t(0) = 0, les égalités précédentes sont encore valables pour x = 0. On a montré que

Vx €] —m,7l, t(x) = Z 2005 x 2Kt

k=0
et en particulier, la fonction t est développable en série entiére en O.

¢) Soit x €] — 27, 2m[. Alors % €] —m, m[, et d’apres la question A)4)b) et la question précédente, on a

“+o00
_1_X X X (XN X X2k 2k+2
) =1-F+fx)=1-3+ zt(z) 1= 2+ ) S

C(2Zk+2) Hip2
k22T X

"2n) 5,
angIn1 %

NIX

L
LS
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(=m"'¢(2n)

7-[2n22n71

+o00
X
) —_1_= TlZn N n=
Vx €] —2m, 2nf, f(x) =1 2+n§71[:’>x ou B

et en particulier, la fonction f est_développable en série entiére en 0.

d) f est de classe C* sur R* en tant que quotient de fonctions de classe C* sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas
sur R*. D’autre part, f est de classe C*® sur | — 71, 7t[ en tant que fonction développable en série entiére sur cet intervalle.

Finalement
f est de classe C*® sur R. '

(0
D’autre part, on sait que le coefficient de x* dans le développement de ff en série entiére est k'( ). Dongc, f(0) =1,
1 —1)" 1 (2n)ig(2
f/(0) = —3 puis pour n € N*, f(2"*+1)(0) = 0 et enfin, pour n € N*, {2 (0) = (2n)! x fp = ( )Wan(leE]C( n).

(D' 2nte2n)

_ _ * 2n _ * 2n _
f(0) =1, (0) = —=, ¥n € N*, fZnT1(0) =0 et ¥n € N*, f2")(0) = Py o

2
e) D’apreés la question A)2)a), quand x tend vers 0, on a f(x) = 1 — % + T—z + 0o(x?). On en déduit en particulier que
" 1 1 -1)0 x 2! 2 2
2(0) =1 et donc que f”(0) = g D’autre part, ”(0) = ( )ﬂ;x 2>1< cl ). On en déduit que ((2) = %
+o00 t 7.[2
D’aprés la question A)5)e), on a aussi J' - dt = <
o —
oo g 1w
it=y — ="
JO et —1 T; nZ 6
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