SESSION 2007 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B PC

EXERCICE 1

1) a) Soit P = X3 — 2X? + X = X(X — 1)2. On sait que les valeurs propres de u sont & choisir parmi les racines d’un
polynéme annulateur de u. P est annulateur de u et les racines de P sont 0 et 1 et donc

si le réel A est valeur propre de u, alors A € {0, 1}. I

b) Les valeurs propres de U sont les valeurs propres de u et sont donc éléments de {0, 1}. Le polyndme caractéristique de
U est donc 'un des quatre polynoémes

—X3 ou —=X3(X —1) ou —X(X —1)2 ou —(X —1)3.
c) Py est I'un des quatre polynomes —X3 ou —X?(X — 1) ou —X(X — 1) ou —(X — 1)3.
d) Soit k € N*. La division euclidienne de X* par A s’écrit
X< =X(X— ])2 X Qx + aX? + b X + Cx, ()

ou Qg est un polynéme et ay, by et cx sont des réels. En évaluant en 0 on obtient déja cx = 0 puis en évaluant en 1, on
obtient ay +by = 1. On dérive alors les deux membres de 1’égalité (*) et on évalue en 1. On obtient k x 171 = 04 2ay +by.
Ainsi, on a 2ax + b =k et ax + by =1 puis ax =k — 1 (en retranchant membre & membre) et by =1 —ax =2 —k.

Vk € N*, 3Qx € RIX]/ Xk = X(X = 1)2Qx + (k—1)X? + (2 —k)X.

Puisque le polynéme X(X — 1)2 est annulateur de u, en évaluant en u, on obtient

Vk e N*, uk = (k—Tu? + (2 — k)u.

2) a) Puisque u est diagonalisable, il existe une base (e}, e}, e}) telle que pour chaque i € {1,2,3}, u(e{) = Aje{ avec
Ai €{0,1}. Pour i €{1,2,3}, comme 0> =0 et 12 =1, on a A? = A; et donc

Ainsi, les endomorphismes u et u? coincident sur une base de E et sont donc égaux. Finalement, u est un projecteur. On
sait alors que v = idg —u est le projecteur associé et que dans ce cas, E = Ker(u)®Im(u), Im(v) = Ker(u), Ker(v) = Im(u)
et donc que Ker(u) + Ker(v) = Im(u) + Im(v) = E.

3)a) (X—1)2 =X2 —2X+1 =X(X —2) + 1 s’écrit encore (X — 1)2 + X(2 —X) = 1.

(X—1)2+XB=1ouB=2—-X.
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b) En évaluant en u, on obtient

(u—1idg)? + (2idg —u) ou = idg.

c) L’égalité u3 — 2u? +u = 0 s’écrit encore wo (idg —u)? = (idg —u)? ou =0 et donc
uovi=0et viou=0.
On en déduit déja que Im(v?) € Ker(u) et Im(u) C Ker(v?).

Montrons alors que Ker(u) C Im(v?). L’égalité de la question b) s’écrit encore idg = v?+(2idg —u) (*#). Si maintenant
x est un élément de Ker(u), alors u(x) =0 et en évaluant I’égalité (%) en x, on obtient

x =Vv?(x) +0 =v%(x),
ce qui montre que x est dans Im(v?). Ainsi, Ker(u) C Im(v?) et finalement Ker(u) = Im(v?). Mais alors
dim(Im(u)) = 3 — dim(Ker(u)) = 3 — dim(Im(v?)) = dim(Ker(v?)),

et comme Im(u) C Ker(v?), on a finalement Ker(v?) = Im(u).

Ker(v?) = Im(u) et Ker(u) = Im(v?).

d) Montrons que Ker(u) N Ker ((u—1idg)?) ={0}. Soit x € Ker(u) N Ker ((w—1idg)?). On a donc u?(x) — 2u(x) +x =0
et u(x) = 0. Mais alors

x =2u(x) —u(u(x)) =0,
et donc Ker(u) N Ker ((u — idg)z) = {0}. D’autre part, d’aprés la question c) et le théoréme du rang, on a
dim(Ker(u)) 4+ dim(Ker ((u — idE)Z)) = dim(Ker(u)) + dim(Ker(v?)) = dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(E).

En résumé, Ker(u) N Ker ((u - idg)z) ={0} et dim(Ker(u)) + dim(Ker ((u - idE)z)) = dim(E) et on a donc montré que

E = Ker(u)) + Ker ((u - idE)Z).

4) a) et b) D’aprés la question 3)d), on a E = Ker(u) @ Ker(v?). Comme dim(Ker(u)) =1, on a

dim(Ker(v?)) = 2.

Soit x € E. Si x € Ker(v), alors v(x) = 0 puis v(v(x)) = 0 et donc x € Ker(v?). Ainsi,

Ker(v) C Ker(v?).

Mais alors, Ker(u) N Ker(v) C Ker(u) N Ker(v?) = {0} et la somme Ker(u) + Ker(v) est directe. On en déduit que
dim(Ker(u) + Ker(v)) =1+1=2.

dim(Ker(u) + Ker(v)) = 2.

c¢) Soit e; un vecteur non nul de Ker(u). Par suite, puisque dim(Ker(u)) =1, (e1) est une base de Ker(u) et
u(e;) =0.

Soient ensuite ez un vecteur de Ker((u —1idg)?) non dans Ker(uw —idg) puis e, = (u—1idg)(e3). Comme (u—idg)(ez) =
(u—1idg)%(e3) =0, e est un élément de Ker(u — idg) et vérifie donc

uley) = ez.
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De plus, ez # 0 car e3 ¢ Ker(u —idg). D’autre part, puisque e, = (w—1idg)(e3), on a encore
u(ez) = ez + es.

Vérifions que (e, e3) est une base de Ker((u—idg)?). Déja e, est élément de Ker(u — idg) et donc de Ker((u —idg)?)
d’aprés la question précédente. e, et ez sont donc deux vecteurs de Ker((u — idg)?). Ensuite, card((es,e3)) = 2 =
dim(Ker((u—1idg)?)) et pour vérifier que (e2, e3) est une base de Ker((u—1idg)?), il suffit de vérifier que cette famille est
libre.

Soit (A, u) € R2.

Aez +ue3 =0 = (u—1ide)(Aez +pe3) =0
=>A0+ue; =0=pn=0 (car ez #0).

L’égalité Aes + pes = 0 s’écrit alors Aez = 0 et impose A = 0 puisque e, # 0. Ainsi, la famille (e,, e3) est libre et est donc
une base de Ker(u — idg)?.

Soit # = (e1, ez, e3). Puisque (e7) est une base de Ker(u), (e2, e3) est une base de Ker(u — idg)? et que E = Ker(u) ®
Ker((uw—1idg)?), £ est une base de E et par construction

o = O

1
Matgz(u) = 0
0

5) a) Premier exemple. Calculons tout d’abord U3 —2U? + U = U(U — I3)2.

1 -1 1 0 -1 1 0 -1 1 1T -1 1 0o 1 -1 0 0 0
uu—13)? = 1 -1 1 1 -2 1 1T -2 1 = 1T -1 1 -1 2 -1 =1 0 0 0
1 -1 1 1 -1 0 1 -1 0 1T -1 1 -1 1 0 0 0 0
Maintenant
1—-X —1 1
Xu = 1 —1-X 1 =(1=X) X2 =T+ = X=T4+D+(=T+14+X)==X3(X=T1).
1 —1 1-X

En notant C1, C, et C3 les colonnes de U, on note que C1 # 0 et que Cz et C3 sont colinéaires & Cy. Par suite, rg(U) = 1.
Mais alors dim(Ker(U)) =3 —rg(U) = 2 et la dimension de chaque sous-espace propre est égale & ordre de multiplicité
de la valeur propre correspondante. U est donc diagonalisable. D’aprés la question 2), U est semblable a I'une des quatre
matrices Dy, Dy, D2, D3 et plus précisément ici, puisque rg(U) =1,

1
U est semblable a la matrice D1 = 0
0

b) Calculons U3 —2U?% + U = U(U — I3)?,

0 0 O -1 0 0 -1 0 0 00 O 1 0 0
uu—132=[1 0 —1 1T -1 -1 I = 1 0 -1 -2 0 0
o1 2 0 1 1 0 1 1 o1 2 1 0 0
0 0 0
=0 0 0
0 0 0
Ensuite,
—X 0 0
xu=|1—-X —X -1 =—X(X? =2X+1)=-X(X—-1)2.
0 1 2-X
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-1 0 0
1 —1 —1 |, Cy et C; ne sont pas colinéaires
0 1 1
donc rg(U —I3) > 2 et C; et Cs sont colinéaires et donc rg(U — I3) = 2. Mais alors, dim(Ker(U — I3)) = 1 et on est dans
la situation de la question 4). Dans ce cas,

Maintenant en notant Cq, C, et C3 les colonnes de la matrice U—1I3 =

U est semblable & la matrice T =

EXERCICE 2
1) a) Soient t € R et M(x,y) un point du plan.
MEDmr‘:){ X 4y — 3xy =0 ‘:’{ B+ 13%3 —3tx? = 0 ‘:’{ T+ 83)x—3t) =0
o y=1tix
&x=y=0o0u { (14 3)x =3t
e 1 er cas. Sit =—1, I’équation (1 + t3)x = 3t n’a pas de solution. Ainsi,

D_;NT={(0,0)}.

e 2 éme cas. Sit#—1,1+13+#0 et donc

‘= 3t
x=0 1443
MEDtﬂF(:){y_O ou B 3¢2
YTire
e R\ (-1}, DT —{(0,0), [ =5, 2 ),
) t — WY, ) ] ¥ t3v ] + t3 .
On note enfin que si t = 0, les deux points précédents sont confondus.
b) Le plan est la réunion des droites D¢, t € R et de 'axe (Oy).
NPT . , . x=0 x=0 o .
Il reste a étudier D'intersection de TI' avec 'axe (Oy). Mais { B4 u% —3xy =0 & { W =0 &S x =y =0 ce qui

montre que I'N (Oy) = {(0,0)}. Ce dernier résultat et le résultat de la question a) permet d’affirmer que I' = {@(t), t €
RA\{=1}1}U{(0,0)} = ® U{(0,0)}. Comme d’autre part, @(0) = (0,0), ® U{(0,0)} = @ et on a montré que

= .
c) e Symeétries. Soit t € R* \ {—1}. Alors % e R*\ {—1} et

1 3/t 3/t2 3t2 3t
o ()= (0 rm) = (P o ) = (Bl a() = saloe),

1
ol A est la droite d’équation y = x. Maintenant, quand t décrit ]0, 1], " décrit [1, 400 et la portion de @ correspondant

at € [1,+ool est la symétrique par rapport & A de la portion de @ correspondant a t €]0, 1]. De méme, la portion de ®
correspondant & t €] — oo, —1[ est la symétrique par rapport a A de la portion de ® correspondant a t €] — 1, 0[. Puisque
d’autre part, @(0) = (0,0) est son propre symétrique, il suffit d’étudier et de construire @ sur ] — 1, 1], la courbe compléte
étant ensuite obtenue par réflexion d’axe A.

e Variations conjointes de « et 3 sur ] —1,1].
Les fonctions « et B sont dérivables sur ] —1,1] et pour t €] — 1,1],
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() = 3((1+3) —t(3t%)  3(1—2t3) B0 — 32t(1 +t3) —t2(3t%)  3t(2—t3)
=T er  ~gop TFU= 1+ 8)2 T

Pour t €] —1,1], (1 +t3)2 > 0 et 1 — 2t3 est du signe de — <t— . Donc «(t) est du signe de t — . De méme,

1
2—1t3 > 0et B'(t) est du signe de t. On en déduit le tableau des variations conjointes des fonctions o et § sur 'intervalle
1—1,1].

t —1 0 1/32 1

Nlw | Nw

oo
N —

B’ - +
¢ Etude quand t tend vers —1 par valeurs supérieures. On a déja lim1 x(t) = —oo et lim1 B(t) = +o0o. De plus,
- -
puisque pour t €] —1,1], on a B(t) = tx(t), on a
t

lim m = lim t=-1.

t—=—1 a(t)  t=-1

t>—1 t>—1
Ensuite, pour t €] — 1, 1],

3t2 3t 3tt+1) 3t

B(t) — (—u(t))

110 T 1+0 i nEe@—t+D) 2—t11

-3
On en déduit que lim1 (B(t) + x(t)) = 3 = —1 et donc que la droite D d’équation y = —x — 1 est asymptote a I' quand
-
t>—1
t tend vers —1 par valeurs supérieures. Enfin, pour t €] — 1,1],

3t 242t 41 (t+1)?
t)—(—at) - 1) = 0———+1= = > 0.
Pl =l =1 = g P 1= o7 ~ @y
Ainsi, la portion de I" obtenue quand t décrit ] — 1, 1] est strictement au-dessus de D.
d
¢ Etude pour t =0. On a d—(f(O) = (3,0) et la tangente au point @(0) = (0,0) est dirigée par le vecteur e;.

e Etude pour t =

1 1 1 1 1 1
3—\/2. On a @ <%) = <(\3’/Z)2‘%) De plus, o’ (3_\/Z> =0et B’ <%) # 0. Donc la tangente en

1 .
© <3_\/Z> est dirigée par e;.

e Etude pour t = 1. On a ¢(1) = (%,%) puis @'(1) = (—%,%). La tangente au point ¢(1) a donc un coefficient

directeur égal a —1.
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d) Tracé de T.

e) Soit M un point du plan dont les coordonnées cartésiennes sont notées (x,y) et un couple de coordonnées polaires est
noté [r, 0].

MeTlTex®+y>—3xy=0
S13cos® 0 +13sin® 0 — 3r?sin0cos® =0 & v =0 ou r(cos® 0 + sin® 0) — 3sinBcos0 =0
3sin 0 cos O
&S r1r=————-— (car 6 =0 par exemple refournit r =0
cos3 0 + sin® 0 ( P P )

On note alors que la fonction 1 est 27t-périodique puis que pour 0 € [0, 27],

cos® 0 +sin®0 =0 & (cos0)® = (—sinB)> & cosd = —sind & cosO = cos (9—}— g)

<:>5|k€Z/9:9-1-g-i-ZkﬂouEIkeZ/E):fefg_;_Z]<7T

(:)EIkeZ/ez—;—l—kn

7
@e:%oue:%.

3sin 0 cos O 3n 71

— e cl0,2m , )
cos3 0 + sin® 0 [ ]\{4 4}

Une représentation polaire de I est r =

f) On a déja vu que T était symétrique par rapport a la droite d’équation y = x.

2) a) I est ensemble des points M(x,y,z) de S tels que z = 0 ou encore

I'=SnN(Oxy).
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b) Travaillons plutot en dimension 2 dans le plan (xOy).
Soit M(x,y) un point du plan (xOy). Un vecteur normal & la droite A est le vecteur T =(1,-1). Le projeté orthogonal
de M sur A est de la forme M + AT = (x + A,y — A). De plus

(x+Ay—A) €A& x+A=y—A &A= 1=,
Dans ce cas, (x + A,y —A) = (x—iz—y,x—;y)'

x+yx+y0
20 2 )

Le projeté orthogonal de M = (x,y,0) sur A est le point pa(M) = (

xX+y
2 b

Par suite, en posant A =

Ix +yl w2 — Ix +y

Si M = (x,y,0), d(M,A) = 'Xfﬁ”'.

X+y x+vy
2 2

c¢) Le projeté orthogonal de M sur A est pa(M) = ,O) et le projeté orthogonal de N sur A, qui est encore

X+Y X+Y
le projeté orthogonal de (X,Y,0) sur A, est pao(N) = (%, %,O). Par suite
PA(M) =pa(N) o x+y=X+Y o x+y=X+Y
OM = ON x2+y2 =X2+Y2 472 (x+y)?2 —2xy = X2+ Y% + 72
x+y=X+Y x+y=X+Y
1 1
T = SR - 0@ e v2 1 z2) T ey = 2(axy - 22)

Maintenant, x> +y3 —3xy = (x +y)3 — 3x?y — 3xy? —3xy = (x +y)> — 3xy(x +y + 1) et donc

B x> +y3 —3xy =0
NerfoiMel { PalN)=paM) (50 e 2§ X4V =xty

ON=0M X2+ Y2472 =x2 42
x+y=X+Y
& 3(x,y) € R?/ xy:%(ZXY—ZZ)
(x+y)® —3xu(x+y+1)=0

(X+Y)3—§(2XY722)(X+Y+1) =0

S3kxy) eR?/{ x+y=X+Y

Xy = %(ZXYfZZ)
2(X+Y)2 =3(2XY - Z2)(X+Y+1)=0
{ L’équation o« — (X + Y)x + %(ZXY — Z?) = 0 d’inconnue « a deux solutions réelles
o { 2(X+Y2)3 —3(2XY—%2)(X+Y+1) =0 { 2(X+Y2)3 —3(22XY—ZZ)(X+Y+ 1)=0
(X+Y)"=2(2XY —-2°) >0 (X=Y)"+22° >0

S2X+Y)P=32XY —-ZH)(X+Y+1)=0.

Une équation cartésienne de I est 2(x +y)3 — 3(2xy —z?)(x +y + 1) =0.

d) Soit M = (x0,Yo,z0) = (%0, Yo, F(x0,Yo)) un point de S.
Puisque F est de classe C! sur R?, on sait qu’une équation du plan tangent & S en Mg est
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2= 20+ o ((x0,yo))(x — x0) g—:((m,yomy —yo) = (3 + y3 — 3xouo) + 306 — vo) (x — xo) + 3(y3 — x0)(u — o)

= 3(x§ —Yo)x + 3(yé — X0y — 2x8 — 2y8 + 3x0Yo-

Une équation du plan Py tangent & S en Mo = (x0, Yo, F(x0,Yo)) est
z=3(x§ —yo)x + 3(y3 — x0)y — 2x3 — 2y3 + 3xoVYo.

De plus,

X5 —yo =0 Yo =x}
Po || (xOy) & 9 & P L Exp=yo=0ouxp=yo=1& Mo =(0,0,0) ou My = (1,1,-1).
Y5 — Xg — X0 =0

Po est horizontal si et seulement si Mg = (0,0,0) ou Mgy = (1,1, —1).

EXERCICE 3

1) a) Rappelons le théoréme de dérivation sous le signe somme (formule de LEIBN1Z).
Soient I et J deux intervalles de R et f : (x,t) — f((x,t)) une fonction & valeurs réelles ou complexes définie sur I x J et
dérivable par rapport & x. On suppose que :

of
- pour tout x de I, les fonctions t — f((x,t)) et t — a—((x, t)) sont continues par morceaux et intégrables sur J;
X

. of .
- pour tout t € J, la fonction x — a—((x,t)) est continue;
X
- il existe une fonction positive ¢, continue par morceaux et intégrable sur J, telle que pour tout élément (x,t) de I x J,
of
RIS
X

Alors, la fonction g : x +— J' f((x,t)) dt est de classe C! sur I et
J

vx €1, g’(x) _J] %((x,t)) dt.

T
Soit alors a un réel strictement positif donné. Considérons f : [—a,a] x [0, E]
(x,t)

] =10, g]) f admet sur [—a, a] x [0, g] une dérivée partielle par rapport a x et pour ((x,t)) € [—a, a] x [0, ;],

- R (ainsi, I = [—a,a] et
— exsin(t)

ﬁ((x,’c)) = sin(t)exsin(V),
0x
- pour tout réel x € [—a, al, les fonctions t — e*s"(t) et t — sin(t)e**™(Y) sont continues sur le segment [0, ;] et en
particulier
continues par morceaux et intégrables sur ce segment ;
- pour tout réel t de [0, g], la fonction x — sin(t)e**™Y) est continue sur [—a, al ;

s
2"

%((x,t))‘ = |sin(t)[e*sn(V) < [sin(t)[exsnV < e = (1),

- pour (x,t) € [—a,a] x [0,

s
ol @ est une fonction continue par morceaux et intégrable sur [0, z] (car constante).

D’aprés le théoréme de LEIBNIZ, pour tout réel a > 0 g est de classe C' sur [—a, a] et donc g est de classe C' sur R. De
plus, la dérivée de g s’obtient par dérivation sous le signe somme.

/2

g est de classe C! sur R et Vx € R, g’(x) = J sin(t)e*s(Y) qt.
0
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T s s
b) La fonction t — sin(t) est concave sur [0, E] car deux fois dérivable et de dérivée seconde négative sur [0, 5 , z],
s
—sin(t) < 0). On sait alors que son graphe sur [0, z] est au-dessous de sa tangente en (0, 0) et au-dessus de la corde joignant

I(vtel0

les points (0,0) et (Tz[, 1). On a montré que

vt € [0, g]. t > sin(t) >

Ay

T 2t .
¢) Soit x €] — 00, 0[. Pour tout réel t € [0, E]’ on a sin(t) > — et donc e*sn(t) < e2t/7 Par croissance de I'intégrale, on

a alors

/2 ) T "2
g(x) = J exsin(t) q¢ < J 22t/ Gt — {ZEeth/n} _ E(ezx ).
0 0 X 0 2x

s 2t )
Soit x €]0, +oco[. Pour tout réel t € [0, z], on a sin(t) > - et donc e*sin(t) > e2t%/7 Par croissance de 'intégrale, on

a alors

/2 U X
g9(x) =J exsin(t) gt > J 2e20/m gt T ex — 1) < T8
0 2x 2x

X

¥x €] — 00,0[, g(x) < =
2x

et Vx €10, 400, g(x) > —-(e2x —1).
2x

e meX
d) ¢ Etude en —co. Pour x < 0, on a 0 < g(x) < S et comme lim —— = 0, le théoréme des gendarmes permet
X x— —00 2X
d’affirmer que lim g(x) =0.
X— —00

X me™ . e .
e Etude en +oo. Pour x > 0, on a M > ——. Comme lim 5 = +oo d’aprés un théoréme de croissances comparées,
X 2x x— 400 2X
. oglx) - . B
ona lim —— =400 et en particulier, lim g¢g(x) = 4oco.
X— +00 X X— +00

s .
e) Pour tout réel x et tout t € [0, z], on a sin(t)e*s™(Y) > 0. Par suite, pour tout réel x, on a

7t/2 )

g'(x) = J sin(t)e*s(Y at > 0.
0

g est donc croissante sur R.

Allure du graphe de g.
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2) a) Soit t € [0, g]. Pour tout réel x, on a

. i sin™(t)
f((x,t)) = exsin(t) — Z n

b) Théoréme d’intégration terme a terme. Soit (fn)neny une suite de fonctions a valeurs dans R ou C, définies,
continues par morceaux et intégrables sur un intervalle I de R. On suppose que la série de fonctions de terme général f,,

+o00
converge simplement sur I vers une fonction f = Z fn, continue par morceaux sur I.
n=0
+o00
Si ZJ' [fn(t)| dt < 400, alors
n=0"1

e la série numérique de terme général J fn(t) dt converge;
1
e f est intégrable sur I;

+00 +00
. J <Z fn(t)> dt = ZJ fn(t) dt.
I n=0

n=0"1!

i sin™ tx™
Soit x € R. Pour t € I = [0, E]’ posons T, (t) = — La série de fonctions de terme général f,, converge simplement

sur I vers la fonction t — e*5*(Y) qui est continue par morceaux sur I. De plus,

+o0 +o0 /2 n 71/2 +oo
Ix[™ (™ \X\ T [x|™ i
fa(t)dt=) ——| sin" dt< == e < foo.
/2 s M n
sin tx

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, la série numérique de terme général J' —l dt converge et de
0 .

plus

/2 n/2 [+% . n.on too n pm/2
sin” tx X
Xx) = exsin(t gt = J — | dt= —J sin™(t) dt.

Ainsi, la fonction g est développable en série entiére sur R et de plus

+oo

W.
Vx € R, g(x Zanx ounvneN, a, =
n

n=0

c) Comme 4 la question 1)a), g’ est de classe C' sur R d’aprés le théoréme de LEIBNIZ ou encore g est de classe C? sur
R et pour x € R,

™29 . /2 _
9"(x) = J —(sin(t)exsnV)) dt = J sin?(t)e*sin(t) ¢,
0 ox 0

Par suite, pour x € R,

/2 /2 /2 ‘
—cost (00 at = [ (—con(t)) x (xcos(t)e ) .

0

xw%m—gunzxj

(sin?(t) — 1)e*s™) qt = XJ
0

0

t)

. T
Maintenant, les deux fonctions t — —cos(t) et t — ¥t sont de classe C! sur [0, z]. On peut donc effectuer une

intégration par parties et on obtient

/2
x(g”(x) — g(x)) :J (—cos(t)) x (xcos(t)e*s™(V)) dt

/2 /2 )
[~ costjexsnt) at] ,J sin(t)e* (V)
0 0

=1-g'(x).
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Finalement,

Vx €R, x(g"(x) —g(x)) +9'(x) =1.

d) On sait que la somme d’une série entiére est indéfiniment dérivable sur son intervalle ouvert de convergence et que les
dérivées successives s’obtiennent par dérivation terme & terme. Par suite, pour x réel,

+o0 +o0 +o0
x(9"(x) = g(x)) + 9'(x) =x <Z nn—Tax™?— Z amc“) + ) napx™!
=1
= Z )+ n)anx™ Z anx™

+oo +oo +oo +o00
W W, W, W,
2''n X 1 non+1 _ n n—1 _ n n+l
+o00 +00
Wn+1 Wi Tl+ ” n+1 — Wi 1
:Z(n+1)—n! Xn_Zi(n—])! x™ W1+Z oy x™.
n=0 n=1 n=1

Par unicité des coefficients d’une série entiére, on peut alors écrire

M+ 1DWni1 —nW,

Yx €R, x(g”(x) —g(x))+g’'(x) =1=Wj =1et ¥n € N*, o

S W =TetVne N, Wopg = o
n+1

On a montré que

n
W1—1etVn€N Wn+]—j

Retrouvons ce résultat & I'aide d’une intégration par parties.
s
Soit n € N*. Les deux fonctions t — —cos(t) et t — sin™(t) sont de classe C' sur [0, z]. On peut donc effectuer une

intégration par parties et on obtient

7t/2
Wit :J sin(t) sin™(t) dt
0
/2 /2
(—cos(t)) x (ncos(t)sin™ ' (t) dt = nJ' cos?(t) sin™ ' (t) dt
0

= [—cos(t) sin“(t)]g/2 — J'

0

/2
= nJ (1 —sin?(t)) sin™ ' (t) dt = n(Wn_1 — Wii1).
0

Ainsi, Wni1 =n(Wn_1 —Whi1) puis (n+ 1)Wy 11 = nW,,_1 et finalement on retrouve :

n
v N*, W. = —W,_
ne N7, Wi T n—1

e) Soit h(x) = Z b, x™ une série entiére dont le rayon R est supposé a priori strictement positif. Pour x €] — R, R[, on a
+o0 +oo +o0
x(9"(x) — g(x)) +9'(x) =x ( 2 nin1ee -3 an“> PR
n=2

+o00

+o0 +00
Z nn—1)b Z box™t! + Z nbx" ! = Z n2bx™ ! — Z bx™!
n=0

3
Il

I
Mz

(n+1)?bnix” an x" —b1+Z (N +1)%bns1 —bng)x"

3
Il
o
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Par unicité des coefficients d’une série entiére, on a alors

+00
h solution de (E) sur] — R, R[& Vx €] = R,R[, by + Y ((n+1)?bn1 —bn 1)x™ =1
n=1
Sbr=letvne N (n+1)?bryg —bn1 =0
. 1 1 1
&S by =TletVp eN by, = e X e X ... X 2x1)2 x bo
. 1 1 1
et Vp € N¥| Zp 1 1)2 X p—1)2 ><...><3—2><b1
T B (2p) x 2(p—=1)) x ... x 2)?
SV EN, bap = Sz lo et VP €N bop it = T e G X Zp — T x . x 3 % 212
BVpEN, by = by et Vp €N, bapay = 2P
En résumé, sous 'hypothése R > 0,
227 (p)?

h est solution de (E) sur ] —R,R[& Vp € N, by, = sboet Vp €N, bypiq =

1
22 (p!) (Zp+ 112

Il reste a déterminer le rayon de convergence des séries entiéres obtenues. Tout d’abord, pour tout réel x et tout entier
naturel p,

(x*)P

X2 < |bo —
p!

1
|b2pX2p| = |b0|22p7

(p!)?

(x*)P

2 2 P 2 P
est une série convergente (de somme [bgleX"), la série de terme général by, x*P

Comme la série de terme général |bo|
convergence pour tout réel x (et tout choix de by).
Soit maintenant un réel x non nul donné. Pour p € N*,

W20 ()2 (2p-1)2 42412 P(p 1)

2 ST ez S (pa 2 Y T e+ )2 P2+ )2

‘b2p+1x
b2p—1 XZp—]

Cette derniére expression tend vers 0 quand p tend vers +oo. La régle de d’ALEMBERT permet alors d’affirmer que la
série de terme général bszzp converge pour tout réel x. Finalement, toutes les séries entiéres obtenues ont un rayon de
convergence infini ce qui valide les calculs précédents sur R.

Les solutions de (E) développables en série entiére sur R sont les fonctions de la forme

+o0 1 +o0
2p
X = A Z ZZP(pI)ZX +
p=0

2217 (p')z 2p+1
2 Gpenme P MER

f) Sur lintervalle R , ’équation (E) s’écrit encore

1 1
y'+ -y —y=—.
X X
. 1 : . :
Comme les fonctions x — — et x — —1 sont continues sur R , on sait que les solutions de (E) sur R sont de la forme
X

x = fo +Af + ufz, (A ) € Rz,
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ot fo est une solution particuliére de (E) sur R7 et f1 et f sont deux solutions indépendantes de I’équation homogéne
associée xy” +y’ —xy = 0.

3) Soient a < 0 puis x € [a,0]. Pour tout réel t de [0, g], on a

2t .
— <sin(t) <t,
7T

et donc

ext < e* sin(t) « 2xt/m (puisque x < O)

Par croissance de l'intégrale, on a alors

et donc

nx/zi] x 1
vx € [a,0l, £ < g(x) < T
X 2 x

Maintenant, les deux membres extrémes de cet encadrement sont des fonctions intégrables sur [a, O[ car continues sur [a, O[

T
et prolongeables par continuité en 0 (ces deux fonctions tendent vers 5 quand x tend vers 0). Par intégration, on obtient

0 ,mx/2 _ 0 0 ox _
Vae]—oo,O[,J' !dng' g(x) dxﬁEJ ‘ " ! dx.

a

X 2

a a

Maintenant, la fonction g est (continue et) positive sur | — 0o, 0]. Par suite, g est intégrable sur | — 0o, 0] si et seulement
0

si la fonction a — J g(x) dx est majorée sur R™.
a

me* —1 1—e*
Mais la fonction x — 5 = est continue et positive sur | — 0o, 0[, prolongeable par continuité en 0 et
X —x
1 e —1
négligeable en —oo devant — d’aprés les théoremes de croissances comparées. On en déduit que la fonction x — 3
X X

est intégrable sur ] — oo, O[ puis que

0 0 x _1 0 x _ 1
Va<O,J g(x)dxggl[ € dx<§J' ex dx < 400,

a a X

et donc

g est intégrable sur R™. I

4) a) Soit x € R. La fonction @, : t f((x,t)) = e¥"(t) est 2m-périodique et de classe C' sur R. D’aprés le théoréme
de Dirichlet, la série de Fourier de la fonction @y converge simplement (et méme normalement) sur R vers la fonction @y.

b) Pour k € Z, dyx(x) est le coefficient de Fourier complexe d’indice k de la fonction @y. Puisque la fonction @y est
2m-périodique et continue par morceaux sur R, la formule de Parseval nous permet d’écrire

die ()] :—J o (1) dt.
k:Zﬂ)o 27 ),

¢) Soient x € R et k € Z. Pour t € [0, 271],

too . n n,—ikt
. sin™(t)x"e
—ikt
f(x,t)e = E —
n=0

Pour neNettel0,2n], ona

sin™(t)xme ikt [x|™

n! nl’
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-, . X 1 i, . .
Comme la série numérique de terme général —- converge, on en déduit que la série de fonctions de terme général
n!
sin™(t)x™e ikt

o converge normalement sur [0, 27r]. On peut donc intégrer terme a terme et on obtient

1 (2" (& sin™(t)x™ ikt LIRS Mgy a—ikt
dk(X) = E JO <Z T e dt = E Z FJ'O sin (t)e dt.

n=0 n=0

d) Soient n € N et k € Z.

. Jzn

0

27 i B
Or, J etZp—k—mJt g¢ — Osi k 72p—n . Donc,
0 2nsik=2p—mn

27
ler cas. Si k n’est pas élément de {—n,—(n —2),—(n—4),...,n—4,n — 2 n}, toutes les intégrales J etZp—n—kJt gq¢
27t ) 0
sont nulles et dans ce cas, sin™(t)e ™kt dt = 0.
0
2 éme cas. Sike{-n,—(n—2),—(n—4),...,n—4,n—2 n}, on peut poser k = 2pp —n pour un certain po € [0,n].

On a alors

27 et 1 n 27 " )—2p)t C‘ﬂo 27 (2 Ot ZWCEO
in™(t)e It dt = CP | elln—k=2mt g — U2po—n—k)t gy — .
[, sumoe @ i, e @y © 20"

Déterminons alors une expression de dy(x).
Soit k € N. D’aprés ce qui précéde, pour n € N donné,

27
J sin™(t)e "t dt £0& Ip € [0,n]/ n=2p —k (x).
0

La condition (*) impose —k < n < 2n — k et donc n > k. La condition (*) impose aussi & n d’avoir la parité de k ce qui
montre que n est de la forme k + 2m, m € N.

k

Réciproquement, sin = k+2m, m € N, alorsp = % — k+m est un entier naturel vérifiant 0 < p = k-+m < k+2m =n
et donc (x) est vérifiée.
Ainsi, pour k € N,

1 = x™ 27 . 1 T xk+2m 27 .

de(x) = 5= —J sin™(t)e ™t dt = — 7J Sin*t2m () ekt g
2m =l Jo 21 &= (k+2m)! J,
n=0 m=0
_ 1 & xkIm 2nCEt _ ’i" xk+2m
2r = (k4 2m)! (2i)k+2m =kt m)Iml(2i)kF2m

Si maintenant k € Z* ,

ka+2m

(—k + m)!lm!(—2i)—k+2m’

+o00 1

-3 e ()
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