SESSION 2007 E3A

Epreuve de Mathématiques B PSI

Exercice 1

Partie A Utilisation de méthodes algébriques.

1

— X’
X7 ]loo

1° a) Puisque M n’est pas inversible, KerM # {0} et il existe X’ # 0 tel que MX’ = 0. Mais alors, le vecteur X =
est un vecteur de KerM tel que ||X|l = 1.

n
b) Soit i € [1,n] un indice tel que |xi| =  max [xk| = 1. Puisque MX = 0, on a en particulier Z mi j%; et donc
n
<k< =

\
Imi il = Imiixil = |— Z mi x| < Z my x| < Z Ima sl | Ixil = Z Ima -

j#i j# j#t j#t

He[,n]/ miil < Z Im .
j#AL

2° On développe det(N — Al ) suivant sa derniére colonne et on obtient

n—1 n—1
det(N = ALy) = (a1 = A (A" 4 3~ (—anir-)Ai = (DAY + @A™+ Y (D ang i),
i=i i=1
A 0 0 0 0
X
0
N ) . X x —=A 0 0 ) . . .
ou A; est un déterminant de la forme « 1 e —A étant écrit 1 — 1 fois. On a ainsi
0
: X
X x 0 0 1
Ai = (—A)'71 et done
n—I1 )
det(N —ALy) = (=) (A™ 4+ a1 AT + Z A1 AT (DAY + AT+ aA 2 4 L 4 an) = (—1)MP(A).
i=1

VA € C, det(N —AL,) = (—1)"P(A).

3° On a P(z) = 0 et donc la matrice M. = N — zI,, n’est pas inversible. D’aprés la question 1° b., il existe 1 € [1,n] tel
que [mii <) |mygl.
j#L
Sii=1, on obtient | — z| <|— an| et donc |z] < |an| < 14+ max |ayx|.
1<k<n
Sii=mn, onobtient | —a; —z| < Tetdonc 1 <|z|—|ay| puis |z] < T+ ]a1| <1+ | max |ai/.
n

Si2<i<n-—1 onobtient | —z| <14+|—ans1_il et donc |z| < T+ |ant1-4] < 1+ :I<nkai( |ail|.
SKsS”M

Dans tous les cas, on a |z] < 14+ max |ag].
1<k<n

SiP(z) =00uP=X"+a ;X" "+ ...+ an_1X+ an, alors |z| <1+ max |agl.
1<k<n
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Partie B Utilisation de méthodes analytiques.

1° a) g est strictement croissante sur ]0,4+o00[ en tant que somme de fonctions croissantes sur ]0, +oo[, 'une d’elles étant
strictement croissante sur |0, +oo[ (puisque I'un des a; est non nul).

b) Puisque la fonction g est continue et strictement croissante sur ]0,+oo[, g réalise une bijection de ]0,+ool sur
] liI(r)l+ g(x), lir+n g(x)[=] — 0o, 1[ (car les a; ne sont pas tous nuls). En particulier, il existe un réel strictement posi-
xX— xX— 400

tif to et un seul tel que g(to) = 0.
Maintenant, pour t > 0, on a Q(t) =t™g(t) et donc, pour t >0, Q(t) =0 & ¢g(t) =0.

il existe un réel strictement positif to et un seul tel que Q(to) = 0.

2° Si z est nul, on a |z] <ty < «. Sinon, on a |z| > 0.

Dans ce cas, I'égalité P(z) = 0 fournit z" = —a;z™ " — ... — an_1z — an. On en déduit que |z™ < |aq|lzZ™ " + ... +

lan_1llz] + lan| puis Q(Jz]) < 0 et enfin g(|z]) < 0 = g(to). g étant strictement croissante sur ]0, +oo[, on obtient encore

une fois |z] < to < .

3° Posons M =  max lax| puis « =14+ M. On a Q(a) = (1 + M)™ — (Iaﬂ(] +MIVT L a1 l(T+ M) + |an|).
SKsn

Maintenant, puisque les a; ne sont pas tous nuls, ona « =14+ M > 1 et donc

(14+M)" -1

gl (T+ M) T+ lanal(T+M) +Han SM(T+M)M T+ + (14 M) +1) =Mm

=(1+M)" -1
<(T+M)™.

Ceci fournit Q(a) > 0 ou encore g(a) > 0. On en déduit que |z| < & ou encore

SiP(z)=00a P=X"4+a ;X" "+ ...+ an_1X+ an, alors |z| < 1+ max |agl.
1<k<n

Exercice 2

Partie A.

1° Supposons T # 0.
@ est continue sur le segment [0, |T|] et donc bornée sur ce segment. Mais alors ¢ est bornée sur R par T-périodiciteé.

2° @ est T-périodique et donc Vx € R, @(x + T) = @(x). En dérivant cette égalité, on obtient Vx € R, @’(x +T) = ¢’(x)
ce qui montre que ¢’ est T-périodique.

3° Montrons que Py, est un sous-groupe de (R, +).
o Vx € R, @(x+0) = @(x) et donc 0 € Py,.
e Soit (t,t') € (P, )?. Pour tout réel x, on a

px+t—t)=px—-t)=0((x—t')+t') = @(x),

et donc t —t’' € Pg,.

On a montré que

P, est un sous-groupe de (R, +).

Partie B Etude des sous-groupes de (R, +).

1° Puisque G n’est pas réduit a {0}, G contient un réel x non nul. Puisque G est un sous-groupe de (R, +), G contient
aussi —x. Mais alors I'un des deux réels xou —x est strictement positif et est élément de G. Ainsi,

GNJ0, +00l+ @. I

2° GNJO, +oo[ est une partie non vide et minorée de R et admet donc une borne inférieure. Donc a existe.

a) i) Supposons que a ¢ G. Par définition de a, Ve > 0, Ix € GNJ0,+o0l/ a < x < a + ¢. Puisque a ¢ G, on a plus
précisément
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Ve >0, dx € GNJ0, +ool/ a <x < a+¢.

En particulier, pour e =a > 0, It; € G tel que a < t; < 2a puis pour e =t; —a >0, It € G tel que a < t; < t1 < 2a.
Mais alors, le réel t; — t; est dans G car G est un sous-groupe de (R,+) et vérifie d’autre part 0 < t; — t2 < a. Ceci
contredit la définition de a et il était donc absurde de supposer que a ¢ G.

ii) Puisque a € G, G contient encore a + a = 2a, a + a + a = 3a et plus généralement par récurrence les na, n € N*. G
contient aussi 0 = Oa et les opposés des na, n € N*. Finalement, G contient les na, n € Z et donc

aZ C G.
X
Inversement, soient x € G puis n =E (—) € Z. Puisque aZ C G, na € G puis x —na € G. Mais
a
X X
n:E(—) s>n<—<n+l=ana<x<na+a=0<x—na<a.
a a

Ainsi, x —na € GN [0, a[= {0} et donc x =na € aZ. On a montré que G C aZ et finalement

Si inf(GNJ0, +oo[) = a > 0, G = aZ.

b) Supposons que inf (GNJ0, +oo[) = 0 et montrons que G est dense dans R.
Pour cela, montrons que Vx € R, Ve >0, 3g € G/ [x — ¢g| < ¢.

Soient donc x € R et € > 0.
Puisque inf(GNJ0,+oo[) =0, 3y € G tel que 0 <y < ¢. Soient n = E (5) €Zpuisg=ny.OnageiGet

X X
n_E<g>:>n§g<n+1ény <x<nmy+y=0<x—g<y=0<x—g<e

On a montré que

Si inf(GNJ]O, +oo[) =0, G est dense dans R.

Partie C Etude des solutions périodiques de (E¢) dans trois cas simples.

1° Si (E¢) admet une solution T-périodique y, d’apreés la question 2° de la partie A, y’ puis y” sont T-périodiques. On en
déduit que f =y” — 2y’ + 2y est T-périodique.
Par suite, si f n’est pas périodique, (E¢) n’admet pas de solution périodique.

2° L’équation caractéristique associée a (Eq) est z2 —2z+ 2 = 0. Cette équation admet pour solution les nombres 141 et
1—1. On sait alors que les solutions sur R de (Eq) sont les fonctions de la forme y : x — eX(Acosx 4+ psinx), (A, n) € R2.

Si une telle fonction y est périodique, cette fonction doit étre bornée sur R d’aprés la question 1° de la partie A. Ceci

“+2n71)

T
impose en particulier aux suites (y(2n7))nen = A€ nen et (y(z +2n71) ) nen = plez nen d’étre bornées et donc

impose A = 1 = 0. Comme d’autre part, la fonction nulle admet n’importe quel réel pour période,

la fonction nulle est la seule solution périodique de (Eop),

3° Cherchons une solution particuliére de (E.) sous la forme y(x) = Acosx + psinx. Pour tout réel x, on a

y”(x) — 2y’ (x) + 2y(x) = (—Acosx — usinx) — 2(—Asinx + pcosx) + 2(A cosx + psin x)
= (A —2p)cosx + (2A + u) sinx.

Puis

1

lution de (Ec) sur R & Au=1 »s &VxeR ()—1( sx — 2sinx)

Y solution de c) sur Adp=0 __% X ,yx—scowc sSmx).
5
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1
Une solution particuliére de (E.) sur R est donc la fonction x +— g(cosx — 2sinx). On sait alors que la solution générale

de (E.) sur R est somme d’une solution particuliére de (E.) sur R et de la solution générale de (Ep) sur R.

1
Les solutions de (E.) sur R sont les fonctions de la forme x — e*(Acosx + psinx) + g(cosx —2sinx), (A, n) € R?.

Maintenant, si une telle solution est périodique, elle est bornée sur R. Or, une telle solution est bornée sur R si et seulement

1
si la fonction x — e*(Acosx + pusinx) est bornée sur R (car la fonction x — g(cosx — 2sinx) est bornée sur R) ce qui

équivaut d’aprés la question précédente & A = n = 0.

Réciproquement, la fonction x — g(cosx — 2sinx) est 2m-périodique et donc

1
(Ec) admet une solution périodique et une seule & savoir la fonction x — g(cosx — 2sinx).

Partie D
1° a)

i) Pour x € R,
z2"(x) =22 (x) + 2z(x) =y" (x +T) =2y’ (x + T) + 2y(x + T) = f(x + T) = f(x),

et donc

z est solution de (E.) sur R.

ii) Si y est T-périodique, alors y = z et en particulier y(0) = z(0) = y(T) et y'(0) = 2'(0) =y'(T).

Réciproquement, supposons que y(0) =y(T) et y’(0) =y’(T) et posons yo = y(0) et y) = y’(0). Puisque f est continue
sur R, le théoréme de CAUCHY permet d’affirmer que y est la seule solution de (E.) sur R te lle que y(0) =yo et y'(0) = y{.
Comme z est solution de (E.) sur R et que z(0) = y(T) = y(0) = yo et 2/(0) = y'(T) =y’(0) =yg, on a y = z ce qui
signifie que y est T-périodique.

y est T-périodique si et seulement si y(0) =

b) f est périodique et admet donc au moins une période non nulle que I'on note T.
On sait que les solutions de (E¢) sont les fonctions de la forme y : x +— e*(Acosx + psinx) + fo ou fp est une solution
particuliére de (E¢) sur R et (A, nu) € R2. Maintenant,

y(T) =y(0) e"(Acos T+ usinT) + fo(T) = A+ f5(0)
TV eT(A+wcosT + (<A + ) sinT) + £4(T) = A+ p + fo(0)
AeTcosT—1) +pelsinT = f5(0) — fo(T) S
A AeT(cosT—sinT) —1) + u(eT(cosT+sinT) — 1) = £o(0) — f5(T) (S)

Le déterminant A de ce systéme est

el cosT—1 elsinT

e"(cosT—sinT)—1 el(cosT+sinT) —1

’ =(e"cosT—1)(e"(cosT+sinT) —1)—e'sinT(e' (cosT—sinT) —1)

=e?T —2eTcosT+1=(e" —cosT)>+1—cos® T
=(e" —cosT)? +sin’T.
Maintenant, si A = 0 alors sinT = e’ —cosT = 0 puis sinT = 0 et e’ = £1 ce qui impose e’ = 1 et donc T = 0.
Comme T # 0, on a donc A # 0. On sait alors que le systéme (S) admet un et un seul couple solution (A, i) ou encore,
d’aprés la question précédente, I’équation (E¢) admet une solution T-périodique et une seule et donc au moins une solution
périodique.

(E¢) admet une solution périodique.
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2° a) Supposons que P¢ est dense dans R.

1
i) Soit x € R. Puisque P¢ est dense dans R, ¥n € N*| 3T, € P¢/ [x — T,,| < —. En particulier, la suite x — T;; tend vers 0.
n

Maintenant, chaque T,, étant une période de f, Yn € N*| f(x —T,;) = f(x) ou encore la suite (f(x — T,))nen+ est constante.
Cette suite converge donc vers f(x). Par continuité de f en 0, on a alors

n— +o0 n— o0

f(x) = lim f(x—Ty) :f( lim (x—Tn)) = f(0).

Ainsi, ¥x € R, f(x) = f(0) et donc f est constante.

Si f est continue sur R, périodique et si P¢ est dense dans R, alors f est constante.

C
ii) Supposons que f est une constante C. L’équation (E¢) admet alors la solution particuliére x — 5l et donc les solutions

C
de (Ef) sur R sont les fonctions de la forme x — e*(Acosx + psinx) + 3 De méme qu’a la partie C, la seule solution

C
de (Ef) bornée sur R est la solution correspondant & A = p = 0 & savoir la fonction x — 5 Comme cette fonction est

périodique, on a montré que

Si Ps est dense dans R, (Ef) admet une solution périodique et une seule.

b) Supposons que P = aZ avec a €]0, +ool.

(i) D’apres la question 1° de la partie C., puisque (Ef) admet une solution Ty-périodique, f est Ty-périodique ou encore

Ty € P¢. De méme, T, € Ps.
T et T, sont des éléments de Ps. I

ii) Choisissons une période strictement positive Ty de y; et une période strictement positive T, de yz. Ty et T, sont dans
P¢ = aZ et il existe donc deux entiers naturels non nuls kq et k, tels que Ty =kja et T, = k;a.
Soit T =kikaa. Alors T =k;,T; et donc T est une période de y1. De méme T = k; T, et donc T est une période de y;. On

a montré que
Y1 et Yz possédent une période commune. I

iii) y2 —y1 est une solution T-périodique de (Ep) avec T # 0. D’aprés la question 2° de la partie C, on a y —y; = 0 ou
encore Y1 = Yz ce qui montre de nouveau 'unicité d’une solution périodique de (Eg).

Si P¢ = aZ, a > 0, (Ef) admet une solution périodique et une seule.

Partie E Détermination de la solution périodique de (E¢) dans un cas particulier.

1° Graphe de f
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f est continue sur R et 2m-périodique. On peut donc calculer ses coefficients de FOURIER. f est paire et donc Vn € N*|
2 s
bn(f) =0 puis, pour n € N, a,(f) = 7—TJ' f(x) cos(nx) dx.
0
2 (™ 2md 2m?
e ap(f) = —J' x? dx = L l.
7)o T3 3

e Soit n > 1. Deux intégrations par parties fournissent

anl) = 2 [ w2 costrx) ax = 2 [XzM] S
s 4 n o
= iJ x(—sin(nx)) dx = — {XM} _ iJ' M dx
n7 Jo nmw n o 1o n
G D G
"t o on . n?

Maintenant, la fonction f est continue sur R, de classe C' par morceaux sur R. D’aprés le théoréme de DIRICHLET, on
sait que la série de FOURIER de f converge vers f sur R et que cette convergence est normale.

il ++i(a (f) cos(nx) + bn (f) sin(nx)) =
2 " ) _

n=1

vx € R, f(x) =

n2

1
2° Soit x € R. Quand n tend vers +o00, u,(x) = O ( ) =0 (F) On en déduit que la série numérique de terme

nZ x n4
général u, (x) converge. On a montré que

la série de fonctions de terme général u,, converge simplement sur R. I

Montrons que S est de classe C? sur R.

e Chaque u,, est de classe C2 sur R et pour x € R et n € N*,

4=

T2t 1 4) (—m2)((2 — n?) cos(nx) — 2n sin(nx)).

(~n(2— n2) sinfrx) — 202 cosfnx) et uf(x) = 1

un(x) =it

e Soit n € N*. Pour x € R,

4n(24+n?)+2n?) _45n3) 20

un (%)) < oy < 6 3
et
| )|<4n2((2+n2)+2n) <4n2(5n2) 20
ul (x =
e ne -~  n n?
Puisque les séries numériques de termes généraux — et — convergent, on en déduit que les séries de fonctions de termes
n n

généraux uj, et u)l sont normalement et donc uniformément convergentes sur R.

En résumé,
2

. . L . . T
- la série de fonctions de terme général u,, n > 1, converge simplement sur R vers la fonction S — ra

- chaque un, n > 1, est de classe C? sur R,

- les séries de fonctions de termes généraux u;, et u)] convergent uniformément sur R.
2

D’aprés une généralisation du théoréme de dérivation terme & terme, S— — est de classe C2 sur R et ses dérivées premiére

et seconde s’obtiennent par dérivation terme a terme. Il en est de méme de S.

S est de classe C2 sur R. I
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3° Pour x € R,

S”(x) —28'(x) + 2S(x) = (S"(x) + 2S(x)) — 2S"(x)

+o00 n
= %2 + Z nj((rj:l— ) ((2 —1n?)((2—n?) cos(nx) — 2nsin(nx)) — 2(-n(2 — n?) sin(nx) — 2n? cos(nx)))

:ﬂ_2+ZTIMi(n +4) cos(nx) = % g cosnx) f(x).

3 2(n* +4)

Donc, S est une solution de (Ef) sur R. De plus, S est 27m-périodique. D’aprés la partie précédente, on sait que

S est 'unique solution périodique de (Ef).

4° Déterminons une solution particuliére de (E¢) sur [, 7] de la forme y : x — ax? + bx + c. Pour x € [—m, 7,

y”(x) =2y’ (x) + 2y(x) = (2a) —2(2ax + b) + 2(ax? + bx + ¢) =2ax? + 2(b — 2a)x + 2(c — b + a).

Ensuite,
1
2a=1 a=3
Vx € [—m,ml, y”(x) —2y’(x) + 2y(x) =x* & { b—2a=0 s b=1 .
c—b+a=0 ]
2

1
z(xz + 2x + 1) et donc les solutions de (E¢) sur [—7, 7] sont les

1
fonctions de la forme x +— e*(A cosx + nsinx) + z(x2 +2x+1), (A, ) € R%.

Une solution particuliére de (E¢) sur [—m, 7 est x —

Ainsi, (A, 1) € R? tel que Vx € [—m, 7, S(x

—

1
= e*(Acosx + usinx) + z(x2 +2x+1).

L’égalité S(—m) = S(7) fournit e ™ (—A) + %(ﬂz —2n+1) = e™(=A) + %(7‘[2 + 2+ 1) puis 2Ash 7t = 27 et finalement
7
shm’
L’égalité S’(—7t) = S'(n) fournit e ™" (—(A+ ) —mt+ 1 =¢e™(—(A+ u)) + ©+ 1 puis 2(A + n)sh7t = 27 et finalement
7

Vx € [—m, 7, S(x) = Lex cosx + l(xz +2x+1).
sh 7t 2

En particulier, pour x = 0, on obtient

et donc

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



