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Epreuve de Mathématiques A MP

Questions de cours et exemples.
1. Un polyndéme annulateur de f est un polynéme P tel que P(f) = 0.
2. (J¢,+,.) est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel (K[X], +,.) et (J¢, +, x) est un idéal de 'anneau (K[X], +, x).

3. Le polynéme minimal 7t¢ de f est 'unique générateur unitaire de 'idéal principal J¢ c’est-a-dire
e 71¢ est non nul et unitaire;
o i¢(f) = 0;
e VP € K[X], (P(f) = 0 = m|P).

4. e Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON affirme que x¢(f) = 0 et donc le polynoéme caractéristique x¢ de f est élément
de J¢ ce qui montre que J¢ est un idéal de K[X] non réduit a {0}.

e On sait que anneau (K[X], 4+, x) est un anneau principal et donc I'idéal non nul J¢ est engendré par un certain polynéme
unitaire ce qui montre ’exsitence de 7t¢.

5. 5.1.
101 0 101 0 20 2 0 101 0
1o 1 01 1o 1 01 1o 2 0 2 1101 0 1
2 __ _ _ _ _ _
Mi=sl 1010|3101 0| 2l2020|3]101 0™
01 0 1 01 0 1 02 0 2 01 0 1

Mais alors, par récurrence,

vk € N*, Mk = M.

5.2. Le polynome X2 — X = X(X — 1) est donc un polynéme annulateur de f. 7t; est un diviseur unitaire de ce polynome
et donc 'un des trois polynomes X, X — 1 ou X(X — 1). Mais on a f # 0 et f — Id # 0. Donc les polynémes X et X — 1 ne
sont pas annulateurs de f. Finalement

¢ :X(an.

6. 6.1. Les solutions sur R de 1’équation homogene y” +y = 0 sont les fonctions de la forme x — Acosx + psinx,

1
(A, ) € R?. D’autre part, la fonction x +— 7 chx (resp. x — EShX) est une solution particuliére sur R de I'équation

différentielle y” +y = chx (resp. y” +y = shx). Donc

1
Les solutions de ’équation y” +y = ch x sont les fonctions de la forme x — 5 chx + Acosx + usinx, (A, ) € R2.

1
Les solutions de ’équation y” +y = shx sont les fonctions de la forme x +— 5 shx + Acosx + pusinx, (A, p) € R2.

6.2. Soient f une fonction de classe C* sur R puis g = f+f”. g est de classe C2 sur R et g” = f*) +f” puis g’ —g = () —f.
Par suite,

f solution de (Hy) & f*) —f=0& g” —g=0 (Ha).
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6.3. Les solutions de (H,) sur R sont les fonctions de la forme x — Achx + ushx, (A, n) € R2.

6.4. D’aprés la question 6.2., f est solution de (H;) si et seulement si g”+g = 0 si et seulement si I(A, u) € R?/ ¥xInR, f”(x)+
f(x) = Achx + pshx.

Soient donc A et u deux réels. Une solution particuliére de 1’équation y” +y = chx (resp. y” +y = shx) est la fonction

1 1
X = 5 chx (resp. x — 7 shx). D’apreés le principe de superposition des solutions, une solution particuliére de ’équation

1
E(Achx—}— ushx).

Ainsi, les solutions de (H7) sont les fonctions de la forme x — acosx + B sinx +

y” +y = Achx + ushx est la fonction x —

%(Achx—I— ushx), (a,B,A 1) € R4

A A
Maintenant, (A, ) décrit R? si et seulement si (=, = ) décrit R%. En renommant les constantes 5 et %, on a montré que

2°2

Les solutions de (H) sont les fonctions de la forme x — «cosx + psinx +ychx + dshx, (e, B,v,d) € R*.

6.5.
6.5.1. Puisque E = Vect(cos, sin, ch, sh), on a déja dim(E) < 4. Vérifions alors que la famille (cos, sin, ch, sh) est libre.
Soit (e, B,7v,8) € R* tel que a cos+p sin+7y ch+5sh = 0. Par unicité de la décomposition d’une fonction en somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire, on a déja o cos+y ch = (3 sin +dsh = 0. Ensuite, si y # 0, on a liIJIrl loccosx +
X— +00

ychx| = +00 et en particulier, acos+ych # 0. Donc vy = 0 puis &« = 0 (car cos n’est pas la fonction nulle. De méme, si
5 #0, lirf If sinx 4+ dshx| = 400 et donc & =0 puis f = 0.

X— 400

On a montré que la famille (cos, sin, ch, sh) est libre et donc que la famille (cos, sin, ch, sh) est une base de (E). En particulier,

dim(E) = 4.

6.5.2. La dérivation est un endomorphisme de C*® (R, R). Vérifions que sa restriction & E notée d laisse stable E. D’aprés
la question 6.4., E est 'ensemble des solutions de I’équation (Hy).

Soit f € E. Par suite, f est de classe C*® sur R et vérifie f(4) = f. En dérivant les deux membres de cette égalité, on obtient
f(5) = f’ ce qui s’écrit encore (f’)(*) = f’. Par suite, f’ est solution de (H;) ou encore f’ € E. On a montré que

6 est un endomorphisme de E. I

6.5.3. Par définition, Vf € E, f*) = f ou encore Vf € E, (6* —Idg)(f) = 0 ou enfin 6* — Idg = 0. Ainsi, si P=X*—1, P
est un polynéme annulateur de f.
OnaP=(X>—1)X2+1)=(X=1)(X+1)(X?+1). s est I'un des diviseurs unitaires de ce polynéme et donc

s €{X—T,X+1,X2+1,(X=1)(X+1),(X=1)(X>+1),(X+1)(X*+1),X* =1}

Maintenant,

o (56— Id)(coa) = —sin—cos # 0 et donc 6 — Id # 0.

e (6 +Id)(cos) = —sin+cos # 0 et donc & + Id # 0.

e (6% —1d)(cos) = —2cos # 0 et donc &% — Id # 0.

e (6% +1d)(ch) =2ch # 0 et donc 6% + Id # 0.

e (5—1d)o (8% +1Id)(ch) = sh—ch+sh—ch =2(sh—ch) # 0 et donc (6§ —Id) o (62 + Id) # 0.

e (5+1d)o (8% +1d)(ch) =sh+ch+sh+ch =2(sh+ch) # 0 et donc (54 Id) o (62 + Id) # 0.
Finalement,

Probléme.

Partie 1 : Quelques propriétés des endomorphismes u et v.
1. On sait que dim(E,) =n+1 et que (X*)o<k<n est une base de E.

2. Soient (A, u) € R? et (P,Q) € E2.

WAP + uQ) = (AP 4+ uQ)" = AP’ + uQ" = Au(P) + pu(Q),
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et
VAP4+uQ) = AP+ uQ)(X+1) =AP(X+ 1)+ uQ(X+ 1) =Av(P) + uv(Q).

Donc u et v sont des endomorphismes de E. De plus, si P est un polynéome de degré au plus n, alors P’ et P(X + 1) sont
des polynomes de degré au plus n et donc

u et v sont des endomorphismes de E qui laissent stable E,. I

3. un(1) =0 et pour k € [1,n], un(X*) = kX*~1. Par suite,

Kk
Pour k € [0,n], vo (X¥) = (X + 1)k = Z (?)Xj et donc

§=0
0 1 2 n
0 0 0 0
1 2 n
0 1 1 1
2 .
Vi, = 2

4. Soit PEEn. un(P)=0& P'=0& P € Ey. Donc Ker(u,,) = Eo.
Ensuite, Im(twy ) = Vect(u(1), u(X),w(X?),...,u(X")) = Vect(0,1,2X, ..., nX* 1) = Vect(1,X,..., X" 1) =E_;.

det(un) =det(U,,) =1 #0 et donc v, € 9.Z(E,). On en déduit que Ker(vy,) = {0} et Im(vy,) = E,.

Ker(un) = Ep, Im(u,) = En_1, Ker(vy) = {0} et Im(v,,) = E4,.

5. Soit P € En. un(va(P)) = (P(X+ 1)) =P/(X+1) =v,(un(P)) et donc

les endomorphismes u, et v, commutent. '

6. xu, =xu, = (—X)™*'. Par suite, Sp(un) = (0,...,0). Si 'endomorphisme 1, est diagonalisable, on dispose d’une
base (Pi)o<i<n de En telle que Vi € [0,n], un(Pi) = 0. L’endomorphisme u,, s’annule alors sur une base de E et est donc
nul. Ceci n’est pas et donc

Xu, = (—X)™*!. L’endomorphisme 1,, n’est pas diagonalisable.
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7. Xv, =Xv, =(1— X))+, Si vy, est diagonalisable, I’endomorphisme vy, coincide avec Idg, sur une base de E,, et est

donc Idg, . Ceci n’est pas et donc

Xv, = (1 —=X)"*1. L’endomorphisme v, n’est pas diagonalisable.

8. 8.1. La famille (Qx)o<k<n est une famille de n+ 1 polynémes éléments de E,, vérifiant Yk € [0,n], deg(Qx) = k. On
sait alors que

la famille (Qx)o<k<n est une base de Ey.

8.2. w,(Qp) =1—1=0. Ensuite, w, (Q1) = (X+1)—X=1.
Soit alors k € [1,n].

Wi (Qx) =%((X+1)X---(X—(k—2))—X(X—1)-~-(X—(k—2))(X—(k—1)))

(XD =Xy 1y X (e 2) = & (ke 110

k! k!
= Qx-1.
vk € [[1)nﬂ) WTL(QK) = Qk*]'
8.3. Par suite,

0 1 0 0

W, = 0

1

0 0

8.4. D’aprés la question 8.1., Im(W;,) = Vect(wn(Qo),...,Wwn(Qn)) = Vect(0,Qo,...,Qn_1) = Vect(Qo,...,Qn_1) =
En_1.

D’aprés le théoréme du rang, on en déduit que dim(Ker(wy,)) = (n4+1) —n =1 et comme Qg est un élément non nul de
Ker(wy,), on a donc Ker(wy, ) = Vect(Qo) = Eo.

Ker(wy) = Eg et Im(w,,) = E,,.

8.5. Onawy(Qp)=0et Vk € [1,n], wn(Qx) = Qx-—1. Par récurrence sur j, on en déduit que pour tout (3, k) € Nx [0,n]
tel que 0 <j <k, on a wn(Qx) = Qx_j et si j >k, wh(Qx) =0.

Qr—jsij <k
Osij>k

W5, k) € N x [0,n], wh(Qi) _{

9. Détermination des composantes d’un polynéme de E,, dans la base B.

9.1. Soit P € E,,.
D’aprés la question 8.1., la famille (Qx)o<k<n est une base de Ey, et donc il existe un n + 1-uplet (Po,...,Bn) et un seul
n

tel que P = ) BrQu.
k=0

9.2. Soit j € N. D’aprés la question 8.5., si j < n,

n

wh(P)(0) = < rskw;(QkJ> (0) =) BxQx;(0).
k=0 k=j
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Maintenant, si k > j, alors k —j > 0 et le polyndéme Qy_; est divisible par le polynome X. Dans ce cas, Qx—;(0) =0 et si
k =3, Qx—j(0) = Qo(0) = 1. Finalement, w) (P)(0) = B;.
SIj > mn, tous les W), (Qy) sont nuls et donc wh (P) = 0. On en déduit que wh(P)(0) = 0.

Bjsij<n
Osij>n

¥j € N, wh(P)(0) ={

9.3. Par suite,

9.4. Notons B* = (Q3)o<k<n la base duale de la base B. La question 9.3. montre que

Vk € [, VP € En, QL(P) =wK(P)(0).

10. D’apreés les questions 9.3. et 8.5., VP € E,, W1(P) = 0 et donc wi*! = 0. D’autre part, w, (Qn) = Qn_n = Qo = 1.

Wil =9 et WH(Qn) =1.

Partie 2 : Recherche de quelques polyndomes minimaux.
1. Soit f € L(E,). D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, 715 divise X+.

2. Recherche de m, .

2.1. Pour tout polynoéme P de degré au plus n, on a ul*!(P) = P(M*+1) =0 et donc

n
untl =9,
2.2. un (X)) = (XM =nl.
Un (X™) =nl.
2.3. 7, est un diviseur unitaire de X, = (—X)""! (d’aprés la question 6.). Donc, 7, est de la forme X™ avec

1 <m < n+ 1. Mais d’aprés la question précédente, ujr # 0 et donc, si m < n, le polynéme X™ n’est pas annulateur de
Uyn. On en déduit que

Ty, = Xn+1 .

2.4. D’aprés la question 10. de la partie 1, wy est comme u,, nilpotent d’indice n + let donc

Ty, = Xn+1 .

3. Recherche de m, .

3.1. D’aprés la question précédente, (v, — en =Wt = 0. Le polynéme (X — 1)"*! est donc annulateur de vy,. 7,

est un diviseur unitaire de ce polynéme et donc de la forme (X —1)™ avec 1 <m <n+ 1.

)n-H

3.2. Mais d’apres la question 10. de la partie 1, (v, — en)™(Qn = Wi (Qn) =1 # 0 et donc wjy # 0. Ainsi, si m < n, le
polyndéme (X — 1)™ n’est pas annulateur de v,,. Donc

M, = (X — 1),
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4. Polynoémes annulateurs de u.
4.1. On sait que a;, # 0.

4.2 Pour j € [0, m], on a

W (XY X\ m xmd xm
m /) \m! T (m—j)! ml (m—j)’

et donc

xm m
4.3. Le coeflicient constant du polynéme r o est an,. Ce coefficvient n’est pas nul et donc le polynoéme r (m') n’est

pas le polyndome nul. Mais alors, ’endomorphisme r = P(u) n’est pas ’endomorphisme nul. Ainsi, si P est un polynome
non nul, on a P(u) # 0 et on en déduit que

le polynéme nul est le seul polyné6me annulateur de wu. I

5. Polyndmes annulateurs de v.

5.1. Soit P un polynéme non nul annulateur de v. P est annulateur de v et donc annulateur de chaque v,;, n € N*. On en
déduit que P est un multiple de 7, = (X —1)™*! pour chaque n € N* (d’aprés la question 3.).

5.2. En particulier, si P est un polynéme non nul annulateur de v, on a ¥n € N* deg(P) > n+ 1. Ceci est absurde et il
n’existe donc pas de polyndéme non nul annulateur de v.

Le polynéme nul est le seul polynéme annulateur de v. I

6. 6.1.Soit Pe E. sos(P)=5s(s(P)) =s(P(1—=X))=P(1—(1—=X)) =P et donc

6.2. Ainsi, le polynéme X? — 1 est un polynoéme non nul annulateur de s. On en déduit que s admet un polynéme minimal
7ts et que 71 est I'un des trois polynomes X — 1, X + 1 ou X?> — 1. Comme s n’est ni Idg (car s(X) =1 — X # X), ni —Ide
(car s(X) =1—X# —X), on a g = X? — 1 et donc

les polynomes annulateurs de s sont les polynomes de la forme (X2 —1)Q, Q € R[X].

Partie 3.
n uk
1. Puisque u*! =0, on a exp(u,) = Z 7‘,1
k=0
Soit alors m € [0,n].
"o mog m! o
Xm) — —(X™ (k) — 77’mek _ mek X1 — XM,
(exp(un))(X™) ];k!( ) 1;“ - ]; . (X 1)™ = v (X™)

Ainsi, les endomorphismes v,, et exp(u,) de E,, coincident sur une base de E,, et donc

exp(un) = vn.
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2. 2.1. Soit k € [0,n]. Le polynéome u,(Qy) est un polyndéme de degré au plus n et en appliquant la formule de la
question 9.3.

wn(Qi) = ) W) (un(Qx))(0)Q;

o

un(w%(Qk))(O)Qj (car u,, et w, commutent d’aprés la question 5. de la partie 1)

k

Un(Qu—5)(0)Q; = D~ un(Qm)(0)Qr .

M- 1M

i
3
<H3

2.2. Déja, un(Qo) =1/ =0 et donc u,(Qp)(0) = 0. De méme, u,(Q1) =X’ =1 et donc u,(Q1)(0) =1.

1
Soit alors k € [1,n]. un(Qm)(0) = Q/,(0) est le coefficient de X dans le développement de Qu = EX(X —1)...(X—
1 -1 m+1 ’
(m —1)). Ce coefficient vaut oy x (=1)™=1(m —1)! ou encore ¢ qui reste vrai quand m = 1.

O0sim=20
vm e [0,n], un(Qm)(0) =< (=1)m+!

sim>1"

+oo (—1 )m+1
2.3. Puisque (vn — en)™ ! = 0,, la somme Z _—

(v —en)™ existe et de plus

m=1 m
© (=1m+! m_ o (E)m -
mZ:1 m (Vvn —en) :mZ:] m (vn —en)™.
Soit k € [1,n],
k k (—1)m+T oo (—1)m+1
un(Q) = ) wn(Qm)(0)Q-m =Y ——wiQu) = ) — —wi Q)
m=0 m=1 m=1
oo (—=1)m+T .
= <mZ_] m (Vn —é€n) > (Qx)

+oo (-1 )m+1

D’autre part, un(Qp) =0 = Z —_—
m=1

+oo (—1 )m+1

Finalement, les endomorphismes u,, et Z

m=1
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