SESSION 2008 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B MP

Exercice 1.

1. (a) SoitueR.

t
La fonction t — ———sin(tu) est continue sur [0, 1[ et donc localement intégrable sur [0, 1[.
Vi ;
t t 1 t 1
De plus, quand t tend vers 1, = ~ et donc sin(tu) = O [ — ). Comme
s V-2 JO-u0+y V201 e il <\/1t>

la fonction t — est intégrable au voisinage de 1, on en déduit que la fonction t — sin(tu) est intégrable

1 t
VT —t V1—12

au voisinage de 1.

sin(tu) est intégrable sur [0, 1] et donc g(u) existe. On a montré que

g est définie sur R. I

Finalement, la fonction t —

t
V1—t2

(b) Soient u €]1, +ool puis « €]0, 1.

et donc

1
t 1 1 1
J TeVi-d=—rsa -

« V1—12

1 1
Maintenant, u > 1 et donc 1 — — €]0, 1[. Par suite, ’équation a? = 1 — — admet une et une seule solution dans ]0,1[ &
u u

. / 1
savoir ¢ = /1 — —.
u

/ 1
Vu>1, o =4/1——.
u

est dérivable sur [0, &) et pour t € [0, xty],

(c) Soit u> 1.

e La fonction t —

t
V1—t2

73/27(1—t2)+t27 1
TO(1—=12)3/2 T (1 —+t2)3/2°

d t B 1
m <ﬁ> =Tx(1—=t3)""24tx (fz)(fzmu —t2)

_ cos(tu)

et t— sont de classe C! sur le segment [0, ay,]. On peut donc effectuer une

Les d fonction t — t
[ ] €S deux ronction
V1—t2

intégration par parties et on obtient

J“u Y in(tw) dt = |———" COS(tu)]t‘““ 3 J o 1 L cos(ty)
o VI—1 -2 u |y Jo =P u
oy cos(uoy) 1 J““ cos(tu)
_ R el
Vi—-aZ u A o (1—12)3/2

Par suite,
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oy t 1 t Ky t 1 t
u)| = sin(tu dt+J' sin(tu) dt| < J sin(tu dt‘ +J ——|sin(tu)| dt
st = || it vt ||t at) < || ottt i | oot
S t ! t o, cos(uay) 1 [* cos(tu) 1
< sin(tu) dt +J —dt=|— +—J ——— dt| + —
L T ‘ e VT8 |xﬂéza v Tul, o YT A
o 1 (% 1 1 Oy 1 t o 1
<— "t — —__—7r§7z dt+ —=——+ — | — + —
uy/1T—o2 ulo (1—-1t%) Vi ouy/T—a2  ulV1-t2], JVu
200, 1

+—.
uy/T—a2  Vu

1
Maintenant, 1 — a2, = — et de plus 0 < &, < 1. On en déduit que
u

I N N B
9 L VRV R
u
vus 1, Jgw) < —=
y 19 _\/ﬁ'

2. (a) Une équation cartésienne du cercle de centre O et de rayon 7t est x? + y? = 72. Pour des ordonnées positives,
cette équation s’écrit encore y = /72 — x2.

Vx € [—m, ], f(x) = V2 —x2.

(b) Théoréme de DIRICHLET. Si g est une fonction de classe C' sur R, 27-périodique, alors la série de FOURIER de
g(x~) +g(x")
2
classe C' par morceaux et 27-périodique, la série de FOURIER de g converge (normalement) vers g sur R.

g converge (normalement) sur R et sa somme en un réel x est . En particulier, si g est continue sur R, de

Le théoréme de DIRICHLET ne s’applique pas & f car f n’est pas de classe C' par morceaux sur R (puisque ggx% f'(x) = —00).
xX<T7T

3. (a) f est continue sur R et 27t-périodique. On peut donc calculer les coefficients de FOURIER de f. De plus, f est paire.

On en déduit que pour tout entier naturel non nul n, b, (f) = 0 et que pour tout entier naturel n,
7T

an(f) = %J':f(x) cos(nx) dx = %J V12 —x2 cos(nx) dx.

0

7T

vn eN, an(f) V12 —x2 cos(nx) dx et Yn € N*, b, (f) = 0.

2 1 1

(b) Soit 1 € N*. Posons déja x = 7tt. On obtient an (f) = ;{J V12 — 242 cos(nt) dt = ZJ' V1 —12 cos(nmt) dt.
0 0

sin(n7t)

Soit alors € €]0,1[. Les deux fonctions t — v/1 —t2 et t — sont de classe C! sur le segment [0,1 — ¢]. On peut

donc effectuer une intégration par parties qui fournit

T1—e . T—e¢ 1—¢ .
: t) —t  sin(nrmt)
1 —t2 cos(nmt dt_[ 1t2m] 7J' dt
| v (nrt) —

0 nmwo |, 0 n7m
sin(nrr(1—¢)) 1 JH t
=4/1-(1-e)—m— + — —_— t) dt.
(1—¢) o + )y o sin(nrtt)
Quand ¢ tend vers 0, on obtient
an(f) zJ] VTt cos(nmt) dt = > J] Y gn(nmt) dt = 2 g(n)
= — S = — 1n = — .
n o nm )y V1 —t2 el

2
vn € N*, ap(f) = —g(nmn).
nm
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'f n
4. (a) La série de FOURIER de f est la suite de fonctions de terme général x — Sy, (x) = dof) + Z ax(f) cos(kx). Mais
k=1

2

pour tout réel x et tout entier naturel non nul k, les questions 1.(c) et 3.(b) fournissent

< 2 3 6
= Ynvkn  m/2k3/2

ax(f) coslo0)] < lax(f)] = - lg(kr)

3
Cette derniére expression est le terme général d’une série numérique convergente (car 7 > 1). Ceci montre que la série de

fonctions de terme général x — ay(f) cos(kx) converge normalement sur R ou encore que

la série de FOURIER de f converge normalement sur R. I

Ce résultat ne contredit pas 2.(b) car le théoréme de DIRICHLET ne dit rien des fonctions qui ne sont pas de classe C' par
morceaux.

(b) Ainsi, la série de FOURIER de f converge normalement sur R et en particulier uniformément et simplement sur R vers
une fonction que I'on note g. La fonction g est alors continue sur R en tant que limite uniforme sur R d’une suite de
fonctions continues sur R. Par définition de la convergence uniforme, la suite (||Sn (f) — g/oo Jnen est définie a partir d’un
certain rang et converge vers 0 (o1l ||Sn(f) — gllec = sup{|Sn(f)(x) — g(x)], x € R}). Maintenant,

] 27 2 ] 27 )
Inf) =l = /3 [ (a0 = a1 ax < 4/ [ 180 — gl ax = VE[Sa(1) gl
0

T Jo

Par suite, on a également lirf [ISn(f) — g|l2 = 0 ce qui montre que la suite de fonctions (Sy (f))nen converge vers la
mn— +00

fonction g en moyenne quadratique.
Maintenant, le théoréme de PARSEVAL, appliqué & la fonction f qui est bien continue par morceaux et 27m-périodique,
montre que lirf [ISw(f) — f]|2 = 0. Enfin, pour tout entier n on a

n—+oo

1T = gll2 < [ISn(f) = fll2 + ISn(f) — g2,

et quand 1 tend vers +o0o on obtient ||f — g||2 = 0. Puisque f et g sont continues sur R, on en déduit que f = g et donc

que
la série de FOURIER de f converge normalement vers f sur R. I

Exercice 1I.

0%f 0% f
1. (a) Puisque f est de classe C? sur R?, le théoréme de SCHWARZ permet d’affirmer que ——— = .
oxdy  0yox
0% f of of
f solution de (&) sur R? & V(x,y) € R?, f(x,y)——(x,y) = — (x,y)— (x,y)
0x0y 0x oy
0 [of of of
o (50) wfixw = & ixw S ixw
& Y(x,y) € R?, 5 L =0 (car f ne s’annule pas sur R?)
(f(x,y))
of
v( ) Rz 0 & (Xv y) 0
@ XY S y A~ TR =
oy | flxy)
of
a_(xay)
Cette derniére condition équivaut a dire que la fonction o« : (x,y) — fx(xiy)’ définie et de classe C! sur R? (car f est
de classe C? sur R? et ne s’annule pas sur R?) est constante quand y varie a x fixé (car R? est un ouvert convexe de R?).
of
a_ (Xa y)
Ceci équivaut a l'existence d’une fonction a de classe C' sur R telle que V(x,y) € R?, % = a(x) ou encore telle

of
que V(Xay) € RZ, &(Xay) = a(x)f(x,y).
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(b) Soient @ et P deux fonctions de classe C2 sur R ne s’annulant pas sur R puis f : (x,y) — @(x)(y). f est de classe
C? sur R?, ne s’annule pas sur R? et pour (x,y) € R?,

of @'(x)

a—(X.yJ =o' (x)ly) = e(x)P(y) = a(x)f(x,y),
x )

li
oua= @ est une fonction de classe C' sur R. D’aprés 1.(a), f est solution de (&) sur R?.
P

Réciproquement, soit a une fonction de classe C' sur R puis A une primitive de a sur R.

Y0o) € B2, 01 (x,y) = alx)flx,y) 6 Vixy) € B, e A0 X (e y) afx)e AT y) = 0
0
= V(X,y) € ]sz _(eiAf)(xvy) =0

ox
=3 : RoR/V(x,y) €R?, e *f(xy) =)(y)
(

&I R R/V(x,y) € R?, fx,y) = e p(y).

f est alors de la forme (x,y) — @(x)1(y) ot @ et P sont deux fonctions de classe C? sur R ne s’annulant pas sur R.

Les solutions de (&) sont les fonctions de la forme (x,y) — @ (x)(y)
ol @ et P sont deux fonctions de classe C? sur R ne s’annulant pas sur R.

1
Si (@, V) est un couple associé a une solution f donnée, les couples (—@,) ou (2¢, zll)) sont d’autres couples associés a

la fonction f. Il n’y a donc pas unicité du couple (@,1) pour une solution f donnée.

(c) Existence. Pour (x,y) € R?, posons f(x,y) = %O)g(x)h(y). f est de la forme du (b) et donc solution de (&) sur
R2. De plus, pour x € R, f(x,0) = ﬁg(x)h(O) = g(x) et pour y € R, f(0,y) = th(O)h(y) = h(y). Ceci montre

I'existence d’une solution au probléme posé.

Unicité. Soit f; une solution du probléme posé. D’aprés (b), il existe deux fonctions @ et P de classe C? sur R et ne
s’annulant pas sur R telle que Y(x,y) € R?, f(x,y) = @(x)(y). Pour chaque x € R, on doit avoir

g9(x) ="f1(x,0) = @(x)(0),

et donc nécessairement pour tout réel x, @(x) = ﬁg(x). De méme, nécessairement pour tout y € R, Ph(y) = ﬁh(y).
On en déduit que nécessairement pour tout (x,y) € RZ, f1(x,y) = (0)111)(0) g(x)h(y)

Enfin, g(0) = f1(0,0) = WQ(O)]’L(O) et donc @(0)W(0) = h(0) puisque g(0) # 0. Finalement, nécessairement
V(x,y) € R?, f1(x,y) = —=g(x)h(y) = f(x,y) ce qui montre I'unicité d’une solution au probléme posé.

h(0)

2. (a) Sila fonction f présente un maximum local en (x¢,yo), alors en particulier les fonctions x — f(x,yo) ety — f(xo,y)
présente un maximum local en x¢ et yo respectivement.

Réciproquement, supposons que les fonctions x — f(x,yo) et y — f(xp,y) présente un maximum local en xo et yo
respectivement. Puisque f est une solution de (&), il existe deux fonctions @ et U de classe C? et ne s’annulant pas sur
R telles que Y(x,y) € R?, f(x,y) = @(x)(y). Les deux fonctions ¢ et 1 sont continues sur R et ne s’annulent pas sur
R. Ces deux fonctions sont donc de signe constant sur R d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires. Comme f est
strictement positive sur R, les deux fonctions @ et P sont ou bien toutes deux strictement positives sur R ou bien toutes
deux strictement négatives R. Dans ce dernier cas, on écrit f = (—@)(—)) ce qui raméne au cas o @ et P sont strictement
positives sur R.

En résumé, il existe deux fonctions ¢ et U de classe C? et strictement positives sur R telles que f = @.

Par hypothése, il existe 11 > 0 et 12 > 0 tels que

Vx €lxo —11,%0 +11[, f(x,Y0) < f(x0,Y0) et Yy €lyo —12,y0 + 12[, f(x0,Yy) < f(x0,Yo)-
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Soit alorsx €]xg — 11,%0 + 1[. On a f(x,yo) < f(x0,Yo) ce qui s’écrit @(x)P(xo) < @(x0)W(x0) et donc @(x) < @(xo)
puisque P (xo) > 0. De méme, pour y €Jyo — v2,yo + 12[, on a P(y) < P(xo).
Mais alors, pour (x,y) €]xo —T1,%0 + T1[x]yo —12,Y0 + 721,

fx,y) = e(x)b(y) < @(x0)P(x0) = f(x0,Y0),

(puisque les fonctions @ et P sont strictement positives sur R) ce qui montre que f a un maximum local en (xo,Yo).

f admet un maximum local en (xo,yo)
si et seulement si
la fonction x — f(x,yo) admet un maximum local en x¢ et la fonction y — f(x0,y) admet un maximum local en yo.

(b) On en déduit que I’ensemble des points de R? en lesquels f présente un maximum local est de la forme A x B
ot A = {xo € R/ Jyp € R/ la fonction x — f(x,yo) admet un maximum local en xo} (resp. B = {yo € R/ Ixp €
R/ la fonction y — f(xp,y) admet un maximum local en yo}).

3. (a)Soient G: R?> — R e H: R — R .OnaF=HoG.
(x,y) — xy t o=t
G est de classe C? sur R? en tant que polynome a deux variables.
Ensuite, pour t € R, H(t) = { 28 sit >0
’ ’ Osit<O
6t%sit>0 " 12tsit>0
{O$t<0 etH(t):{osit<o
e H est continue sur R,
e H est de classe C? sur R*,
e H’ et H” ont une limite réelle quand t tend vers 0.

. H est déja continue sur R, de classe C? sur R et pour t # 0, H'(t) =

. Maintenant, H’(t) et H”(t) ont une limite réelle en 0 & savoir 0. En résumé,

D’aprés un théoréme classique d’analyse, H est de classe C? sur R.

F est alors de classe C? sur R? en tant que composée d’une application de classe C? sur R? & valeurs dans R et d’une

application de classe C? sur R.
F est de classe C? sur R?. '

(b) Sur 2 ={(x,y) € R?/ xy < 0}, on a F(x,y) = 0 et il est immédiat que F vérifie I'équation (&) sur 2.
Sur 2' ={(x,y) € RZ/ xy > 0}, on a F(x,y) = 2x3y> et donc

o2F oF, oF

30y (x, y)——(x,y)@

™ (x,y) = (2x3y3)(18x?y?) — (6x?y3)(6x°y?) = 36(x°y> — x°y°) =0,

F(x,y) 5=

et F vérifie aussi 'équation (&) sur 2’. Finalement, F vérifie 'équation (&) sur R? privé des deux axes de coordonnées.

9’F oF oF ) n e : 5 )
t — en chaque point de ces axes, F vérifie ’équation (&) sur R< tout entier.

Mais al tinuité de F, ——, —
als alors, par continuite ae r, axay, aX € ay

F vérifie I’équation (&) sur R?.

(c) Supposons par I'absurde qu’il existe deux fonctions @ et P de R dans R telles que V(x,y) € R?, F(x,y) = @(x)P(y).
En particulier

e(MY(=1) =F(1,-1) = (1> +| 1] =0.

Mais si @(1) =0, alors F(1,1)

= JW (1) =0 ce qui n’est pas puisque F(1,1) =2 et si P(—1) =0 alors F(—1,—1) =0 ce
qui n’est pas puisque F(—1,—1)

@(1
= 2. Donc

Il n’existe pas de fonctions @ et P de R dans R telles que :
Vix,y) € R?, F(x,y) = @(x)b(y).
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Exercice I11.

1. (a) On note tout d’abord que 7t est la projection orthogonale sur le plan vectoriel ﬁ Notons 7’ la projection

orthogonale sur la droite vectorielle A
Soient A et B deux points du plan. D’aprés le théoréme de PYTHAGORE,

— |AB|]? = [7(AB) | + [ (AB)|> > [[2(AB)|> = [p(A)p(B|? = p(A)p(B)2,

H
avec égalité si et seulement si ﬂ/(ﬁ) =0 ou encore ﬁ € kL.

V(A,B) € E2, p(A)p(B) < AB,
V(A,B) € E2, p(A)p(B) = AB & AB € kL.

(b) D est 'ensemble des A —l— AU, A € R et donc p(D) est I'ensemble des p(A) + Ant(W), A € R.
(_>)

L

°Si W u est colinéaire a k s = 0 et dans ce cas, p(D) est le singleton {p(A)}.
e Si U nest pas colinéaire a k, n(ﬂ)) # 0 et dans ce cas, p(D) est la droite passant par le point p(A) et dirigée

par le vecteur ﬂ(ﬂ}).

Si D est paralléle a A, p(D) est le point p(A).
Si D n’est pas paralléle a A, p(D) est la droite passant par p(A) et dirigée par 7t(T0).

2. (a) Puisque D n’est pas paralléle & A, p(D) est une droite d. Notons p,p la restriction de p & D. p,p transforme
Iespace affine D de dimension 1 en d qui est un espace affine de méme dimension. On sait alors que p réalise une bijection
de D sur d. En particulier, puisque h € d = p(D), il existe un et un seul point H de D tel que p(H) = h.

1l existe un et un seul point H de D tel que p(H) = h.

(b) Si les quatre points O, h, H et H’ sont deux a deux distincts, le quadrilatére OhH’H a trois angles droits et est donc

_)
un rectangle. En particulier, Oh = H et Oh = HH’. Ce dernier résultat reste vrai quand h =0 (et H=H’) ou h=H
(et O =H’).
Soit alors (M,N) € A x D. On a

; N N —y —3\\2

MNZ = (MH + HH + H/N)? = (HH + (MH + HN) ) (),
DeJaHH HN—OcarHNEAetHH’EAL -
Ensulte notons U un vecteur directeur de d puis P le plan contenant d et de direction Vect( w, k) Puisque P contient
k P est pardllele a A et donc, puisque P contient d, P contient également D. Maintenant, le vecteur Oh est orthogonal
au @ et a k et donc est un vecteur normal au plan P. Ce vecteur est alors orthogondl a toute dr01te de ce plan et en
particulier a la droite D. Puisque les points M et H sont sur D, on en déduit que HH’.MH = Oh.MH =0.

: Ty — — - '
Finalement, le vecteur HH’ est orthogonal aux vecteurs MH et H’N et donc au vecteur Mﬁ + H'N. L’égalité (*) et le
théoréme de PYTHAGORE fournissent alors

2
MNZ2 = HH? + (W n W) > HH"2.

On a montré que

V(M,N) € D x A, MN > HH' = Oh.
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3. (a) Une équation cartésienne de € est x2 +y? = 1. Soit alors Mo(x0,Yo,20) un point de € c’est-a-dire tel que
xg + y% = 1. La régle de dédoublement des termes fournit une équation du plan tangent & € en My :

xXo +yyo = 1.

Les plans tangents a % sont donc les plans d’équation xxo + yyo = 1 avec x% + y% = 1 ou encore les plans d’équation
xcosw +ysinw =1 avec w €] — m, 7.

Les plans tangents & ¢ sont les plans d’équation x cosw +ysinw =1, w €] — m, 7.

(b) Soit (D) une droite telle que d(A,D) = 1.
ler cas. Si D est paralléle & A, alors D est une génératrice du cylindre % et est bien str contenue dans un plan tangent

a €. Plus précisément, 2 admet un systéme d’équations de la forme { Zi%
la distance du point O au point (a,b,0) et la condition d(D,A) = 1 se traduit par a? + b? = 1. Par suite, il existe un
réel w €] — 7,7 tel que a = cosw et b = sinw de sorte que la droite D admet un systéme d’équations de la forme

. La distance de D a A est par exemple

{ ;( i Z?I?Sj . D est alors contenue dans le plan d’équation x cosw + ysinw = 1 qui est un plan tangent & € d’aprés la

question précédente.
2éme cas. Si D n’est pas parallele & A, avec les notations de la question 2., on a HH’ = 1. Les coordonnées de H’
sont de la forme (0,0,c) et donc les coordonnées de H sont de la forme (cos w,sin w,c). Puisque le vecteur HH' est

orthogonal & D, D est contenue dans le plan passant par H et de vecteur normal HH’. Une équation de ce plan est
cos w(x—cosw)+sin w(y—sinw)+0(z—c¢) = 0 ou encore x cos w +ysin w = 1. De nouveau, ce plan est un plan tangent
ae.

Toute droite D telle que d(D,A) = 1 est contenue dans un plan tangent a €.

(¢) La droite D d’équations { = est contenue dans le plan d’équation x = 1 qui est un plan tangent & ¢ (w =0). D

1
y=1
est paralléle & A et la distance de D a A est par exemple la distance de O au point (1,1,0) et est donc égale & v/2. Donc,
une droite D contenue dans un plan tangent a ¢ ne vérifie pas nécessairement d(D,A) = 1.

4. (a) Travaillons dans le plan 7t avec deux coordonnées. L’équation générale d’une tangente T, au cercle I' est x cos w +
ysinw =1, w €] —m, 7] (par le méme travail que celui effectué en dimension 3 en 3.(a)).
Maintenant, les coordonnées du point O’ sont de la forme (cos 0,sin0), 6 €] — 7, 7t]. Par suite,

| cos O cos w + sin O sin w — 1]

Vecos2 w + sin? w

S cos(@0—w)—1=Toucos(0—w)—1=—-1S cos(0 —w)=0

To tangente AT/ & d(0'\Ty) =14 1

(:)w€6+7zt+7tZ.

On obtient ainsi deux tangentes communes : les deux droites t; et t, d’équations respectives —xsin® + ycos0 = 1 et
xsin® —ycos® = 1. Ces tangentes sont les tangentes paralléles a la droite (OO’).

4
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(b) Soit D une droite telle que d(D,A) = d(D,A’) = 1. D’apreés la question 3.(a), la droite D est contenue dans un plan
tangent a € et aussi dans un plan tangent a %”’.

ler cas. Si la droite D n’est pas paralléle aux droites A et A/, p(D) est une droite de TT tangente & " et & '’ et est donc
I'une des deux droites t1 ou t;. D est donc contenue dans le plan P7 contenant t; et paralléle & A et A’ ou dans le plan P;
contenant t; et parallele & A et A’. Réciproquement, si D est une droite de Py non paralléle a A et A’, avec les notations
de la question 2., on a OH; = Ohj =1 et donc d(D,A) = d(D,A’) = 1. De méme, si D est dans P,.

2éme cas. Si D est parallele a A et A’, D coupe TT en un point M tel que OM = O’'M = 1. Le point M est donc
nécessairement I'un des deux points d’intersection A ou B des cercles I et I'’. Réciproquement, si D est la droite passant
par A et paralléle & A et A/, alors d(D,A) = OA =1 et d(D,A’) = OB = 1. De méme, si D passe par B.

Les droites solutions sont donc :
e les deux droites paralléles & A et A’ passant par les points d’intersection de ' et T/,
e les droites non paralléles & A et A’ et contenues dans les plans contenant les tangentes communes a A et A’

et paralléles a A et A’.
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