SESSION 2008 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A PC

1 Premiére partie : Etude de ’application :

.Aa: Rg[X] — Rg[X] .
P X(X41P"(X) + (aX —1)P/(X)

1.1 Propriétés élémentaires de Ag.

1.1.1) e Soit P € R3[X]. Alors X(X 4+ 1)P”(X) et (aX — 1)P/(X) sont dans R3[X] et finalement A4 (P). A, est donc une
application de R3[X] dans R3[X].

e Soient (P,Q) € (R3[X])? et (A, u) € R2.

AdAP +1Q) =X(X+1)(AP + uQ)” + (aX = 1)(AP + uQ)’
=AXX+1DP"+ (aX=1P)+uXX+1)Q" + (aX—1)Q") =AA(P) + nAL(Q).

Finalement

Aq € Z(R3(X]).

1.1.2) On a Aq(1) =0, Aa(X) = aX =1, Aq(X?) = 2X(X + 1) + (aX — 1)(2X) = (2 + 2a)X? et A4 (X3) = 6X2(X + 1) +
(aX —1)(3X?%) = (6 + 3a)X3 + 3X2. Donc

0
0
3
+

3a

1.1.3) a) M_4 est une matrice triangulaire et donc les valeurs propres de M_4 sont ses coefficients diagonaux. Ainsi,
M_4 admet 0 et —4 pour valeurs propres simples et —6 pour valeur propre double.

On sait que M_4 est diagonalisable (dans R) si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé sur R (ce qui est
le cas) et 'ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du sous-espace propre correspondant.
Cette derniére condition est automatiquement vérifiée par une valeur propre simple. Donc,

M _4 diagonalisable & dim (Ker(M_4 +614)) =2 & rg(M_4+6l4) =4 -2 &S rg(M_4 +614) = 2.

6 -1 0 0
0 2 00 . .,

Or M_4+6I4 = o 0o o0 3 | Les deux premiéres colonnes de M_4 + 614 ne sont pas colinéaires et donc rg(M_4 +
0O 0 0 0

614) > 2 puis la derniére colonne de M_4 + 614 n’est pas une combinaison linéaire des deux premiéres (car sa troisiéme
composante est non nulle) et donc rg(M_4 + 614) > 3 (plus précisément, on a rg(M_4 + 614) = 3 car la troisiéme colonne
de M_4 + 614 est nulle et donc dim (Ker(M_4 + 614)) = 1). En particulier, rg(M_4 + 614) # 2 et on a montré que

M_4 n’est pas diagonalisable. I
b) On a déja Sp(M_4) = (0,—4,—6,—6).

e Sous-espace propre associé a la valeur propre 0. Le polynéome 1 est un élément non nul de Ker(A_4) qui est de
dimension 1 et donc

Ker(A_4) = Vect(1) = Ro[X].
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e Sous-espace propre associé a la valeur propre —4. A_4(4X+1) = (—4X—1) x4 = —4(4X+ 1) et donc 4X + 1 est
un élément non nul de Ker(A_4 4+ 414) qui est de dimension 1. Par suite

Ker(A_4 +414) = Vect(4X + 1).

e Sous-espace propre associé a la valeur propre —4. D’aprés a), on sait que Ker(A_4 + 614) qui est de dimension
1. Or, A_4(X?) = —6X? (lu en troisiéme colonne de M_4 + 614).

Ker(A_4 + 614) = Vect(X?).

1.1.4) a) Sp(Aq) = (0,a,2+ 2a,6 + 3a).
b) A, admet une valeur propre multiple si et seulement si a vérifie I'une des conditions suivantes :

e a = 0. Dans ce cas, Sp(Ao) = (0,0,2,6) et Ay admet une valeur propre double & savoir 0.

e 2+ 2a =0 ou encore a = —1. Dans ce cas, Sp(A_1) = (0,—1,0,3) et A_; admet une valeur propre double &
savoir 0.

e 6+ 3a =0 ou encore a = —2. Dans ce cas, Sp(A_>) = (0,—2,—2,0) et A_, admet deux valeurs propres doubles &
savoir 0 et —2.

e a =2+ 2a ou encore a = —2. Ce cas vient d’étre étudié.
e a =6+ 3a ou encore a = —3. Dans ce cas, Sp(A_3) = (0,—3,—4,—3) et A_3 admet une valeur propre double a
savoir —3.

e 2+ 2a =6+ 3a ou encore a = —4. Dans ce cas, Sp(A_4) = (0,—4,—6,—6) et A_4 admet une valeur propre double
a savoir —4.

Aq admet une valeur propre double si et seulement si a € {—4,—3,—2,—1,0}.

c¢) D’aprés ce qui précéde

Aq n’admet jamais une valeur propre triple. I

1.1.5) D¢ja, quand a ¢ {—4,—3,—2,—1,0}, les valeurs propres de A, sont simples et donc A, est diagonalisable.

e Si a =—4, on a déja vu que A, n’est pas diagonalisable.
0 -1 0 0
. 0 0 00 .
e Si a =0, 0 est valeur propre double. Or rg(My) =rg 0 0 2 3|~ 3 et donc dim(Ker(Mg)) =1 # 2.
0 0 0 6
Dans ce cas, Aq n’est pas diagonalisable.
0o -1 0 0
. 0 -1 0 0
e Si a =—1, 0 est la seule valeur propre double. Or, rg(M_1) =rg 0 0 o0 3|7 2.
0o 0 0 3
Dans ce cas, Aq est diagonalisable.
0o -1 0 ©
. . 0 -2 0 0
e Si a =—2, il y a deux valeurs propres doubles, 0 et —2. Or, rg(M_3) =rg 0 0 -2 3|~ 2
0o 0 0 0
2 -1 0 0
et rg(M_3 4+ 2I4) =rg 8 8 8 3(3 =2
0o 0 0 2
Dans ce cas, Aq est diagonalisable.
3 -1 0 0
. 0o 0 0 0
e Si a = —3, —3 est la seule valeur propre double. Or, rg(M_3 + 314) =rg 0 o0 -1 3|7 2.
0o 0 0 0

Dans ce cas, Aq est diagonalisable.

Aq est diagonalisable si et seulement si a € R\ {—4, 0}. I
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1.1.6) Dans tous les cas, le degré de A4 (P) est inférieur ou égal au degré de P.

e Si P est de degré 3, le coefficient de X3 dans Aq(P) est (64 3a)dom(P). Par suite, Aq (P) est de degré 3 si et seulement
si 64 3a # 0 ou encore a # —2.

e Si P est de degreé 2, le coefficient de X? dans Aq (P) est (2+2a)dom(P). Par suite, Aq(P) est de degré 2 si et seulement
si 24 2a # 0 ou encore a # —1.

e Si P est de degré 1, le coefficient de X dans Aq(P) est adom(P). Par suite, A (P) est de degré 1 si et seulement si
a#0.

En résumé, le degré de A, (P) est le degré de P pour tout polynéme non constant de R3[X] si et seulement si a ¢ {—2,—1,0}.

1.2 Etude de cas particuliers  Soit a € R\ {-2,—1,0}.

1.2.1) Pour toute valeur de a, les polyndmes constants sont dans Ker(.A4,). D’autre part, d’aprés la question précédente,
I'image d’un polynéme non constant par 4, est un polynéme de méme degré et en particulier n’est pas le polynéme nul.
Ker(Ag) est donc constitué des polynomes constants.

Va € R\ {-2,-1,0}, Ker(Ay) = Vect(1).
1.2.2) D’aprés le théoréme du rang, dim(Im(A4)) = dim(R3([X]) — dim(Ker(Aq)) =4 — 1 = 3. De plus,

m(Aq) = Vect(Aq (1), Aa(X), Aa(X?), Aa(X?)) = Vect(Aa (1), Aa(X), Aa(X?), Aa (X))

= Vect(0,—1 + aX, (24 2a)X?, (6 4+ 3a)X> + 3X?) = Vect(—1 + aX, (24 2a)X?, (6 + 3a)X> + 3X?)
= Vect(—14 aX, X?, (6 4+ 3a)X> + 3X?) (car 2 + 2a # 0)

= Vect(—1 4 aX, X2, (6 + 3a)X3 + 3X? — 3X?) = Vect(—1 + aX, X2, (6 + 3a)X3)

= Vect(—1 4 aX, X2, X3) (car 6+ 3a # 0).

Finalement, Im(Aq) = Vect(—1+aX, X2, X3). De plus, puisque Im(A,) est de dimension 3, (—1+ aX, X%, X3) est une base
de Im(Ag).

Va € R\ {=2,—1,0}, Im(Aq) = Vect(—1 + aX, X2, X3).

1.2.3) Soit p € [0,3]. Notons (E,) 'équation de ’énoncé. On a
(Ep) a au moins une solution si et seulement si XP € Im(A,).

La question précédente montre qu’un élément de Im(Aq) est de la forme a(—1+ aX) + X% +vX3, («,B,y) € R3. Un
tel polyndme est de degré au plus 1 si et seulement si f =y = 0 et donc les éléments de Im(Ay) de degré au plus 1 sont
les polynomes de la forme a(—1+ aX). Maintenant, un tel polynéme ne peut étre ni 1, ni X et donc les équations (Ep) et
(E7) n’ont pas de solution.

Sinon, la question précédente montre que (E2) et (E3) ont chacune au moins une solution & savoir respectivement

1 1
p, — X2 et Py = X3 — X2,
27224 T 65 3a 2+a)2+2a)

Soient alors p € {2,3} et P € R3[X].

P solution de (Ep) & Aq(P) = Aq(Pp) & Aq(P—P,) =0& P—P, € Ker(Aq & P—P, € RplX]
S3INER/P=Pp+ A

Sip e€{0,1}, (Ep) n’a pas de solution.

1
Les solutions de (E2) sont les polynémes de la forme R ZaXZ +AMAER
3 1

1 3
6+ 3a (24 a)(2+ 2a)

X2 +A AER.

Les solutions de (E3) sont les polynémes de la forme
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2 Deuxiéme partie : Quelques propriétés de I’application :

A(a,n) . Rn[x] — Rn[X] .
P XX+ 1P"(X) + (aX — 1)P/(X)

2.1) L’image par A(q n) d'un polynome de degré au plus n est un polynome de degré au plus n. La linéarité de A4 n)
se démontre comme a la question 1.1.1). Finalement,

A(a,n) € X(Rn[x])

2.2) Aan)(1)=0et Ag(a,n)(X) =aX—Tetsike[2n].
Afa.m) (X)) =X(X+ Dk(k — 1)X*2 + (aX — 1)(kX*T) = k(a + k — 1)X* + k(k — 2)X<T

(ce qui reste vrai quand k = 1). On en déduit Mg la matrice de A4 ) dans la base canonique de R, [X] :

2.3) Puisque la matrice M, est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.

Sp(Mq) = (k(la+k —1))o<k<n-

2.4) Soient k et 1 deux entiers naturels tels que 0 <k <1< mn.
la+1-1)—k(a+k—1) =1V -k)+(a—11-k) =(1-KkK)(k+1+a—1).

Comme l>k,onak+l+a—1>T+a—1=a>0et aussi L—k > 0. On en déduit que l(a+1—1)—k(a+k—1) >0
et en particulier que k(a+k—1) Zl{a+1—1).
Ainsi, si a > 0, les valeurs propres de A4 ) sont deux & deux distinctes. On sait alors que A4 n) est diagonalisable.

vn e N\ {0,1}, Va €0, +oo[, A(q n) est diagonalisable.

Si a =0 et n =3, on sait déja que Ao 3) n’est pas diagonalisable (question 1.1.5)).
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 quelconque. Les valeurs propres de de A(g n) sont les k(k — 1), k € [0,n].
Or,pour 0 <k <l<m,

kKk—1)=11-1)& (1-KkK(k+1l-1)=0&k+l=1&k=0ect L=1.

Ao n) admet donc n — 1 valeurs propres simples et une valeur propre double 0 (obtenue pour k = 0). On en déduit que
A(on) est diagonalisable si et seulement si M est une matrice de rang n — 1. Mais le rang de M est encore le rang de la
matrice obtenue en lui retirant sa premiére colonne (qui est nulle) puis sa deuxiéme ligne (qui est nulle). On obtient alors
une matrice carrée de format n, triangulaire supérieure a coefficients diagonaux tous non nuls. Cette matrice est donc de
rang 1 et il en est de méme de M. Ceci montre que Ao n) n’est pas diagonalisable.

vn € N\ {0,1},, A(q 0) n’est pas diagonalisable.
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3 Troisiéme partie : Recherche de solutions développables en série entiére
d’une équation différentielle

3.1) On sait que la somme d’une série entiére est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence. En particulier,
sifeé&, festdeclasse C® sur ] —1,1[.

3.2) a)Pourxe€]—1,1,ona

+o00 +o00 +o00
x(x + 1) f"(x) + (ax — Df'(x) —af =x(x + 1) Z nm—Nanx" 2+ (ax—1) Z nax" ' —a Z anx™
n=2 n=1 n=0
“+o00 +o00 +o00 +o00 +o00
= nmn—1anx™+ Z nmn—1ax""'+a Z nanx™ — Z nax™ ' —a Z Anx™
n=1 n=0 n=1 n=0
+o00

M: 1M IME LM

mn—1) 4+ an—alaxx™ + Z mn—1) —nlax™!

n=1

+o00 oo >
=Y -+ aax™+ Y nm-2a =Y n-Tn+aax™+ Y+ 1n - Danx"
n=1 n=0 n=0

(n=Tm+aan+M=T)M+TDane)x™

3
Il
o

Par unicité des coefficients d’une série entiére, on en déduit que

+o0
Da(f) =af & vx €]0,1[, ) ((n—N(n+a)an+n—1)(n+1))x" =0

n=0

sSvmnmeN, m—1)((n+a)ap, + (n+1)an+1) =0.

b) Porn>1,ona (n—2)((a+n—1)an_1 +na,) =0.

—1

Maintenant, sin >3, onan—2#0 et donc (a+n—1)an,_1 +na, =0 puis a, = *M+an71-
Soit doncn > 3. On a

n—1 n—1

[[x+a) 2" [T (k+a)

@ — 7a+n—1 7a—|—n—2 7(1-!—2 a 7(7”11721(:2 0 — k=2 a
" n n—1 2 2= nl/2 2= n! z
n
2= ] | (k+a)
Yn >3, a, =
n—1
200 [k +a)

Supposons de plus ap = a; =0 et a; = 1. Alors, pour n > 3, a, = ]:2

n—1.
Dans ce cas, la série entiére est un polynoéme si et seulement si le produit (k+ a) est nul & partir d’un certain rang ce

~
||

2
qui équivaut au fait que a est un entier relatif inférieur ou égal a —2.

Posons donc a = —p avec p entier supérieur ou égal a 2.
eSin—T<palorsVk e [2,n—1], k+ a#0 et donc a,, #0.
e Sin—12>p, le produit contient le facteur p — p et est donc nul. Il en est de méme de a.
En résumé, a, n’est pas nul mais les coefficients a,, sont nuls pour n > p + 1. f est donc un polynéme de degré p. Enfin
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p—1
217 [Je=p) 2= < (=17 ' [T~ k)
o

p! p! - p!

f est un polynome si et seulement si a € ZN] — oo, —2].

2
Dans ce cas, f est un polynome de degré —a et de coefficient dominant —.
a

¢) D’aprés ce qui précéde, si a € ZN] — 0o, —2], le rayon de convergence de la série de somme f est infini.
Sinon, les coefficients a,, sont tous non nuls pour n > 2 et pour x # 0 on a d’aprés 3.2)a)

Qng Xn—H

anx"

_ In+q

Con41 I

Cette expression tend vers |x| quand n tend vers +oo. D’aprés la régle de d’ ALEMBERT, la série numérique de terme général
anx™ converge si |x| < 1 et diverge si [x| > 1. On en déduit que la série entiére de somme f a un rayon de convergence égal
al.

Sia¢gZn —oo,—2],Rag =TetsiaeZnN —oo,—2], Ry = +oo.

3.3) D’aprés 3.2)a), les fonctions de £ solutions sont les fonctions de € tels que aap + a3 =0et Vn > 2, (n+ a)an +
M+ T)an+1 =0.

D’aprés 3.2.b), sous 'hypothése f € £ (c’est-a-dire sous 'hypothése f est somme sur ] — 1, 1[ d’une série entiére de rayon
supérieur ou égal a 1),

n—1
po 200 T L0k a)
f solution  3(ao, az) € R?/ ¥x € = 1,11, f(x) = ao(1—ax) +az ) _ o X",

Mais la question 3.2.c) montre que les fonctions ci-dessus sont effectivement dans € et donc

Les fonctions f de &€ solution de Dy (f) = af sont les fonctions de la forme

n—I1
2= [+ a)
x»—)AU—ax)—i—uZ kn:‘z x™, (A, p) € R
n=2 ’

3.4) n désigne un entier supérieur ou égal & 2 donné.

m—1
oo 251 [T (et )
k=2 m

ler cas. Si a ¢ ZN] — 0o0,—2], on a vu que la fonction x +— Z -~ x™ n’est pas polynomiale. On en

m=2

m—
Hk+a

m!

déduit que les deux fonctions x — 1 — ax et x — Z x™ forment une famille libre et donc que

m=2
dim(Ker(D, — aldg)) = 2.
D’autre part, on a R, [X] C £. Comme les fonctions polynomiales éléments de £ sont les fonctions telles que p = 0 c’est-
a-dire les fonctions de la forme x — A(1 — ax), A € R, et que les fonctions x — A(1 — ax), A € R, sont effectivement dans
Rn(X], on a dim(Ker(A(q n) — aldg, x1)) = 1.

m—1
2= [ k+a)
2éme cas. Si a € ZN] — 00, —2], la fonction x — Z ::'2 x™ est polynomiale de degré —a > 2 (d’aprés
—2 :
" m—
H (k+a)
3.2)b)) et encore une fois les deux fonctions x — 1 — ax et x — Z m:' ™ forment une famille libre
m=2 ’
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de sorte que dim(Ker(Dq — aldg)) = 2.

m—1
2= [kt @
k=2
m!

Maintenant, la fonction x +— Z x™ est dans R, [X] si et seulement si —a < n ou encore a > —n.

m=2
Donc, si a < —n, dim(Ker(A(qn) — aldr, (x1)) = 2 (et en particulier Ker(A(qn) — aldr, x)) = Ker(Dy — aldg)) et si
—n<ac< *2, dim(Ker(.A(a‘n) — aIdR“[x})) =1..

4 Quatriéme partie : Résolution d’une équation différentielle

4.1) Soit f une solution de (E) sur R . Alors f est deux fois dérivable sur R et pour x > 0

ax — 1 2(a+1)
f’(x) =— f/ f(x).
(x) x(x+1) (X)+x(x+1) ()
Montrons par récurrence que Vp € N*, f est p fois dérivable sur R7 .
e C’est vrai pour p = 1.
. s . ax—1 _, 2(a+1) .
e Soit p > 1. Supposons f p fois dérivable sur R . Alors la fonction x — — f/(x)+ f(x) est p — 1 fois
x(x+1) x(x+1)

dérivable sur R*. et donc la fonction f” est p — 1 dérivable sur R* ou encore f est p + 1 fois sur R .

On a montré par récurrence que f est indéfiniment dérivable sur R .

Toute solution de £ sur R est de classe C* sur RY. I

1
4.2) Puisque Vx > 0, P(x) = X—Z(p(x) et que @ est de classe C™ sur R”, 1 est de classe C*° sur R . De plus, d’aprés la

formule de LEIBNIZ, pour x > 0 on a

x(x+ 1" (x) + (ax — 1)@’ (x) — 2(a+ 1) (x) = x(x + 1) (2P (x) + dxp’ (x) + x*P” (x)) + (ax — 1)(2xp(x) + x* ' (x))
—2(a+ 1)x*P(x)
=x>(x + " (x) + (4 + a)x® +3x? )’ (x).

Par suite, @ est solution de (E) sur R si et seulement si Vx > 0, x> (x + 1)) " (x) + ((4 + a)x> + 3x%)P’(x) = 0 ou encore
Vx >0, x(x + 11" (x) + (4 4+ a)x + 3)Pp’(x) = 0.

@ solution de (E) sur R* & 1)’ solution sur R de x(x + T)u' + ((4 + a)x +3)u = 0.

La question 1.2.3) permettait de prévoir que la fonction x — x? était une solution particuliére de (E) et donc la méthode
proposée par ’énoncé n’est autre que la méthode du cours. Le résultat était prévisible.

4 3
4.3) Déterminons une primitive de la fonction x — % sur R% . Pour x >0 on a
(4+a)x+37§ a+1
x(x+1)  x x+1’

(4+a)x+3
x(x+1)

Soit alors u une fonction dérivable sur ]0, +oo[.

et donc une primitive de la fonction x — est la fonction x — 3Inx+ (a+ 1) In(x +1) =1In (x3(x + 1)““).

(4+a)x+3

x(x+1) ulx) =0

u solution de (Ej) sur R} & Vx >0, u'(x) +

(44 a)x+3 13 (xp1)0r )
—€
x(x+1)
Svx >0, (Xx+1""u)/(x) =02 INeR/ Vx>0, x3(x + 1) Tu(x) =A
A
x3(x 4 1)a+1"

Evx >0, e Ty 4 u(x) =0

SIANeR/ Vx>0, ux) =

A

A ER/ Vx>0, ') = gy
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4.4) On suppose de plus a = —4.

3
a) D’aprés ce qui précede, IA € R/ Vx > 0, P’(x) :W%)_Z’ —7\<1 —l—%) —7\<1 +§+j—2+):—3>.

Mais alors I(A, 1) € R%/ Vx>0, P(x) = A (x+3lnx % - 2]7) + p et donc

1
JA, ) R/ ¥x >0, @(x) =A <x3 +3x%?Inx — 3x — Z) + ux?.

1
Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ sont les fonctions de la forme x — A <x3 +3x%Inx — 3x — E) + ux?, (A, n) € R2.

b) Déja dim(Ker(A_4 + 6Ildco)) = 2. Maintenant, la restriction a ]0,+oo[ d’un élément de Ker(A_4 + 6Idg,[x]) est
une fonction polynomiale solution de (E). Les foncions polynomiales solutions de (E) sont les solutions correspondant

A A = 0 et donc les fonctions de la forme x — ux?. Comme X? est effectivement dans Ker(A_4 + 6ldg,(x;), on a
dim(Ker(A_4 + 6Idg,(x))) = 1.
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