SESSION 2008 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B PC

Premiére exercice

1. Etude d’un exemple.

1 x —y)?
(a) Soient x et y deux réels. z(xz +y2)—xy = % > 0 avec égalité si et seulement si y = x.
1 X 2
De méme z(x2 +y?) +xy = # > 0 avec égalité si et seulement si y = —x.

1 1
V(x,y) € R?, xy < Z(XZ +y?) et xy = Z(XZ +yY)ey=x

V(x,y) € R?, —%(x2 +y?) < xy et —%(xz +1y2)

(b) Soit (x,y,2) € R*\{(0,0,0)}.

—_—

1 2 1
xy+22 > =50 +y?) 27 = =5 %) - % =502 +y? +2%)

puis en divisant par le réel strictement positif x> +y? + z?, on obtient r(x,y,z) > —5

1 1
3 est donc un minorant de la fonction r sur R3\ {(0,0,0)}. De plus, r(—1,1,0) = ) et donc

1
f admet un minimum sur R3\ {(0,0,0)}, égal a —5

1
(c) Soit (x,y,z) € R3\{(0,0,0)}. xy +z* < E(XZ +y?) + 22 < x% +y? + 2% et donc 1(x,y,z) < 1. De plus, 1(0,0,1) =1

et donc

f admet un maximum sur R3 \ {(0,0,0)}, égal a 1.

(d) xa = (1 = X)(X% — ;1) et donc Sp(A) = (—%, %,

plus petite et la plus grande valeur propre de A.

1). Le minimum et le maximum de r sont donc respectivement la

2. Etude du cas général.

(a) f(W) = a;A 117 + a2A2u3 + aszAsus et done, puisque la base (i, 13, u3) est orthonormée

(W), W)  MaZ+Aad+A3a3  As(ad+ad+a3) + (A —As)ad + (A2 —As)a3

Wiz 11112 a W12
st af(M —A3) | a3(Ar—A3)
W12 W12
(b) Soit W € R3\ {0 . .
f
Puisque A1 — A3 < 0et A2 —A3 <0, on a <(|ﬁ|)|’—> < Az. Ceci montre que A3 est un majorant de r¢ sur R3 \{?}. De
w
e aTE PETEETE!
plus, < (|ui)> |’|;L3> = { TLE)’||L;3> = A3. Ainsi, A3 est un majorant atteint et donc le maximum de la fonction r¢ sur R3 \{6)}.
us us

H
A3 est le maximum de la fonction ¢ sur R3\ {0} I
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(c) Les valeurs propres de —f sont —A;, —Az et —A3z. Ces valeurs propres vérifient —A3 < —A; < —A;. D’aprés la question
précéd_e}nte, le maximum de r_¢ sur R3\ {0} est —A;. Mais il_e)st clair que r_¢f = —7r¢ et donc le maximum de —r¢ sur
R3\ {0} est —A; ou encore A; est le minimum de ¢ sur R3\ {0 }.

H
A1 est le minimum de la fonction ¢ sur R3\ {0}

(d) On munit R?® de sa structure euclidienne usuelle.
- 2 >
Soit f I’endomorphisme de R3 canoniquement associé & la matrice A de la question 1.(d). On note (i, j’, k) la base

canonique de R3.

) )

1 1 1
Pour W = x 1 +y7) fzK € R3, f(W) = z(x? +y—i>) fzk puis (f(W), W) = 7XU + Syx + 2% = xy + z? et finalement,
si de plus W #+ ?,
re(@) = Y2y 2)
T2 T T

H
On retrouve alors le fait que le minimum et le maximum de  sur R3 \ { 0'} sont respectivement la plus petite et la plus
grande valeur propre de f.

3. Une application.

1-X 2
(@) xr=(-1-X) = (=1 —=X)(X2 —5X) = —(X + 1)X(X = 5).
2 4—X
En particulier, f admet trois valeurs propres A1 = —1, A; =0 et A3 =5 telles que A\ < Ay < As.

e Il est clair que Ker(f + Id) = Vect(e7) ou i = (1,0,0) = 7.
e Soit (x,y,z) € R3.

—x =0
(x,y,z) eKer(f) & <{ y+2z=0 & y=-2z
2y+4z=0
1 1
Donc Ker(f) = Vect(LTz)) ol 1 = —5(0,2,—1) = —5(2? - ?)
e Soit (x,y,z) € R3.
—6x =0
(x,y,z) € Ker(f —5ld) &< —4dy+2z2=0 &z=2.
2y—z=0
1 1
Donc Ker(f — 51d) = Vect(i) ot i} = —=(0,1,2) = —(3 +2%).

V5 V5

(b) D’aprés les questions 2._(>b) et 2.(c), le minimum de r¢ sur R3 \{?} est —1 et le maximum de t¢ sur R3 \{?} est 5.
Pour W = (x,y,z) € R3\ {0}, on a

- - > i N e
FW), W) = (—x 1 +y(j +2K)+2(27 +4K),xi +yj +2k)) = x> +y(y+22) +2(2y +42) = —x2 +y? +422 + 4yz,
et donc

) —x? +y? +42% +dyz
W) = T

Par suite,
rf(v_v>) =1 X+ +42 thyz= x> -y 22 o +4yz+522 =02y +2)2+322=0z2=0=y.

Les vecteurs W tels que rf(W) = —1 sont les vecteurs non nuls colinéaires a 7.
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De méme,
rf(W) =5& X2y’ +422 +4yz = 5> +5y? +522 © x? +4y? —dyz+ 22 =0 & 6x> +(2y—z)? =0 x=0et z = 2u.

Les vecteurs W tels que T¢(W) = 5 sont les vecteurs non nuls colinéaires & 3.

(c) Soit W = (x,y,z) € P. D’aprés la question précédente

(W) = X2 +y?+422 +4yz (y+22)2 —x2  (x+y+2z)(-—x+y+2z) —x+y+2z

— — = = X Z).
2 +y?+ 22 2+ 2 + 22 2y + 22 Tty - 9y
(d) Déja, g est minorée par —1 et majoree par 5 sur P.
De plus, puisque 14+ 0+ 0 =1, le vecteur Ui est dans P et on a g(u 1) T'f(LT])) = —1. Donc, g admet un minimum sur P

égal a —1.

. 1 2 1 1 1
De mé O+-+2x=-=1,lel teur — t dans P et — = — =5D dmet
e méme, puisque +5+ Xz , le le vecteur \/gug est dans Petona g (\/§u3> T¢ (\/gug onc, g adme

un maximum sur P égal & 5.

g admet sur P un minimum et un maximum respectivement égaux a —1 et 5. I

Les points de P en lesquels le minimum est atteint sont les (t,0,0) tels que t+0+4+2 x 0 = 1 ou encore t = 1. Donc ¢
atteint sont minimum en un point de P et un seul, le point (1,0, 0).

1
Les points de P en lesquels le maximum est atteint sont les (0, t,2t) tels que 0 +t+ 2 x 2t =1 ou encore t = gl. Donc ¢

12
atteint sont maximum en un point de P et un seul, le point (O, 5 5)

Deuxiéme exercice

0%F 0%F
1. Puisque F est de classe C? sur A, le théoréme de SCHWARZ permet d’affirmer que = .
otox  0xot

(a) Soit [a, b] un segment inclus dans [0, +ool.

2 2
Pour (x,t) € [0,1] x [a, b], posons g(x,t) = % l(%(x,t)) + (%(x,t)) ]

1

Pour t € [a, b], on a donc Eg(t) :J g(x,t) dx.
0

e Puisque F est de lasse C2 sur A, g est dérivable par rapport a t sur [0,1] x [a, b]. De plus, pour (x,t) € [0,1] x [a, b],

dg oF  %F oF 0%
at( x,t) = a(X,t)W(X,t) + &(X’t)—atax

(x,t)
) . dg . o
e Pour tout réel t € [a, b], les fonctions x — g(x,t) et x — 3t (x,t) sont continues sur le segment [0, 1] et donc intégrables

sur ce segment.

e La fonction a—f est continue sur le compact [0, 1] X [a, b] et donc bornée sur ce compact. On note M un majorant de la

fonction |==| sur [0, 1] x [a,b] puis pour x € [0, 1], posons @(x) = M. @ est continue et donc intégrable sur le segment
0
[0, 1] et vérifie V(x,t) € [0,1] x [a, b], ‘af (x, t)‘ ®(x).

D’apreés le théoréme de dérivation sous le signe somme (théoréme de LEIBNIZ), la fonction Ef est de classe C T sur [a,b] et

0g
Vte[aab];E/( )_J
F o ot

—=(x,t) dx. Ceci étant vrai pour tout segment [a, b] inclus dans [0, +ool,

Er est de classe C! sur [0, +ool.

http ://www.maths-france.fr 3 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



3’F  9%F 9%F 9%F ,
(b) Sur A, on a 32 = 32 & 3ma% = 3ot Par suite,

09 _OFOF  OF 0*F _QFQ’F OF °%F _ 3 (OF OF
ot 0t ot2  9x0tdx Ot ox2  9dx 0xdt  Ox ’

et donc, pour t € [0, oo,

19 /OoF OoF oF oF =1 oF oF oF oF
/ = R e B = | — B = — R —_ — R
i) = | e (5% 5 ) w0 ae = [SxnSmn] = SnoF00-Foogow.
oF oF oF oF
/ —_ - . -
2.
(a) F est de classe C? sur A et pour (x,t) € A,
0%F 0°F 02f; 92f, 02f, 92f,
W(X»t) — W(X’t) = (W(X»t) — W(X’ )) - (W(X»t) — W(X,t)) =0
Donc
F satisfait (1).
(b) Pour t >0,
o(f1 —f2) o(f1 —f2) o(f1 —f2) o(f1 —f2)
/ _ —
Or, (f;1 —f2)(1,t) = B(t) — B(t) = 0 et donc
o(f1 —1f2) _d _
S0 = St - 10,01 =0

a(f1 —f2)

m (0,t) = 0 et finalement

De méme,

On en déduit que Ef est constante sur [0, +ool.
(c) Pour x € [0, 1],

oF oF d
S10,0) = hix) ~h(x) = 0 et £(x,0) = —(g— g)(x) =0.

10!
Donc Ep(0) = ZJ (0 4+ 0) dx = 0 puis d’aprés (b), Er est la fonction nulle. Mais alors, pour tout t > 0, la fonction
0

2 2
oF
X = <a (x, t)> + <a (x, t)> est nulle sur(fonction continue, positive, d’intégrale nulle). On en déduit que les fonctions

oF
3 et I sont nulles sur A puis que F est constante sur A (car A est un convexe de R?). Comme F(0,0) = g(0) —g(0) =0,

on a montré que F est nulle sur A ou encore f; = f;.

(S) posséde au plus une solution.

3. On note M un majorant de la suite (Jan|).

(a) Pour x € [0,1] et n € N*, posons hy(x) = 7'[% sin(n7x).
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™ ™
Pour tous x € [0,1] et n € N*, on a [hn(x)| < —5-. Or la série numérique de terme général —-, n > 1, converge et on
n n

en déduit que la série de fonctions h,, converge normalement sur R. Comme chaque fonction h,, est continue sur R, on a
montré que

h est définie et continue sur [0, 1].

(b) Soit x € R. Pour t € R et n € N*, posons fy (t) = Gn sin(n7x) sin(nrt).

4
a a
e Chaque fonction f,, est de classe C? sur Ret Vt € R, f/ (t) = 7'[n—131 sin(n7x) cos(nmt) et £/ (t) = —ﬂzn—; sin(n7tx) sin(n7et).
e Comme en (a), les séries de fonctions de termes généraux respectifs f], et f/! convergent normalement sur R. D’aprés le
+oo
a
théoréme de dérivation terme & terme appliqué deux fois, la fonction t — Z n—z sin(n7x) sin(n7t) est de classe C2 sur
=1
dz +oo a +oo a "
n . . 2 Gn . .
R et Vt € R, FTS) <Z - sin(n7x) sm(nnt)) =—m Z ) sin(n7x) sin(nret).
n=1 n=1
+o0o
De méme, pour chaque t € R, la fonction x +— Z T sin(n7x) sin(nt) est de classe C2 sur R et Vx € R,
n=1
dz +o00 a +o0 a
n . n o 2 n . .
2 Z ) sin(n7mx) sin(nmt) | = —m Z ) sin(n7x) sin(n7t).
n=1 n=1
2 2
Les résultats précédents entrainent en particulier ’existence de 2 et 32 et de plus
X

Pt == f 1 sin(nrx) sin(n7t)
o2 0 T 2 MY T L '

V(x,t) € R?,

(c) D’apres la question précédente, f satisfait (5).

Ensuite,
+o00
e pour x € 0, 1], f(x,0) = ¥_ % sin(n7ox) sin(0) = 0.
1
" +oo a
n .
e pour x € [0,1], —(x,0) =m Z sin(n7x) cos(0) =7 Z1 3 sin(n7mx) = h(x).
n=
e pour t € R, f(0,t) Z 0) sin(nmt) = 0.
n=1
+oo
e pour t € R, f(1,1) Z n(nm) sin(n7t) = 0.

f satisfait donc aux conditions (5), (6) et (7).
Troisiéme exercice

1. Question préliminaire.

(a) Soient m un minorant de f’ sur [a,b[ puis M = —m
g est dérivable sur [a, b[ et pour t € [a, b,

Avec ce choix de M, g est croissante sur [a, bl.

(b) D’autre part, f est majorée sur [a,b[ et il en est de méme de la fonction t — Mt (un majorant est Mb).
En résumé, la fonction g est croisante et majorée sur [a,b[. g admet donc une limite réelle £ quand t tend vers b par
valeurs inférieures. Mais alors, puisque Vt € [a, b[, f(t) = g(t) — Mt, f(t) tend vers le réel { — Mb quand t tend vers b par

valeurs inférieures. On a montré que
f a une limite réelle en b. '
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2.

(a) u est dérivable sur I et,
w =2(X'X+ YY) = 2[(—=X + XY)X + (—2Y — X?)Y] = 2[-X? — 2Y?] < 0.

Donc

u est décroissante sur I. '
(b) (to =0€[0,B[ et donc B > 0).

Sur I, u est décroissante positive et donc u est majorée par u(0). Mais alors, [X| < VX2 +Y2 < \/u(()) et de méme,
Y] < +/u(0). Les fonctions X et Y sont donc bornées sur 1.

Les fonctions X’ = —X + XY et Y/ = —2Y — X? sont aussi bornées sur I (un majorant de [X’| sur I est y/1(0) +1(0) et un
majorant de [Y'| sur I est 24/u(0) +u(0)).

Les fonctions X, Y, X’ et Y’ sont bornées sur 1. I

(c) La question préliminaire permet alors d’affirmer que

Les fonctions X et Y admettent une limite réelle en f3. I

(d) Vérifions que la fonction X est de classe C' sur Jo, B1[.

e X est de classe C' sur Jo, B[ et X; est de classe C' sur [B, B1[. Donc X, est de classe C' sur Jo, B[ et [, B11.
. tthls X2(t) = thn{l3 X(t) =x1 =X7(B) = X2(P) et donc X, est continue a gauche en 3. On en déduit que X, est continue
— —

x<fp x<fp
sur Jo, B1[.
. thrrfl3 X5(t) = tliII[lg(—X(t) +X[)Y(t)) = —x1 + x1y1 = X{(B) = (X2)4(B). Ainsi X5 est continue sur ], B], de classe
-
QZB x<p
C! sur J&, B[ et thrrfl3 X5 (t) existe et est finie. D’aprés un théoréme classique d’analyse, X; est de classe Cq sur Ja, B] et
—
x<fp
en particulier, X3 est dérivable a gauche en B avec (X2)(B) = 1in13 X5(t) = (X2)4(B). On en déduit encore que Xz est
t—
x<fp
dérivable en B et que X} est continue en f3.
Finalement, X, est de classe C' sur ], B1[. De méme, Y, est de classe C' sur Jot, B1[.

Ainsi, (I1,X2,Y2) est une solution de (S7). Mais les fonctions X; et Y> coincident avec les fonctions X et Y sur I. En
particulier Xs(to) = X(to) = xo et Y2(to) = Y(to) = yo. Donc (I7,X32,Y2) est une solution de (S) telle que I % I;. Ceci

contredit le caractére maximal de (I, X,Y) et il était donc absurde de supposer  réel.
B =+c0.

3.

(a) v est dérivable sur I et pour t € I,
v/ (t) = et (2u(t) +u/(t) = et (2X2(t) + 2Y2(t) — 2X2(t) —4Y2 (1)) = —2Y2(t)e?t < 0.

Donc

v est décroissante sur I. '

(b) Par suite, pour t > 0, on a

u(t) = e 2tv(t) < e 2v(0) = e2tu(0) = (x5 +y3)e 2.

http ://www.maths-france.fr 6 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



Donc, pour t >0, 0 < u(t) < (x5 + y3)e ?'. Comme (x5 +y3)e 2* tend vers 0 quand t tend vers +oo, le théoréme des
gendarmes permet d’affirmer que lim wu(t) = 0. Mais alors, puisque pour t > O on a 0 < [X(t)] < u(t) et 0 < [Y(t)| < u(t),

t—+o0
on a encore lim X(t) = lim Y(t) =0.
t—+oo t—+oo

lim (X(t),Y(t)) =(0,0).

t— +oo

4. Supposons « réel.

4t

Pour t € I =]a, +oo[, posons w(t) = e**u(t). w est dérivable sur I et pour t € I,

w/(t) = e*t(du(t) + u'(t) = e (4X2(t) +4Y2(t) — 2X2 (1) — 4Y2(t)) = 2X?(t)e*t > 0.

La fonction w est donc croissante sur I. En particulier, pour t €]x,0], 0 < w(t) < w(0) = u(0) et donc 0 < u(t) =
w(t)e ™t < u(0)e**. Ainsi, la fonction u est bornée sur ], 0].

Mais alors, comme en 2.(b), les fonctions X, Y, X’ et Y’ sont bornées sur J«, 0] puis comme en 2.(c), les fonctions X et
Y admettent une limite réelle en « et enfin, comme en 2.(d), on peut construire une solution de (S) sur un intervalle
contenant strictement I ce qui contredit le caractére maximal de (I, X,Y). Donc
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