SESSION 2008 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B PSI

Premiére exercice

1°) Théoréme de ROLLE. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b] de R & valeurs dans R. Si f est continue sur
[a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifie f(a) = f(b) alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

2°) Notons X1, ..., Xp, p réels de I tels que x; < x2 < ... < x, et h s’annule en chaque xi, 1 <1 <p.

Alors, h vérifie le théoréme de ROLLE sur chacun des intervalles [xi,xi1], 1 <1 < p —1, et donc h’ s’annule au moins
une fois dans chaque intervalle [xi,xi+1], 1 <1 < p—1. On en déduit que h’ s’annule en au moins p — 1 réels deux a deux
distincts de 1.

3°) La fonction h : x = x3%a(x) est dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0, h'(x) = —150x 51 — 40x~4" — 80x 21 —
20x " 40 =b(x).

Si la fonction a s’annule au moins 5 fois dans ]0, +ool, il en est de méme de la fonction h. La question précédente montre
alors que h/ = b s’annule au moins 4 fois dans ]0, +oo[ ce qui n’est pas. Donc a s’annule u plus 4 fois dans ]0, +ool.

Remarque. La fonction b est strictement négative sur ]0,+oo[ et en particulier ne s’annule pas sur ]0, +ool.
4°) Montrons le résultat par récurrence.

e Le résultat est clair pour n = 1 car la fonction f1 : x — A;x*! ne s’annule pas sur ]0, +ool.
e Soit n > 1. Supposons le résultat acquis pour n.

Soient (ot1,...,0n, &nt1) € R tel que o1 < ... < &n < &Xng1 et (A1,..., A, Anst) € RV
n+1 n+1
Pour x > 0, posons fr,11(x) = Z Mex X puis gn1(x) =x %n+1f 1 1(x) = Z Apx X %n+1,
k=1 k=1
n+1 n
gn41 est dérivable sur ]0,4oo[ et pour x > 0, g/ ;(x) = Z Mot — otppq ) xS~ %41 — Ar (0 — Oty )x Xk %ns1,
k=1 k=1

Puisque o1 — Xn 1 < ... < &n — &ny1, Uhypothése de récurrence permet d’affirmer que g/ ,; s’annule au plus n — 1 fois
sur ]0, 4ool[. La question 2° permet alors d’affirmer que gn 11 s’annule au plus n fois dans 0, +oo[. Puisque d’autre part,
x~%n+1 ne s’annule pas sur ]0, +o00l, on en déduit que la fonction 1 s’annule au plus n fois sur ]0, +ool.

Le résultat est démonté par récurrence.

5°) La question précédente appliquée & n = 4 montre déja que P a au plus trois racines réelles strictement positives.
De méme, le polynome P(—X) = X400 4 7X201 1 4X'0T 4 1 a au plus 3 racines réelles strictement positives ou encore le
polynéme P a au plus 3 racines strictement négatives. Enfin, 0 n’est pas racine de P et donc P a au plus 6 racines réelles.

Remarque. Le polynome P est strictement positif sur ] — oo, 0] et n’a donc pas de racine réelle négative. P a donc au plus
3 racines réelles, toutes strictement positives.

Deuxiéme exercice

Partie A.

1°) a) Puisque S est dans .} (R), les Ay sont des réels positifs.
On peut donc poser M = D’P ott D’ = diag(+v/A1,...,v/An). On a D2 = D puis

tMM = t(D’P)D'P = *P*'D'D’P = tPD'2P = 'PDP = .

VS € ZF(R), IM € My (R)/ S = tMM.

n
(b) Soit X € #n 1(R). Posons X’ = MX = (xi)1<i<n. On rappelle que 'X'X’ = Zx{z = ||X’||* et donc
=

IXSX = 'XtMMX = {(MX)MX = |[MX]|]2 > 0.

VS € S (R), VX € Mo 1(R), XSX > 0.
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(c) Pour 1 € [1,n], notons e; le i-éme vecteur de la base canonique de .#y 1(R) (la i-éme composante de e; est 1 et les
autres composantes sont nulles.
Pour X = (xj)1<j<n, On a

n n

IXSX = Zx] Z $j KXk = Z XjXKSj k-
1<5,k<n
En particulier, pour 1 € [[1,1] donné puis X = e; on obtient

t — —
0 < eiSei = E 5j‘161‘k8j‘k = Sii-

1<j,k<n

VS = (sij)1<ij<n € yT:r(R), vie [1,n], sii > 0.

2°) a) Puisque S est dans .7 (R), les A; sont des réels strictement positifs. En particulier, 0 n’est pas valeur propre de
S et donc S est inversible.

Mais alors en prenant la méme matrice M qu’en 1°a), on a (detM)? = det(*MM) = detS # 0 et donc detM # 0. On en
déduit que M est inversible.

VS € £ (R), IM € L, (R)/ S = MM

(b) Soit X € Ay 1(R). On sait déja que *XSX > 0. De plus
EXSX =0= [MX||?=0= MX=0= X=0 (car M est inversible).

Par contraposition, si X # 0 on a 'XSX > 0.

VS € S IH(R), VX € Mn 1 (R)\ {0}, *XSX > 0.

(c) Mais alors, pour i € [1,n], si,; = 'eiSe; > 0.

VS = (Si,j)lgi,jgn S nyJr(R), Vie [[],TL]], Sii > 0.

3°) Soit S € L F(R)\ AT (R). S admet 0 pour valeur propre et donc n’est pas inversible. On en déduit que det(S) = 0.
n

Comme d’autre part chaque s; ; est positif, on a H sii > 0 =det(S). L’inégalité (1) est donc démontrée dans ce cas.
i=1

VS = (Si,j)1§i,j§n € yJ(R) \5{j+ , det(S) < l_IS1 i

4°) a) exp est deux fois dérivable sur R et Vx € R, exp”(x) = exp(x) > 0. Donc la fonction exponentielle est convexe sur
R.

Puisque les A; sont strictement positifs et que la fonction exponentielle est convexe sur R, on a

exp (% 5 1n(m) <13 expln(a))
i=1 i=1

ce qui s’écrit encore
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b) Supposons que Vi € [1,n], si,i = 1. De la question précédente, on déduit que

Y/det(S) = YATAL A <Z?\>_—Tr ):%(1+...+1):1:n'

n
et donc encore une fois det(S) < H sii. L’(inégalité (1) est aussi démontrée dans ce cas
i=1

5°) a) Soit X € A 1(R)\{0}. Aucun des coefficients diagonaux de la matrice diagonale T n’est nul et donc T est inversible.
En particulier TX # 0 et donc d’aprés 1°a)

EXBX = EXTSTX = tXtTSTX = H(TX)S(TX) > 0.

VX € M1 (R)\ {0}, XBX > 0.

b) D¢ja 'B ='T'S'T =TST =B et B € ./, (R).
Vérifions alors que les valeurs propres de B (toutes réelles puisque B € .7 (R)) sont strictement positives.

Soit A une valeur propre de B et X £ 0 un vecteur propre associé. On a
EXBX = X(AX) = AtXX = A X|)3.

XBX

et donc, puis que X # 0, A = ——
X112

> 0. On a montré que

B € .71 (R).

¢) Pour obtenir la matrice B, on multiplie & gauche la matrice S par T et donc pour chaque i € [1,n], la i-éme ligne de
S est multipliée par ti i, puis on multiplie TS par T & droite et donc pour chaque j € [1,n], la j-éme colonne de TS est
multipliée par t; ;. Le coefficient générique de TST est donc t;isi,;t; ;-

En particulier, pour i € [[1,n], le coefficient ligne i, colonne i de B est ti isi,itii =si,i— = 1.
Sifi

n
D’aprés la question 4°, on a alors det(B) < Hbi,i =1 et donc det(S) x (det(T))% < 1.
i=1

2
1 1
Comme (det(T))? = ( ) = , on a montré encore une fois que det(S) < | I si,i. Finalement
S1.1 Sn.n $11...Snn i=1

VS = (si,j)1<ij<n € L (R), det(S) <

Partie B.

1°) Soit A € . (R). Y{AA) = 'AL(*A) = 'AA et donc 'AA € Zn(R).
Comme & la question 1°b) de la partie 1, pour X € .#y 1(R), *X(*AA)X = [|[AX_22 > 0. Mais alors si A est une valeur

EXTAAX
propre de 'AA et X un vecteur propre associé¢, comme & la question 5°b) de la partie 1, A = W > 0. Ainsi,
2
VA € My (R), 'AA € L (R).
On peut donc appliquer I'inégalité (1) a la matrice *AA.
n n

2°) Pour i € [1,n], le coefficient ligne i colonne i de la matrice *AA est Z Qg ilki = Z (ak,i)z et I'inégalité (1) fournit

k=1 k=1

(det(A))? = det(*AA) < ﬁi akl )

i=1 k=1
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n n
et donc |det(A)| < H Z (ak,i)z-
im1

~

n

VA € M (R), |det(A)] (ar1)? (inégalité ’HADAMARD).

—r

k=1

Partie C.

1°) e Notons B le vecteur colonne ) . Le coefficient ligne 0 de AB est é a égal agbg c’est-a-dire 1.
bn
1
Ensuite, pour i € [1,n], le coefficient ligne i de AB est égal a Z axbi_k c’est-a-dire 0.
k=0
1

0
Finalement, AB =e; oli 1 =

0
e La matrice A est une matrice triangulaire & coefficients diagonaux tous non nuls et donc A € ¥.%+1(R).

e Le systéme AX = e; admet une et une seule solution, a savoir X = B. Les formules de CRAMER fournissent alors

Qo 0 0 1
a; aog - 0
det(A’) az
bh=———o0u A’ =
" et(A) M
0
QAo :
an ... a a; O

2°) Puisque la série de terme général |an|r™ converge, on a lim |an[r™ =0 et donc
n— 400

aﬁrzn = Jan™ X lanr™ = o(|lanr™).
n— +o00

On en déduit que la série de terme général a%r?™ converge. De plus, pour tout entier naturel n

n n 2 +o0 2
Z air? < <Z akrk> < <Z akrk> = C2.
k=0 k=0 k=0

+o00
Quand n tend vers +o0o, on obtient Z aﬁer < C2
k=0

3°) Soit n € N*. Déja on a det(A) = ag‘“.
Ensuite, pour chaque i € [0, n], multiplions la ligne i de A’ par r*. On note A" la matrice ainsi obtenue. Par (n+1)-linéarité
du déterminant on a

det(A”) =10 x r! x ... x rdet(A’) = v H1)/2det (A7),

et donc d’apres 'inégalité ’HADAMARD,
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1
|ao‘n+1rn(n+1)/2
< 1
= |ao|n+1rn(n+1)/2
2

bl = [det(A")]

2 24210 2.2 2 2n 2..2n—2 2,21
\/ao—l—...—i—anr \/aor +... a5 g7 ...\/aor +ajren x 1

X T x ]

— 2 221 2 2 2n—2 2 2y2
= af+...+dir \/a +...+aZ T ...\/a + adr
|ao\“+1r><r2><rn\/ 0 n 0 n-1 o™

-1 n
1 Y = cr 1 C
2 —
< |a |n+1rn l I 2= |a ‘n+1rn - \a | 1“|a ‘ ’
0 io 0 0 0

C

1
vneN* by < —a"outax=—.
T[aol

laol

4°) f est développable en série entiére en 0. Donc il existe un réel strictement positif R et une suite (an)nen tels que

+o0
Vx €] — R, R, f(x) = Z anx™. La condition f(0) # 0 fournit ag # 0.
n=0
+o00
Soit (bn )nen la suite définie au début de la partie C puis pour x € R, g(x) = Z bax™ (la fonction g est définie au moins
n=0
en x =0).
Vérifions que la série entiére de somme g a un rayon de convergence strictement positif. Soit r un réel élément de ]0, R[
R Tla
(par exemple T = z) Soit 1/ = % (puisque ap # 0, C est strictement positif).

1/ est strictement positif et pour x € [-r',1'] et n € N*, on a

1 C n T)ag] n 1
b x| < — = .
PN <T|Clo> (zc > Qo

Comme la série géométrique de terme général

1
——— converge, la série de terme général b, x™ converge.
lag|2™
Ce qui précéde montre que la série entiére de somme g a un rayon strictement positif (supérieur ou égal a v'). Notons R’
ce rayon puis posons p = min{R, R’} > 0.
Sur ]—p, p[, on peut effectuer le produit de CAUCHY des deux séries entiéres de sommes respectives f et g et pour x €]—p, p[
on obtient

f(x) x g(x) = apbo + (a1bg + apb1)x + (agb2 + a;b; + azbo)xz +...=1.
. 1
Ceci montre que sur | — p, pl, g = 7 et donc que
1 . .
7 est développable en série entiére en 0.

Troisiéme exercice

1°) Question préliminaire.

1
D’aprés les théorémes de croissances comparées, lim (a(t))Pe %" = lim XPe X =0et donc e (V) T <7>
— +00

Jim . (a(t)®

2°) Soit x € R. La fonction t +— e * Mt est continue sur [0, +ool. De plus,

e Six <0, e *"t domine 1 quand t tend vers +oo et n’est donc pas intégrable au voisinage de 4o0. dans ce cas, F(x)
n’existe pas dans R.
e Si x > 0, puisque xcht . —+> +00, la question préliminaire permet d’écrire

— +00

e—xcht = ! = 1 = ! = !
tore C\xent) ~ %\ant) “%\et) T%\@ )
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—xcht

La fonction t — e est donc intégrable au voisinage de +0o et par suite, F(x) existe dans R.

F est définie sur ]0, +ool.

+oo
3°) Soit a > 0. Posons G : [a,+oo[x[0,+o0[ — R . Pour x € [a,+oo[, on a donc F(x) :J G(x,t) dt.
(X, t) — efx cht 0
e D’aprés la question précédente, pour chaque x de [a, +ool, la fonction t — G(x,t) est continue et intégrable sur [0, +ool.
e La fonction G admet sur [a, +oo[X [0, +oo[ des dérivées partielles premiéres et secondes par rapport & sa premiére variable
x et de plus, pour (x,t) € [a, +oo[x[0, +oo[

0 02
—G(x,t) = —chte *ht ¢t —G(x,t) = ch? te xht,
ox ox?
0 2
e Pour chaque t € [0, +ool, les fonctions x +— a(x,t) et x — W(X’t) sont continues sur [a, +oo[.
e Pour chaque (x,t) € [a, oo,
0G 0°G
’a(x,t)’ =chte Pt <chte *Pt = @(t) et ’W(X’t)’ =ch?te *ht < ch?teacht = g, (1).

Déja les fonctions @7 et @2 sont continues sur [0, +o0o[. Ensuite, d’aprés la question préliminaire appliquée a la fonction

acht

t — acht, quand t tend vers +oo, e~ est négligeable devant

T et donc @1(t) et @2(t) sont négligeables devant
c

1
It et par suite devant 2 quand t tend vers +0o0. On en déduit que les fonctions @1 et @2 sont intégrables sur [0, +ool.
c

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme (théoréme de LEIBNIZ) appliqué deux fois, F est de classe C2 sur
[a, +oo[. Ceci étant vrai pour tout a > 0, on a montré que

F est de classe CZ sur ]0, +ool.

De plus, F’ et F” s’obtiennent par dérivation sous le signe somme.

4°) Soit x > 0.

+00 +00 +o00 +00
x)—Fx) = ch” te™ t— e t = ch*t—1T)e" t= sh” te™ t
F//( ) F( ) J' hZ xcht d J' xcht d J' ( hZ ” xcht d J hZ xcht d
0 0 0 0

“+o00
:J sht x shte >t gt
0

1
Soit alors A un réel strictement positif. Les deux fonctions t +— sht et t — ——e*ht gont de classe C' sur [0,A]. On
X

peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

A 1 A shAe xchA A
J shtxshte *Mt dt = [sht X (——e—“ht)] + —J chte Xbtqp—=—_2-"- 4 —J chte ™t dt (x).
0 X 0 X Jo X X Jo
: na € nA _ hA+A
Maintenant, quand A tend vers +oco, shAe ™ * " ~ —e XA = ze*"c A et comme —xchA + A — —oo d’aprés un
théoréme de croissances comparées, sh Ae *PA — 0.

+oo 1 +o0 1
Quand A tend vers +oo dans (*), on obtient J sht xshte bt dt = ;J chte *htdt = ;F’(x).
0 0

On a montré que

Vx>0, F’(x) + %F’(x) —F(x) =0.

1
vu?z —1

5°) a) Soit x €]0, 1[. La fonction u — e " ( — —> est continue sur ]1, +ool.
u
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Etude en 1. Quand u tend vers 1,

1 1 1 e e x
e | ———— | ~e *x = ~ .

<\/u21 u) V=1 Ju=-Tu+1) 2u-1)

x 1
Comme la fonction u +— ﬁ est positive et intégrable au voisinage de 1 (car 7 < 1), on en déduit que la fonction

w—

1

vu? —1

Etude en +o0o. Quand u tend vers +oo,

_ 1 1 L u—vur—1 _ 1 e " 1
N\ ) T e —o(L).
o

1
u— e v < — —) est intégrable au voisinage de 1 & droite.
u

u2

wuZ—1 wu? — T(u++vu2 —1) PNE

1
vu? —1

H est définie sur ]0, 1[.

1
On en déduit que la fonction u +— e *4 ( — —) est intégrable au voisinage de +o0o et finalement que H(x) existe.
u

Soit x €]0, 1[. Pour chaque u €]1, o0,
0< ey (7] - l) —exu L < L (%)

- Vuz -1 u wiZ —Tu+vuz—1) ~ w2 —T(u+vuZ —1)

1

La fonction u +— est continue sur ]1,4oo[, équivalente en 1 &

1
wu? —T(u++vuZ —1) V2u—1)
1

au voisinage de +o0o et donc intégrable au voisinage de +oo. La fonction u —

et donc intégrable

au voisinage de 1, équivalente a
1

u/u? — T(u+vuZ —1)
I est un réel.

2u3
+oo 1

est intégrable sur ]1,4+oo[ ou encore, en posant I = J du,

o uvuZ—1(u++vuz—-1)

L’encadrement () fournit par intégration 0 < H(x) < I. On a montré que

H est bornée sur 10, 1[.

A%
b) Soient x €]0,1[ puis v € [x,1]. 1 —e™ v = J e " du et donc par croissance de l'intégrale
0

A% A%
Og]—e_":J' e_“dugJ' 1 du=v.
0 0

e*\/‘
Soit x €]0, 1[. La fonction v — —— est continue sur le segment [x, 1] de sorte que K(x) existe. De plus,
v

T v 1 11 v 19 v
K(x):J ¥dv:J %dvfj ] ve dv:fln(x)fJ' 1 ve dv.

X X xX x

1

_ eV 1
¢ dVSJ Tdv=1—-—x<1letdonc —Inx—1<K(x) <—1Inx ou enfin,

Or, d’aprés le début de la question 0 < J' "

x xX

puisque —Inx > 0,

1
Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures, 1 + Tix tend vers 1 et le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que
nx
K(x)
im
x—0 — ln(x)

=1 ou encore que

K(x) ~ —In(x).

x— 0+
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du

¢) Soit x €]0, 1[. Posons u = cht et donc du = sht dt = vu? — 1 dt ou encore dt = T Puisque x > 0, on obtient
W2 —
+o0 +o0 e Xu
H(x) = J e Xt gt = J ——— du.

0 1 u? —1

+o0 e XU
vx €]0, 1], H(x) :J — du.

1 uz —1

d) Soit x €0, 1[.

+o00 —Xxu +o00 +00 ,—xu oo ,—v
H(x) = eidu:l[ e ¥ (%—%) du+J eu du:H(x)wLJ' L ¥
u J—

1 u? —1 1 2 1 x Vv
too o—v
:K(x)+H(x)+J — dv
1 A%
e Vv +oo ,—v
( est négligeable devant — au voisinage de +oo et donc J' —— dv existe dans R). Les questions a) et b) permettent
v v 1 v
alors d’affirmer que
F(x) = —In(x)+ O(1),

et donc que

6°) Soit (xn)nen une suite quelconque d’éléments de [1, +o00[ tendant vers +oco quand 1 tend vers +oo. Pour t € [0, +ool,
“+o0

posons fr (t) = xne ¥ It de sorte que xnF(xn) = fn(t) dt.
0
e Chaque fonction f,, est continue et intégrable sur [0, +ool.

e Pour t > 0 donné, f,,(t) tend vers 0 quand n tend vers +oo (car cht > 0) ou encore la suite de fonctions (fy)nen
converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction nulle qui est continue sur [0, +ool.

e Pour chaque n € N et chaque t > 0, on a [f(t)] = xpe ¥ Pt < e7 Mt o la fonction t — e~ Pt est continue et
+o0

intégrable sur ]0, +oo[ (J' e Bt =F(1)).
0

Le théoréme de convergence dominée permet alors d’affirmer que

+o00 +o00
lim x,F(xn) = lim J' fa(t) dt =J' lim fn(t) dt=0.

n— 400 n— +o00 0 0 n— +oo

Ceci étant vrai pour toute suite (x) tendant vers +oo, on sait alors que liIf xF(x) = 0.
X— +00

+o00
En majorant chaque | — xn chte™*n Pt par chte™ <Pt (J' chte” Pt dt = —F’(1)) , on montre que lirf xF'(x) = 0.
X— +00

0

lim xF(x) =0et lim xF'(x)=0.

X— 400 X— 400

7°) a) W est dérivable sur ]0,4oc0[ et pour x > 0

W' (x) = (FG" +F'G'—FG’' —F'G)(x) = F(x)(f%G’(x) +G(x)) — G(x)(f%F’(x) +F(x)) =
—L(F)G (x) — F(X)G(x)) = —~W(x).
X X
Par suite Vx > 0, W’(x) + %W(x) =0 puis Vx > 0, xW'(x) + W(x) = 0 ou encore Vx > 0, (xW)’(x) = 0. On en déduit
C

qu'il existe C € R tel que Vx > 0, W(x) = <
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Maintenant, pour tout x > 0, on a C = xW(x) = (xF(x))G'(x) — (xF'(x))G(x) et quand x tend vers +oo on obtient
C=0x0—-0x0=0. Donc

W =0.

b) Puisque W = 0, on sait que la famille (F, G) est liée et donc puisque F n’est pas nulle, il existe A € R tel que G = AF.

ﬂeMG:MI
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