SESSION 2009 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A MP

Partie 1

1. Soit n € N*. Soit x €] —1,1]. Alors —x # 1 puis

et donc

2. Solent ne N* et x €] —1,1].

x n—1 Cx X [ 1yngn n—1 AT X [ 1yngn
() = [ g de= Y]t | P a=y ('] +| EDPE g
i 0 i—0

Yn e N* vx el —1,1], In(1+x) :Z

i=1

3. Soit x €] —1,1].

e Sixel0,1],
*i Sl = JX (Gl it dt| = r L dt < rtn dt = ! < L
, o 1+t o T+t T n+1 " n4+1’
i=1
n i-1
Comme lim —— =0, on a montré dans ce cas que la série numérique Z x* converge vers In(T + x).
n—+oo N+ 1 -
1= neN*

e Sixe]—1,0],

i— x nyn 0 n 0 n
(1 4x) -y T J&dt‘zj (" o ] J(—t)“dt: (—x)™+

o 14t N N Mm+1(1+x)

Comme lim

= 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées, on a montré dans ce cas aussi que la
oo (n+1)(T+x) 1)(1 + )

n
1 1
série numérique E x* converge vers In(1 4+ x).
neN*
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+o00 i1 1
4. Pour x = 1, on obtient en particulier In(2) = (f et pour x = 3
i=1
1 +o0 (_”171 1 i +o0 1
2 = — — = = — _— — = = T .
In(2) =—In (] z) ; i ( z) ;121

5. i. Puisque la suite (u,) décroit vers 0, la suite (un) est positive. La suite ((—1)™ "y )n>1 est donc alternée en signe
et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. La série de terme général (—1)™ 'u,,, n > 1, converge donc en vertu du
critére spécial aux séries alternées.

ii. a) Soit n € N*,

2n+2 2n
San1) —San =Y (=" wi =) (1) wi = —uzni2 +Uznir 20,
iz im1
et
2n+1 2n—1
Som41)—1 —S2n-1 = Z (=1 Ty — Z (=)' = uang1 — uzn <0
i=1 i=1
Donc,

la suite (Szn)n>1 est croissante et la suite (San—1)n>1 est décroissante.

b) La suite (San)n>1 est extraite de la suite (Sy)n>1 et tend donc vers S, en croissant. On en déduit que Yn € N*,
SZn < S.
De méme, la suite (San—1)n>1 tend vers S en décroissant. On en déduit que Vn € N*, S,,_1 > S.

vn € N*, Son < S < Sonr.
iii. Soit n € N*.
e Sin est pair, posons n = 2p, p € N*. D’aprés la question précédente, on a
0<S—S2p <Sop—1—S2p =y,

et donc [S — Sop| < uyp.

e Si n est impair, posons n =2p — 1, p € N*. D’aprés la question précédente, on a
—U2p =S2p —S2p—1 <S5 =521 <0,

et donc |S — Szp,1| Suzp S U2p1.

Dans tous les cas, on a montré que |S — Sy| < un,.

vne N* |S—S,.| <un. I

1
6. La suite <—> vérifie les hypothéses de la question 5.. Par suite, pour n € N*
n n>1

=

Soit alors p € N*.

Par suite, on peut prendre
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7. i.Soit n € N*.

g 1 1 1
Z 21\Z1><21:2n+1x T~ 7n°

1 1 11
i=n+ =n+ bl
. 1
YneN ,Oangz—n.
ii. Soit p € N. Pour n € N*,
n
1 1 B pIn(10) pIn(16)
107P R, < 107P — < 107P > > = 4p.
;1 0 < S S S o T
On peut prendre
N/ =4p.
iii. Soit p € N*. N, =10° = (1 +9)P =1+ 9p +... > 9p > 4p = N|, ce qui reste vrai pour p = 0.
vp e N, Np > Nj. I
Partie 11

1. Soit P € R, [X]. Le polyndme P(—1) — P admet —1 pour racine et est donc divisible par X + 1. Par suite, il existe un
polyndme noté @ (P) et un seul tel que P(—1) — P = (X + 1)@n(P). @n(P) est le quotient de la division euclidienne du
polynome P(—1) — P de degré au plus n par le polynéome X + 1 de degré 1. Par suite, @ (P) est de degré au plus n — 1.

VP € RnlX], 3l@n(P) € Rn1[X]/ P(=1) = P = (X+ 1) @n (P).

2. Soient (P,Q) € Rn[X] et (A, n) € R2.
(AP+upQ)(=1)—=(AP+uQ) = A(P(=1)=P)+u(Q(=1)—Q) = A(X+1)@n (P) + X+ 1) on(Q) = (X+1)(A@n (P)+pren(Q)),
et par unicité de @ (AP + pQ), on a donc @(AP + uQ) = A@n(P) + non (Q).

Pn € Z(Rn[x])Rnf1 [X])

Soit P € Ry, [X].
P e Ker(gpn) & on(P)=0& P(—1) —P=0& P € Ro[X].

Ker(¢gn) =RolX].

On a Im(¢,) C R,_1[X]. Mais d’aprés le théoréme du rang
dim(Im(@y)) = dim(R, [X]) — dim(Ker(¢pn)) =n+1—1=n =dim(R,,_;[X]),

@n est surjective. I

et donc Im(@n) = Ry 1[X]. On en déduit que

3. Déja on (1) =0. Soit alors j € [1,n].
j—1 j—1
(1) =X = (=1=X) D> (1) X = (X+1) ) (=1)"X" (car k—1i et k+1 ont méme parité),
i=0 i=0
j—1 j—1
et donc @n (X)) =) (=1)PFX = (=1)) 3 (~1)'X". On en déduit
i=0 i=0

0 —1 1 —1 ... (="
0 0 :

l\lat(xk)ogkgn,(Xk)ogkgnfl((pn) = —1 e%n»“Jr](R)'
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et donc

Partie 111

1. g est continue sur ]0, 1] et est dominée par f en 0 & droite. Comme f est intégrable sur ]0, 1], il en est de méme de g.

g est intégrable sur 10, 1].

2. Soit n € N. f,, est continue sur ]0, 1] et est dominée par f en 0 & droite. Comme f est intégrable sur ]0, 1], il en est de
méme de f,,.

vn € N, f, est intégrable sur ]0, 1].

3. e La suite (un(f))nen est positive.

1 1 1
e Soit n € N. up1 —un = J X" f(x) dfo x"f(x) dx = J x"(x — 1)f(x) dx < 0. La suite (un(f))nen est donc

0 0 0
décroissante.
e Montrons que lim un(f) =0.
n— +oo
) ) ) : 0six €]0,1] .
La suite de fonctions (fy,)nen converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction h @ x +— (1) six—1" et la fonction h

est continue par morceaux sur ]0, 1].

Enfin, pour tout n € N et x €]0,1], [f(x)] = x™f(x) < f(x) (hypothése de domination) ou la fonction f est continue par
morceaux, positive et intégrable sur ]0, 1].

Le théoréme de convergence dominée permet alors d’affirmer que la suite (u, (f)) converge et que

1 1
lim wu,(f) = J lim f,(x) dx = J h(x) dx = 0.
n— 400 o M too 0

En résumé, la suite (—1)™un, (f) est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. La série de terme
général (—1)™u, (f) converge donc en vertu du critére spécial aux séries alternées.

4. e Chaque fonction (—1)™f, est continue et intégrable sur ]0, 1[ d’apreés la question I11.2.
e La série de fonction de termes général (—1)™f,, n > 0, converge simplement sur ]0, 1[ vers la fonction g de la question
III1.1. car pour x €]0, 1]

—+00 N —+00 N f(x)
nZ:O(—n fn(xJ:f(x)T;(—xJ =1y 9

De plus la fonction g est continue par morceaux sur ]0, 1[.
e Pour tout n € N et tout x €]0, 1],

- |3 -

ou la fonction 2g est continue par morceaux, positive et intégrable sur [0, 1[ (car intégrable sur 0, 1] d’apreés la question
II.1.).

n

2 (-1l

()| — (=1)FIxn | o 2
T4+ x S 14x

= 2g(x) (hypothése de domination),

D’aprés le théoréme de convergence dominée,

+oo +0oo 1 1+ 1
> ) = Y0 [ b ax= Y 0t ac= [ L ax-s

14+ x
n=0 n—0 0 o 1+
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5. (i) La fonction f vérifie bien les hypothéses du début de la partie ITI. L’identité de la question précédente fournit

n2) J’ L f( UHJ’Xn " i“ (=1)" i“ (=D*!
n == = — — — .
o T+4x n—=0 0 n—=0 n+1 i=1 i

1
(ii) La fonction f vérifie bien les hypothéses du début de la partie III (car 5 < 1). Calculons S¢. En posant t = /X et

dx
donc dt = ——, on obtient

2/x

1 1

1  dx 1 T

S¢ = = dt = Arctan1 = —.
f J'O 1 +X2ﬁ JO 1 +t2 retan

|

D’autre part, pour n € N

1 1 1
x™ 1 ol 1 1 1
Lfn(x)dx—J'oﬁdx—zLx de—zx T = maT

L’identité de la question précédente fournit alors

2
(iii) La fonction f vérifie bien les hypothéses du début de la partie III (car 3 < 1). Calculons S¢. En posant t = x'/3 et

donc dt = on obtient

dx
3x2/3’

1 1
1 dx 1
5 _J'O T+ x3x2/3 _J'O 1+t3dt'

Soit (a,b,c) € R3.

a b(—1+ 2X) c a1 =X+X2)+b(=1+2X)(X+ 1) +c(X+1)
X4+1 1-X4+X2 1T-X+X2 (X+1)(1 =X+ X2)
(a+20)X? 4+ (—a+b+c)X+a—b+c
B X3 +1
Par suite,
1 1
a+2b=0 cC=— C:z
a b(—1+ 2X) c 1 2
X+T T T-X4x2 TT-x3x2 X417 “Jg++i10<:> 20-2p=1 &4 a2
a-— c= a+2b=0 b:*g
C—l
_21
S5 b=—-
6
a—l
K
Pone. ! 11 1T 2X—1 +1 1 ot
11 = — — = —
X341 3X+1 6X2-—-X+1 2 2 2
o N\ (V3
2 2
1 1 1 2X—1\1" 1 1 /m m V3ln2+mn
S¢=|=In(x+1)— =In(x* —x+ 1 +—Arctan<—>} =-In24+ —(=+=2)="""7T—"—,
= |31 -zl )\/g V3 /)1, 3 \/§(66) 33
Sf\/§1n2+7'[
T T3
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Partie IV

1.
' P(x) [T P(x) = P(=1) + P(-1) B ' f(x) ' —(x+ 1en(P)(x)
L X+]f(x)dx— , o f(XJdX—P(*UJ'O S dx—i—JO o f(x)dx
1
:P(—nsf—j on (P (X)F(x) dx
0
1
2. Soitn e N. Sf:T (1 ”J' 1"_‘(_1)f(x)dx+T =) et donc
n\— O n\—
CSe | ' Ta(x) 1 (MM X)) 1T ("Maf(x) . MaSy
St Tn(n’ GAE] L xS \Tn(—mL P \Tn(—mL x 1 T
Sn M,S¢
me fso- iyl < ey

Partie V

1. (i) Soit n e N.

Vg2 = Tn2(=1) = 6T (=1) = Tu(=1) = 6vny1 —vn.

YneN, v —6vner +vn =0 (%).

(ii) L’équation caractéristique de la récurrence (*) est z> — 6z + 1 = 0. Cette équation admet pour solution les deux
nombres z; = 34+ V8 et z; = 3 — /8. On sait alors qu'il existe deux nombres réels « et p tels que ¥n € N, v, =

a(3+V8™M+B(B— V™

_ _ T _ _ . axtp=1
(iii) vo = To(=1) =T et vi =Ty ( 1)—3.Pourn—0etn—1onobtlentdonc{ G+ vVBat (3—vE)p =3 ou encore

x+p=1 1
{\/goc—\/gﬁzo etdoncoc:ﬁ:z.

] (34+ V8™ + (3—V8)™M).

meN, v, =

N

2. 3—/8 >0 et donc pour tout entier n, vy, > 0. En particulier, ¥n € N, T,,(—1) # 0.

Montrons par récurrence que Vn € N, deg(T,,) = n.

e C’est vrai pour n=0et n=1.

e Soit n € N. Si deg(T,) =n et deg(Th+1) =n+ 1 alors deg(Th42) =deg((1 —2X)Th1)=14+n+1=n+2.
Le résultat est démontré par récurrence et donc la suite (T,,) vérifie les hypothéses du début de la partie V.

3. Tp et Ty sont a coefficients entiers et si pour n € N, T, et T,,41 sont a coefficients entiers, alors Ty, 12 = 2(1-2X) T, 1 —Th
est & coefficients entiers. On a montré par récurrence que Vn € N, T, € Z[X].

4. Montrons par récurrence que ¥n € N, Vx € R, Tp (sin® x) = cos(2nx).
e Pour x € R, To(sin® x) = 1 = cos(0x) et Ty (sin? x) = 1—2sin? x = cos(2x). Le résultat est donc vrai pour n =0 et n = 1.
e Soit n € N. Supposons que Vx € R, T, (sin? x) = cos(2nx) et Tpo1(sin? x) = cos(2(n + 1)x). Alors pour x € R

Trp2(sin? x) = 2(1 — 2sin? x) T 1 (sin? x) — T (sin? x) = 2 cos(2x) cos((2n + 2)x) — cos(2nx)
= cos((2n 4+ 4)x) + cos(2nx) — cos(2nx) = cos(2(n + 2)x).

On a montré par récurrence que

vn € N, Vx € R, Tn(sin? x) = cos(2nx).
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5. Soit n € N.
o« M, > [Ta(1 |_‘T (bm —)] | cos(n)| = 1.

e D’autre part, pour tout y € [0, 1],
Ta(y)l = }Tn (sin2 Arcsin \/g)} = |cos(2n Arcsin \/Y)| < 1

et donc M,, < 1. Finalement, M, = 1.

YyneN, M, =1. I

Soit n € N.

M. 2 2
Ta(=D B+V8M+(3—V8™  (3+ V)"

6. Sif est la fonction constante 1, alors S¢ = In 2.

1
Sn I ou Sy :J ©n(Th)(x) dx. Pour tout entier naturel n, on a d’aprés IV.2 et V.5

Pour n € N, posons t, = ———
" |Tn(_‘I 0

[In2 — tn| = |S¢

Sn ‘ M S¢ 2In2

— < <
Ta(=DI " Ta(=1 = 3+ V8"

Maintenant, |T,, (—1)| est un entier car T, est a coefficients entiers d’aprés V.3. Ensuite, @, (T, ) est a coefficients rationnels

(quotient de la division euclidienne de T,, par X + 1 dans Q[X]) et donc S, = J ©n(Th)(x) dx est un nombre rationnel.
0

Finalement, pour chaque entier n, t,, est un nombre rationnel.
Partie VI

1. La fonction x — sin? x est de classe C° sur R a valeurs dans [0,1] et la fonction f est de classe C> sur [0, 1]. Donc la

fonction x — f(sin? x) est de classe C5 sur [0, 1]. Mais alors, la fonction g est de classe C° sur R en tant que quotient de
fonctions de classe C° sur R dont le dénominateur ne s’annule pas sur R.

2. On pose x = sin’ t et donc dx = 2sintcost dt = sin(2t) dt. On obtient

/2

1 /2 .2
P P t
J 0 fxyax = J Lz)f(sinz t)sin(2t) dt = J P(sin? t)g(t) dt.
o 1+x o l+sin“t 0
1 T (X) 7t/2 /2
3. Soit n € N. D’aprés la question V.4, J' 1“ " f(x)dx = J Ta(sin? t)g(t) dt = J' g(t) cos(2nt) dt.
0 0 0
Toutes les fonction considérées étant de classe C? au moins sur 'intervalle [O, g , on peut effectuer une double intégration

par parties et on obtient

1 /2
4n2J Tn(x)f(x)dx:J 9(t)(4n? cos(2nt)) dt

0 1 +x 0
7t/2 /2
— 2nsin(2nt)g(t)]F/? —J 2nsin(2nt)g’(t) dt = J —2nsin(2nt)g’(t) dt
0 0
/2 /2
= [cos(2nt)g’ (t)]5/* — J cos(2nt)g”(t) dt = (—1)"g’ (g) —g’(0) — J cos(2nt)g”(t) dt
0 0

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés.



4. (i) Soit n € N.

dx

1 1
T2l ) g [ Tl
0 ]+X

/2

-1 <(nn+zg’ (3) -9 —L cos(2(n + 2)t)g" (1) dt)

7t/2

-2 ((—n“g’ (3) 90— costzntig” (0 dt)
1 /2
=- J (cos(2nt) — cos(2(n + 2)t))g” (1) dt.

(ii) Soit n € N*. On applique le calcul de la question 3 a la fonction g” et on obtient aprés une nouvelle intégration par
parties

4n2ﬂ cos(2nt)g" () = (~1)"g'?) (72[)9(3)(0)J:/2C°S(m) o
Par suite,
w2
JO (cos(2nt) — cos(2(n +2)t))g” (t) dt:((*”“g(s)( ) )<4n2 “*2) >
[

et finalement

T
(iii) Les fonctions |g(®)| et |g{®)| sont continues sur le segment [O, E] et donc bornées sur ce segment.

s
Notons M3 et M5 des majorants des fonctions |g(3)| et |g®)| respectivement sur [O, E]

N m
(=g (z)fg“’(o) 1 M1 _ Ms(4n+4)
16 nZ (n+2) S8 \n2 (n+2)32 8n2(n + 2)2
M M;/2
2n?(n +2) n3 ’
et
_ im0 1\ g o ©Ms/32
3 2\n3 " (n+2)3 PR
Par suite,
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5. Vérifions que Yn € N*, Q(—1) # 0. Pour cela, vérifions tout d’abord que la suite (v;,) est croissante et positive.
e 0 vo=1<3=v,.

e SipourneN,onal< vy, <vpegalors vipyy =6Vni1 — Vv = 5vne > v <0.

On a montré par récurrence que la suite (v ) est croissante et strictement positive.

Soit alors n € N*.

Qn(=1) = M +2)* vz — vy = (N +2)% 6V — V) — nPvy
> (N4 2)%(6vn —vn) —N?vp = v (5(n +2)% —n?) = v (5n? — n?) = 4n’v,

=22 (34 V8™ + (3—V8)™) > n?(3+ V8™ > 0.

1
En particulier, pour n € N* Q(—1) # 0 et on peut poser g, = mj ©n(Qn)(x) dx. Qu(—1) est un entier d’aprés
n(—=1)Jo
la question V.3. D’autre part, comme & la question V.6, Q. est & coefficients entiers et donc @ (Qn) est a coefficients
1
rationnels. Le nombre J ©n(Qn)(x) dx est donc un rationnel et il en est de méme de qy,.
0

1
X
D’aprés la partie IV appliquée a la fonction f = 1, pour tout entier naturel non nul n, on a J Qnlx) dx =Qn(—1)In2—

0 ]+X
1
J ©n(Qn)(x) dx ou encore

0
1
Qn(x)
In2— = J dx|,
2= an =g m ) T
1 1
avec J Qn (x) dx| < ﬁ ou K est la constante de la question précédente avec f = 1 et donc J Qn(x) dx| <
o T4x n3 IQn(—1[Jo T+x
v K K s
2348 nS34VEnT
vneN* |In2—qnl < K ou ¢ 1 J] (Qn)(x) dx € Q
,|In2 — {———on = — .
n n5(3+\/g)n n Qn(_” O(Pn n
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