SESSION 2009 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A PC

Question de cours
1) e Soit C € M3(R).
CeSMRINA3(R)=C=C=-C=2C=0=C=0.

Donc S3(R) N A3 (R) = {0}.

e Soit C € M3(R). Ona C = %(C+tC) +%(C—tC) avec (%(CthC)) = %(CthC) et t (%(C—tC)> = —%(C—tC).
Donc S3(R) + A3 (R) = M3 (R).
On a montré que

M3 (R) = S3(R) d A3(R) et VC € M3(R), Sc = %(C*FtC) et Ac = %(C—tC).

2) Puisque rg(S) < 2 < 3, la matrice S n’est pas inversible et donc 0 est valeur propre de S.

S est symétrique réelle donc, puisque by est orthonormée, @s est un endomorphisme symétrique de R3. D’aprés le théoréme
spectral, il existe une base orthonormée b de R3 formée de vecteurs propres de @s ou encore il existe une base orthonormée
b de R3 telle que My (@s) soit de la forme désirée.

Application. Le polyndéme caractéristique de @s est

X 1 0
xs=| 1T =X 1 [==XX>=1)—(=X) =-X(X2—2) = —X(X - vV2)(X +V2).
0o 1 -X

e Détermination de Ker(@s). Soit (x,y,z) € R3.

(x,y,z) € Ker(ps) & ¢ x+z=0 & { zzgx
y =
1
Ker(@s) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur unitaire el = (1,0,—1).

e Détermination de Ker(¢s — v/21d). Soit (x,y,z) € R3.

—xV2+y=0 _
(x,y,2) € Ker(ps — v2Id) & { x—V2y+2z=0 @{E:X .

y—v2z=0

1
Ker(@s — v/21d) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur unitaire e3 = 2(1 V2,1).

e Puisque @s est symétrique, Ker(@s + v/2Id) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur unitaire 6_3) =ei A

2(1)7\/Zy])

b= (e_f, e_2>, e_3>) est une base orthonormée de vecteurs propres de @s.

Sl

—_

a1

V2 2 2
Les formules de changement de bases fournissent alors S = PDP~! avec D = diag(0, V2,—V2),P = 0 L\/_ fi
BN

V2 o2 2
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et P~1 =P car b est orthonormée.

Soit n € N*.
1 o1 1 a1,
V2 2 2 V2 V2
0 0 0
S"=PD"P ! = o L -1 (o (V2" 0 ) % s %
V2 V2 0 0 (=2 V2
1 1 1 1 1 1
N 2 2 V2 2
o WA (v a1, b
2 2 V2 V2
| o V2r (=v2) T 1 1
B V2 V2 22 2
o W (v 1 1
2 2 2 V2 2
T+ =DMV = (=MWDY T+ (=))W
4 232 4 .
| 0=V 0+ EDVr 0= (=D)MV2
N 2V2 2 2V2
T+ (=MV2Y 0= =DMV (T4 (=)M)(vV2)r
4 232 4
et donc

v
=271Set S =| 0
vl

Remarque.

010 010 10 1 010 10 1 0 2 0
S2=1|1 0 1 101 |=1020 |pusS=|1 01 02 0 |=(2 0 2 ]=2S
010 010 1 0 1 010 1T 0 1 0 2 0

Par suite, on obtient immédiatement Vp € N*, $2P~1 = 2P~1S puis S2P = §2P~15 = 2p—1G2,
Partie I : Exemples de crochets de Lie et premiéres propriétés

1) Exemples de Crochets de LIE
a) Il est immeédiat que l'application [, ] est un crochet de LIE.

b) e [, ] est une application de E x E dans E.
e Soit (A,B) € E2. [A,B] = AB — BA = —(BA — AB) = —[B, A]. Par suite, [, | est antisymétrique.
e Soient (A,B,C) € E3 et (A, u) € R%.

AA + uB, C] = (AA + uB)C — C(AA + uB) = A(AC — CA) + u(BC — CB) = A[A, C] + u[B, Cl.

Donc [, ] est linéaire par rapport 4 sa premiére variable et donc, puisque [, ] est antisymétrique, [, ] est bilinéaire.

e Soit (A,B,C) € E3.

[A,[B,Cl] + [B, [C,All + [C, [A, B]]
— A(BC — CB) — (BC — CB)A + B(CA — AC) — (CA —AC)B + C(AB — BA) — (AB — BA)C
— ABC — ACB — BCA + CBA + BCA — BAC — CAB + ACB + CAB — CBA — ABC + BAC
=0.

Finalement, [, ] est un crochet de LIE sur M, (R).
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Pour An(]R), il reste juste se convaincre que [, ] est bien une application de A, (R) x A, (R) dans A, (R).
Soit (A, B) € (An(R)). Vérifions que [A,B] € A, (R).

t[A,B] = Y(AB —BA) = 'B*A —'A'B = (-B)(—A) — (—A)(—B) = —(AB — BA) = —[A, B].
Ainsi, [, ] est une application de An (R) X An(R) dans Ay (R) et donc un crochet de LIE sur A, (R).

Sur Sp(R), [, ] n’est pas un crochet de LIE pour n > 2 carsi (A, B) € (Sn(R))?, Y[A,B] = —(AB—BA) # AB—BA = [A, B]
si A et B ne commutent pas. De plus, pour n > 2, A = Eq 7 et B =Eq 2+ E; 1 fournissent un exemple explicite de matrices
symétriques de format n ne commutant pas.

Sin=1,[, ] est application nulle sur §;(R) et donc un crochet de LIE sur S;(R) d’aprés la question précédente.

2) Crochet de LIE usuel sur R3
a) Soit (W, V, W) € (R3)3.

TAVAW) +VARATD) +WA(TAY) = (T W)V - (V) W+ (F W) w- (VW)
+(WINT - W)V
_7

)

ce qui s’écrit encore
[T, [V, W] + [V, W, W] + [W,[W, V] = 0.

Il est d’autre part connu que le produit vectoriel est une application de (R3)? dans R3, bilinéaire et antisymétrique. Donc

le produit vectoriel est un crochet de LIE sur R3. I

b) i) Puisque le produit vectoriel est linéaire par rapport & sa deuxiéme variable, 15 est un endomorphisme de R3.

ii) Soit W € R3. W € Ker((hg) & a/\u—0<:>(a u) lice & U € Vect(@).

Ker (hg) = Vect(d).

D’aprés le théoréme du rang, rg(P ) = dim(R3) — dim(Ker (pg)) =3 —1=2.

rgr (V) =
i) b (1) = (¥ + BT +7K
wg()):(oc?—l—ﬁ?—i—y?)/\
Pa(X) = (cx?+ B +v?) A
o v B
Y(Ag)=| =y O o = —A et donc Az € AR).
p —ax O

iv) En développant suivant la premiére colonne, on obtient

X —=v B

Xay =| v X —a|==X(X*+o?) —y(yX—ap) — Blay + BX) = —X* — («® + B* + )X
—pB a —X
XX+ ).

Xao = —X(X2+[T?). I

v) Puisque ||@|? >0, XA n'est pas scindé sur R et donc g n’est pas diagonalisable.

0 v B
vi) Soit A € A3(R). Posons A = 2% 0 —a | ou («,B,y) € R3. La question iii) montre que nécessairement
—p o 0

- = o - =
T =i+ B +vk et réciproquement si T =i+ Bji +vk alors A =A4.
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Partie II : Détermination des crochets de Lie en dimension 1 et 2

1) a) Soit (W, V) une famille lide de E.

— —
e SiU = 0, alors [ﬂ}, 7} = 0 car 'application X [7, 7] est linéaire.
e Sinon, il existe A € R tel que YV = AU et donc [?,7} = [ﬂ),kﬂq = 7\[ , } Maintenant, par antisymétrie,

[, ] = — [T, T] et donc [W, W] = 0.

_)
Dans tous les cas, [ﬂ), 7] =0.

b) La réciproque est fausse dans un espace de dimension au mgins 2. L’application nulle de E x E dans E est un crochet

de LIE sur E et toute famille libre de 2 vecteurs a pour image 0.

Prenons aussi ’exemple moins trivial du I.1)b). On prend A = I,, et pour B n’importe quelle matrice non scalaire. On a
[A,B] = 1,B — BI,, =0 et pourtant la famille (A, B) est libre.

2) a) Dans un espace de dimension 1, toute famille de deux vecteurs est liée et donc, d’apres I1.1)a), V( 7) € E2,
[@,V]=0.

)

b) Ainsi, il y a au plus un crochet de LIE sur un espace E de dimension 1 & savoir application nulle de E x E dans E.
Réciproquement, 'application nulle de E x E dans E est un crochet de LIE sur E d’aprés I.1)a).

3) a) Si X est un vecteur quelconque de E, [x 7} =— [7, 7} par antisymétrie et donc [7, 7} =0.

Soit alors (_> _>) € E2.

[7,?} = [XHT()} + %23, Y110 +yz\ﬁo}

= x1y1 [W0, W3] + x1Y2 [Uo, Vo] +x2y1 [Vo, W3] + x2y2 [Ve, Vo] (par bilinéarité)
=x1Y1 X 0+ x1Y2 [, V8] — x2y1 [U8, V3] +X2y2 x O (par antisymétrie)

= (x1y2 — x2Y1) [U0, ¢

b) i) Soit (W, v, W) € E.

e Si la famille ( ,V,W) est de rang au plus 1, chacune des trois familles (_> _>) (_> W) et (V,W) est liée et donc
detp (E}, 7) = detp (7, W) = detp (W, u) = 0. L’égalité de I’énoncé est donc vraie dans ce cas.

e Sinon, la famille (_) v W) est de rang 2 et I'un des trois vecteurs ﬂ}, V ou W est combinaison linéaire des deux autres.

Supposons par exemple qu’il existe deux réels A et pu tels que W =AU + uV. On a alors
detp (7, W) U + detg (W, E)) V =detp (7,7\? + pV) U + detg ()\ﬁ> +uVv, ﬁ)) v
= Adetp (7, ?) + pdetp (_) _)) v

v

= —detp (?,V) (?\ + HV) = —detp (ﬂ),V) W

et I’égalité de ’énoncé est encore une fois vérifiée.

(W, V, W) € B3, detg (T, V) W + dety (V, W) T + dets (W, 1) ¥ = 0.

i) Soit (ﬂ), 7, W) € E3. Par linéarité du déterminant par rapport a chacune de ses variables
@, [V, )] = [@,dets (¥, W) K| = dets (¥, %) [T, %] = [dets (V, W) T, ]|

iii) Soit (W, V', W) € E3. D’aprés 1) et ii),

[, [V, W]] + [V, [W, W] + [W, [W, V] = |dets (V, W)
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D’autre part, [, ] est une application de E x E, bilinéaire et antisymétrique par bilinéarité et antisymétrie du déterminant
en dimension 2. Finalement [, ] est un crochet de LIE sur E.
c) D’aprés ce qui précede, les crochets de LIE sur E sont les applications de la forme (7, ﬂ}) — detp (

H
une base quelconque de E et k est un vecteur quelconque de E.
Partie III : Etude des crochets de Lie en dimension 3

H
1) a) Encore une fois, par antisymétrie, on a : VU € E, [_) _)] =0.

i) Soit (x y) € E2. Par bilinéarité et antisymétrie de [, ]

= - - o
»1]+XZUZ[]aJ}+X2U3[)»k}

— —
=X1Y2C3 *XﬂJaCz —X2Y1C3 +X2U301 +X31J1Cz *Xsyzm

= (x2Y3 — X3Y2)C7i + (x3y1 — x1Y3)C3 + (x1Y2 — X2Y1)C3.

E? Notons X, Y et XY les vecteurs colonnes dont les composantes sont les coordonnées des vecteurs respectifs 7, ﬂ} et
PAVAN ﬂ) dans la base by.

CxXAY=1] c21 c22 €23 X3Y1 — X1Y3
€31 €32 C33 X1Y2 —X2Y1

(x2yz —x3y2)cr,1 + (x3y1 —x1y3)cr2 + (x1y2 —x2y1)er 3
= | (x2yz —x3y2)c2,1 + (Xx3y1 —x1Y3)c2,2 + (Xx1Yy2 —x2y1)c2 3

Cii1 C12 C13 ( X2Y3 —X3Y2
(
(

(x2y3 —x3Y2)e3,1 + (x3y1 — x1y3)c3,2 + (x1Yy2 — X2y1)c3.3

c1,1 12 C1,3
= (x2y3 —x3y2) | c21 | +(x3y1 —x1y3) | c22 | +(x1y2 —x2y1) | c2;3
€31 C32 €33

= (x2y3 —x3Y2)Cq + (x3y1 —x1Y3)C2 + (x1y2 —x2y1)C3

et donc @c (X AY) = (xay3 — x3y2)e1 + (xay1 —x1Y3)e3 + (x1y2 —x2y1)c3 = [X, V).

V(X, V) €2 [X, Y] =0c (X AT).

iii) La question ii) montre Pexistence f : si [ , ] est un crochet de LIE et si f = @¢, alors V( ,?) € E?, [7,?] =
f(XAY).

Réciproquement, si f est un endomorphisme de E tel que V (_> _>) € E?, [7,?] =f (7 A ﬂ)), alors V (7,?) € E?,
f(XAY)=0c (XA Y

En particulier, f (T)) =f (?/\?) = @c (?/\?) = @c (?) et de méme f (?) = @c ( j ) et f (?) = @c (?)
Ainsi, les endomorphismes f et @c coincident sur une base de E et donc f = @¢.

Remarque. La question ne signifie pas que pour tout endomorphisme f, ’application (7, ﬂ}) —f (7 A ﬂ)) est un crochet
de LIE.
1 1 0 C1,2—C21 C1,3—C3,1 1 [ c32—¢23
b) i) Ac = Z(C —tC) = 7 C21—C12 0 c23—c32 |. Daprés 1.2)b)vi), T = 3 €1,3—C3,1 ou
€31 —C13 C32—C23 0 €21 —Ci.2
encore
1 c11 0 C2,1 0 3,1 €3,2—C23
- - - ’ ’ ' ' '
i) PACT+jAG+HKAG = 0 |Al car |+ 1 A ca2 |+ 0 JA[ 2 | = cr3—c31 | =27,
0 €3,1 0 2,3 1 3,3 €21 —C12
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c
c) D’aprés la formule d
(E}?) ﬂ) et donc

2) a) [, ] est linéaire par rapport a chacune de ses deux variables par linéarité de @g et bilinéarité du produit scalaire
et du produit vectoriel.

Ensuite, pour (7,?) € (R3)?

[7,%] = 95 (FAT) + (2.7) T - (3.

<l

)X = (g5 (RAT) +(T.7) %~ (T.X)7) = [X. 7).

[, ] est bilinéaire et antisymétrique.

b) i) Dans la question de cours 2), le premier vecteur de b doit appartenir au noyau de @s. Comme a € Ker(gs),

—d e Ker(@s) ou cette fois-ci le vecteur —d est unitaire et donc non nul. Donc peut choisir comme premier vecteur de

1
b le vecteur EE)

1
ii) On note tout d’abord que T = p <—E>ﬂ>) = puy car b est orthonormée. De méme, TV = pv1. Puis
Y
My ([T, ]) =My (s (TAV)) + (3.7) My (W) — (@) My (V)
0 0 0 Uvi — us3vy uq A%
=10 p O usvi —wivy | Fovi [ uz | —pur | 2
0 0 vy U1V — UVq us V3
0 0 0
= | Bluzvi —uivz) +pluzvi —wiv2) | = (uzvi —wv3) | B | +(wva —uzvi) | —p
Y(wiv2 —uzvi) + pluzvy —ugv3) P Y

et My (?) =

iii) D’aprés ce qui précede

0 0 0
— —

Ny, ([7, dD = (x3d1 —x1d3)9My (d) +(x1d2 —x2d1) My (&) =—pxa [ B | +Bx1 | —p | =x1 —2Bp

p Y —p? + By
: : . — 3 [ 7 = A
Donc, avec les notations de la question suivante, Vx € R~ {x , d] = —x1¢e’. De méme,
N 0 0 0
My ([X,€]) = (x3e1 — x1e3) DMy (d) +(x1e2—x2e1) M (€)=—yx1 | B | —px1 | —p | =x1| 02—Bv |,

P Y —2vp

et donc, VX € R3, [7,?] =x1d’.
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iv) Soit (X, Y, Z) € (R*)%. D’aprés ii) et iii)

[, [9,7]] = (w321 —v1z3) [X, ] + (0122 —v220) [R, @]

H
o /

=—x1(y3zz1 —vizz)e’ +x1(y1z2 —y2z1)d

Y =
=X ((yﬂz—yzZ])d + (Y123 —yszzi)e )

v) Mais alors, en échangeant les roles de 7, ﬂ) et 7), on obtient

R, [9.2)] + 7. (2. 7)) + [2.[%. 9] =1 (w122 —2z)@ + (w123 —vsz1)e )

+ Y1 ((Z1X2 —zox1)d" + (z1x3 — Z3X1)€_))

<1

+ 24 ((XﬂJz —x2y1)d’ + (x1y3 — x3Y1 )?)

= 0.

En tenant compte de la question a), on a montré que

[, ] est un crochet de LIE.

al

- =
vi) Apphcatlon Le noyau de Qs cont1ent le Vecteur non nul i—Xk.

Soient X =x7 1 +xzj +X3k et ¥ =y 7 +Uz) +y3k

-
es (X AY) = (x2y3 — x32) @s ( ) (x3y1 —x1U3)@s (J ) + (x1y2 — x2y1) ( )
- -

= (x3y1 —x1Y3) 1 + ((x2y3 —x3y2) + (x1Y2 *Xzyﬂ) j 4+ (x3y1 —x1y3) k

D’autre part,

T - oo
(V)% — (4. %)V = (y1 —u3) (X1 1+ %2 ] +X3k) — (x1 —x3) (y1 {412 +y3k)
X

- -
= (x3y1 —x1Y3) 1 — ((x2y3 —x3y2) + (x1y2 —x2y1)) j + (x3y1 —x1y3)

et finalement

_)
c) Si a=0,v (7, ﬂ}) € (R3)2, [7, ﬂ)] = Qs (7 A\ ﬂ}) La question 1.2)a) montre alors immédiatement que [, ] est un
crochet de LIE.
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