SESSION 2009 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B PC

Exercice 1
1) a) Montrons que G C F*.
Soit (P, Q) € F x G. La fonction t — P(t) est paire et la fonction t — Q(t) est impaire. Donc la fonction t — P(t)Q(t) est
1
impaire. On sait alors que (P, Q) = J P(t)Q(t) dt =0.
-1
Ainsi, VQ € G, (VP € F, (P,Q) =0) et donc G C F*.

D’autre part, F = Vect(X?*)o<k<n et donc dim(F) =n + 1. De méme, G = Vect(X?**1)ocx<n_1 et donc dim(G) =n. En
particulier,

dim(G) = (2n+1) — (n+ 1) = dim (R, [X]) — dim(F) = dim(F*).

En résumé, G C F* et dim(G) = dim(F+) < 400. On en déduit que G = F-. On a montré que

F& G = Ryn[X], dim(F) =n +1 et dim(G) = n.

b) Soit P € E. (X2 — 1)P” est un polynéme de degré inférieur ou égal a deg(P) et donc de degré au plus 2n. Il en est de
méme de 2XP’ et finalement de A(P). Ceci montre que A est bien une application de E dans E.

Soient (P,Q) € E% et (A, u) € R?.
AP 4+ 1Q) = (X2 —1)(AP + uQ)” + 2X(AP + uQ)’ = A((X? — 1)P” 4+ 2XP’) + u((X? —1)Q" +2XQ")
= AA(P) + puA(Q).

Finalement

Ae Z(E).

c) A(1) =0 et A(X) =2X. Soit k € [2,2n].
AXR) = (X2 —1) x k(k — 1)X* 2 £ 2X x kX1 =Kk(k + 1)XK —k(k — 1)X*2.

On en déduit la matrice A de A dans la base canonique de Ry, [X].

1x0 0 —2x1 0 ... 0
0 2x1 0 :
A 3x2 0
—2nx (2n—1)
: " . 0
0 ... 0 2n+1) x2n
2n
Puisque A est triangulaire supérieure, on obtient xo = H(?\k —X) ou Vk € [0,2n], A = k(k+1).
k=0

Vérifions que les Ay, 0 < k < 2n, sont deux & deux distincts. Soit (k,k’) € [0,2n]?.

M=A Skk+1)=kK(K'+1) & K?—K)+(kK—k=0= (K —Kk)(k+k'+1)=0
k=K (cark+k’+1#£0).
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Ainsi, le polynome caractéristique de A est scindé sur R & racines simples. On sait alors que A est diagonalisable et que
les sous-espaces propres de A sont de dimension 1.

d) Pour k € [0,2n], on note Ey le sous-espace propre de A associé a la valeur propre Ay.

e E, est une droite vectorielle et 1 € Eg. Par suite, Eg = Vect(1) = Ro[X]. Les éléments non nuls de Eqy sont les polynomes
de degré 0 et de plus il existe un et un seul polyndéme unitaire de degré 0 a savoir Py = 1.

e Soit k € [1,2n]. Soient P un élément non nul de Eyx puis p le degré de P.

Sip=0, A(P)=0.

Sip =1, A(P) =2XP’. Dans ce cas, A(P) est de degré 1 et de coefficient dominant 2dom(P) = A;dom(P).

Sip > 2, on adéjadeg(A(P)) < deg(P). De plus, le coefficient de XP dans A(P) est (p(p—1)+2p)dom(P) = p(p+1)dom(P) =
Apdom(P) ce qui reste vrai quand p = 1. En résumé, si p > 1, deg(A(P)) = deg(P) et dom(A(P)) = Ap,dom(P).

L’égalité A(P) = AxP fournit alors A,dom(P) = Axdom(P) puis A, = Ax et donc p =k (d’apreés c)). Les éléments non nuls
de Ex sont de degré k.

Plus précisément, soit P un élément non nul de Ex donné. Puisque Ex est une droite vectorielle, les éléments non nuls de
Ex sont les AP, A € R*. Le coefficient dominant d’un tel polynéme est Adom(P) et ce coefficient vaut 1 si et seulement si

A = ———. Ceci montre ’existence et 'unicité de Py.
dom(P)

e) Soit (P,Q) € E2. Une intégration par parties fournit

1
(A(P), Q) = J_] (02— 1P (VQ() dt

1
— [~ 1P Q)] —J (2~ P(Q(1) dt = —J (2~ P (1Q'(1) dt

1
Puis en échangeant les roles de P et Q, (P,A(Q)) = (A(Q),P) = —J' (t> — 1)Q'(t)P'(t) dt = (A(P), Q).

V(P,Q) € E?, (A(P),Q) = (P, A(Q)).

Soit alors (k,h) € [0,2n]? tel que k # h.
Ak (Pi, Pr) = (McPx, Pr) = (A(Px), Pr) = (Px, A(Pn)) = (Px,AnPn) = Ak (Px, Pn).
Par suite, (Ax — An){Px, Pn) = 0 et donc (Py, Pr,) = 0 puisque Ay — Ap # 0.

Ainsi, la famille (Py)ogk<2n est une famille orthogonale. Puisque tous les Py sont non nuls, cette famille est libre et puisque
card(Px)ogkgon = 2n+ 1 = dim(Ryn [X]) < +o0,

la famille (Px)ogkg2n est une base orthogonale de Ryn [X].

f) Soit k € [0,n]. Vérifions que Pyy € F.
Soit Qzx = Pax(—X). Puisque P,y est de degré pair 2k et unitaire, Qi est de degré 2k et unitaire. D’autre part,

A(Qax) = (X2 = 1)Q¥ +2XQ5y = (X2 — 1)PH(—X) — 2XPS (—X) = ((—=X)? = 1)PL(—=X) + 2(=X)PJp(—X)
= A2k P2k (—X) = A2 Q2k.

Done, Qzk est un élément de Eyy, unitaire de degré 2k. Par unicité d’un tel polynéme, Qx = P2x ou encore Py (—X) =
P2k (X). On a montré que Py € F.

Ainsi, la famille (Py,P3,...,P2n) est une famille libre de F en tant que famille orthogonale de vecteurs tous non nuls.
Puisque card(P2k)ogckgn =n+ 1 =dim(F) < +o0, la famille (Py, P2,...,P2n) est une base orthogonale de F.
De méme, le polynéome Qa1 = —Paxy1(—X), 0 < k < n—1, est unitaire de degré 2k + 1 et dans G car

A(Qzrs1) = (XT = 1Q% 1 +2XQ5y 1 = —(X2 = 1)PS 1 (=X) + 2XPJy 4 (—X)
=—[((=X)* = 1)PJ 1 (=X) + 2(=X)P5 (—X)] = —A2k41 P21 (—X)
= A2k+1Q2xt1.

ce qui montre que Q211 = P2xy1 ou encore —Poy 1 (—X) = Poyq(X).

Ainsi, la famille (P1,Ps,...,P2n_1) est une famille orthogonale de G de vecteurs tous non nuls et de cardinal n = dim(G) <
+00. Par suite, la famille (Py,P3,...,P2n_1) est une base orthogonale de G.
(Po, P2,...,P2n) est une base orthogonale de F et (P1,P2,...,P2n_1) est une base orthogonale de G.
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2) a) Pp=1. Posons Py =X+ a.
A(P1)=MPq (Z}ZXP{ZZP] &S2X=2(X+a) & a=0.

Donc P; = X.
Posons P> = X2 + aX + b.

A(Py) =AP2 & (X2 —1)PY +2XP) = 6P, & 2(X2 — 1) +2X(2X + a) = 6(X2 + aX + b) & 4aX + 6b+2 =0

1
=0etb=—=.
Sa=0e 3

Donc Py = X2 — .

1
Po=1,P1 =Xet Po =X>—=.

3

Normons Py, Py et Ps.
1

[Pof2=| 12 dt=2 et donc |[Pol| = v2.
J—1
1
2 2
[P1]|* = I, t2 dt = 3 et donc ||P1|| = 3
N 2
1 1T 2 1 1 8 232
Paf|? = <t2_) dt—z(——x—-i-—)—etdonc Pl = —=.
Pl = | 3 s—5%3+5) = P2l =3
, 1 \/_ 5
Une base orthonormale de E formée de vecteurs propres de A est L (3x2—1)
V2’ 2 '2V2
3
b) Une base orthonormée de G est (Eq) o By = EX' Le projeté orthogonal de A sur G est pg(A) = (A, Eq)E; avec

3! \F 2
AE))=4/= t+1)tdt=4/= x =
(A E1) \/QJ'_l(+) 5 X3
3 2 3 .
et donc pg(A) = 5 X 3 X \/;X = X. Puis
1
(A6 = A= pa(AN = | (4111 dt=2,
-1
et donc
d(A,G) =v2.
a b c
¢) Soit u un endomorphisme de E. On note M = d e f sa matrice dans la base (Pg, P1,P2). La matrice de A
g h i
dans cette base étant diag(0,2,6)
a b c 0 00 0 00 a b c 0 2b 6c 0o 0 0
ueC&s | d e f 020 ]=10 220 d e f || 0 2 o6f | =] 2d 2 2f
g h i 0 0 6 0 0 6 g h i 0 2h 6l 6g 6h 61
Sb=c=d=g=f=h=0& M € D3(R).

L’ensemble C’ des matrices solutions est un espace vectoriel de dimension 3. Maintenant, on sait que I'application

© : L(E) — M3(R) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Donc C = @~ '(C’) est un sous-espace
u — Mat(po,phpz)(u)

de L(E) de dimension 3.
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d) Soit g un endomorphisme de E tel que gog = A. Alors goA =gogog=Aog. Daprés la question précédente, il
existe (a,b,c) € R3 tel que Mat(p, p, p,)(g) = diag(a, b, c).

Réciproquement, soit g un tel endomorphisme.
gog= A @ dia'g(azv bza Cz) = dlag(O, 2) 6) <:> (aa b) C) € {(Oa \/Za \/g)a (Oa 7\/zv \/g)v (O» \/z» 7\/5)» (O» 7\/2» 7\/6)

On trouve ainsi quatre endomorphismes solutions de ’équation g o g = A a savoir les quatre endomorphismes de matrices

respectives diag(0, V2, \/E), diag(O,f\/Z, \/@), diag(0, \/Z,f\/g) et diag(O,f\/z,f\/@) dans la base (Po, P1,P2).
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Exercice 11

1) a)
1\? 1 1 1
(i) Soit (x,y) ER?. (2x—1)2 +(2y)? =1& (x— E) +y? = 7 C; est le cercle de centre (E’O> et de rayon 7"
ii) Notons C/ la courbe paramétrée par 1. Soit (x,y) € R?.
1
X ! + ] cos(2t)
2 =5t5
/ x = cos*(t) 22
(x,y) e C; &IteR/ { u = cos(t) sin(t) &S dteR/ 1 & (x,y) € Cq.
Yy = = sin(2t)
2
C; est la courbe paramétrée par fy.
] 2
/\a
14
b) Soit (x,y) € R
x = cos?(t) x =1 —sin“(t) x=1-—1y?
(x,y) € C2 &It e R/ { — sin(t) S dte R/ y = sin(t) S dteR/ — sin(t)

C; est Pensemble des points (x,y) € R? tels que x +y> =1 et —1 <y < 1. C; est une parabole de sommet (1,0). C, est
la réunion des graphes des fonctions x — /1 —x et x — —/1 —x.

14

Ca

-1 4

c) Pour tout réel t, M3(t + 27t) = M3(t). On obtient donc la courbe compléte quand t décrit [—, 7.

Pour t € [—m, 7], M3(—t) = (— cos(t) sin(t), —sin(t)) = so(M3(t)). On étudie et on construit la portion de courbe obtenue
quand t décrit [0, 7] puis on obtient la courbe compléte par symétrie centrale de centre O.

Pour t € [0,7], M3(mt —t) = (—cos(t)sin(t),sin(t)) = s(oy)(M3(t)). On étudie et on construit la portion de courbe

T
obtenue quand t décrit [O, z] puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Oy) puis par symétrie centrale de

centre O.
s 1
La fonction y : t + sin(t) est strictement croissante sur [O, —] La fonction x : t +— cos(t)sin(t) = zsin(Zt) est

. . us . . T T
strictement croissante sur [O, Z} et strictement décroissante sur [Z’ ]

2
o) e e
s dM3 . . dM3 dM3 T 1 dM3 T
Pourt € [O, 2], m (cos(2t), cos(t)). En particulier, i (0) = (1,1), m (4) ( , 2) et m (2) (—1,0)

1 1
On en déduit que la tangente en M3(0) = (0,0) est dirigée par (1,1), la tangente en M3 ;) = (E’ ﬁ) est paralléle &

(Oy) et la tangente en M3 (g) = (0,1) est paralléle a (Ox).
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Cs

Soit (x,y) € R%. Supposons qu'il existe t € R tel que x = cos(t)sin(t) et y = sin(t). Alors
(2x)% + (1 — 2y%)? = (2 cos(t) sin(t))2 4 (1 — 2sin?(t))? = (sin(2t))2 + (cos(2t))2 = 1.
Réciproquement, soit (x,y) € R? tel que (2x)? + (1 —2y?)? = 1. Alors (1 —2y?)2 < 1 puis —1 < 1—2y? < 1 puis y? < 1

et donc —1 <y < 1.
On peut poser 6 = Arcsin(y). Alors y = sin(0) puis

(2x)2+(1=2y%)2 =1= (2x)2 4+ (1 = 2sin? 0)? =1 = (2x)? =1 — cos?(20) = (2x)? = sin?(20)
=>x= :I:% sin(20) = x = +sin(0) cos(0).
Si x = sin(0) cos(0), le réel t = O est un réel tel que x = cos(t)sin(t) et y(t) = sin(t) et si x = —cos(0) sin(0) le réel

t =7 — 0 est un réel tel que x = cos(t) sin(t) et y = sin(t).
Dans tous les cas, il existe un réel t tel que x = cos(t) sin(t) et y = sin(t).

C3 est la courbe d’équation (2x)? + (1 —2y?)? = 1.

2) a) S; est la sphére de centre O et de rayon 1.

2
1 1
¥ —x+y?=0& <x — z) +y? = vk L’intersection de Sy avec le plan (xOy) est donc la courbe Cy de la question 1)a)

1 1
puis St est le cylindre de révolution de rayon 7 et d’axe la paralléle a (Oz) passant par (E’O’ O).

b) T est Uintersection de Sy et S.

c¢) On sait que Sy (resp. Sz) est une surface réguliére et que la régle de dédoublement des termes fournit une équation du
plan tangent a Sy (resp. S2) en (xo,Yo,20) € S1 (resp. Sz) :

1

1 1
XXo +Yyo = E(X+XO) ou encore (xo — —) X+ Yoy = ZXO (resp. xxo +Yyo + zzo = 1).

2

On sait que la tangente a " en (x0, Yo, zo) est intersection de ces deux plans quand ces deux plans sont sécants. Ces deux

1
plans admettent pour vecteur normaux respectifs (xo — Z,yo, O) et (xo0,Yo,20) avec

1 YoZzo
X0~ o xo— 1)z
Yo ANl yo | = 0T )
O ZO 7]
2Uo

1
Si ce vecteur est nul, alors yo = 0 puis xo € {0, 1} (car (x3 —xo +y3 = 0) puis zo = 0 (car | xo — 5 )20 = 0). Mais le

point (0,0,0) n’appartient pas a S, et donc n’appartient pas a I'. Par contre, le point (1,0,0) appartient a T et les plans
tangents & St et S, en ce point sont les mémes.

Soit donc (xo,Yo,20) un point de T' distinct de (1,0,0). Un systéme d’équations cartésiennes de la tangente a I' en

1 1
(x0,Yo,20) est <XO§)X+UOU_§XO .
XX0 +Yyo +2z0 =1
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d) Soit (x,y,z) € R3.

x =x2 +y? rcos(0) =12 cos(8) =1 T .
(X,y,z)er@{xz_l_yz_i_zz_] {T2+Z2_] {T2+Zz_1 (Care—zrefournltT—O)
T = cos(0) T = cos(0)
<:>{ 22 =1 —cos?(0) <:>{ z = +sin(0)

I est donc I'ensemble des (cos?(0), cos(0)sin(0), +sin(0)), 8 € R.

Plus précisément, I" est la réunion des deux courbes 't et I’ de paramétrisations respectives 0 — (cos?(0), cos(0) sin(0), sin(0))
et 0 — (cos?(8),cos(0)sin(0), —sin(0)). Mais pour tout réel 8, on a M, (0+47) = M;(8) ce qui montre que Iy et T, sont une
seule et méme courbe & savoir la courbe T. Finalement une paramétrisation de I est 8 — (cos?(8),cos(0)sin(8),sin(0)).

On note % le cone de sommet S et de directrice T.
Pour 8 € R, on pose Mg = (cos?(0), cos(0)sin(0),sin(8)). Il est clair que S n’est pas un des points Mg. Comme € est
I’ensemble des droites (SMg), 8 € R, une représentation paramétrique de € est donc

X = % +A (0052(6) — %)
2
Yy = Acos(0) sin(0) , (A,8) e R”.

z = Asin(0)

e) Onavuend) quey=T.

f) La projections orthogonale de T sur le plan (xOy) est 'ensemble des (cos?(t), cos(t) sin(t),0). Cest la courbe Cy de la
question 1)a).
De méme, les projections orthogonales de I" sur les plans (xOz) et (yOz) sont les courbes C, et C3 respectivement.
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Exercice 111

In(x)

1) a) La fonction u : x — ;

est continue sur 10, 1[.

1 1
En 0, u(x) ~In(x) et en particulier, u(x) = o <—> Puisque 5 < 1, la fonction u est intégrable sur un voisinage de 0.

VX
En 1, inixi ~ —1. La fonction u se prolonge donc par continuité en 1 et en particulier est intégrable sur un voisinage de 1.
Finalement, la fonction u est intégrable sur ]0, 1[.
In(1—x)
X

Pour x €]0, 1[, on pose v(x) = . Comme pour tout x €]0, 1[, v(x) = u(1 —x), la fonction v est intégrable sur 10, 1[.

Finalement, les intégrales J et K existent.

b) Soit n € N. La fonction x — x™In(x) est continue sur ]0,1] et dominée en 0 par . On en déduit que la fonction

VX
x — x™ In(x) est intégrable sur ]0, 1].

Xn+1
Soient 1 € N et a €]0, 1[. Les deux fonctions x — -

et x — In(x) sont de classe C! sur [a, 1]. On peut donc effectuer

une intégration par parties et on obtient

1 n+1 1 1 n n+1
J X" In(x) dt = {X ln(x)] —J o= Y ) - — (e,
n-+ a n n

a

Quand a tend vers 0, on obtient

c) f est de classe C! par morceaux et 27t-périodique. De plus, f est continue sur R car
f(n*) =f(—n") =] —7nl =|n| = f(n—) = f(n).
D’aprés le théoréme de DIRICHLET, la série de FOURIER de f converge vers f sur R.
Calculons les coefficients de FOURIER de f. f est paire et donc Vn € N*, b, (f) =0 et pour n € N, a,(f) = %x cos(nx) dx.

2 (" 2 2
OSin:O,ao(f):;J xdx:%x%:n_
0

e Sin > 1, une intégration par parties fournit

0 0 0 0

D’aprés le théoréme de DIRICHLET cité plus haut, pour tout réel x,

aolf) | & , I L
f(x) = + (an(f) cos(nx) + by (f)sin(nx)) = = + — cos(nx)
2 — 2 m = n?
T 4T 1
=5 %];) Wcos((Zp + 1)x).
n 48 1
Pour x = 0, on obtient 5= %]; W =0 et donc
+00 +00 +00 “+00 2
1 1 1 1 1 1 3 4 s
d)T= —— —_— = — - =-T t d -T= isT==S=—.
) ;(zp)ﬁ;)(zpmz 4p_]p2+;)(2p+n2 g1 +Setdone gT=Spus T=35=-
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In(x)
1T—x

e) Pour x €]0,1[ et n € N, posons gn (x) = x™In(x) puis pour x €]0, 1], posons g(x) = . Pour x €]0,1[, on a

+o00 +o0
g(x) =) x"In(x) =) gn(x).
n=0 n=0

e Chaque fonction g, est continue et intégrable sur ]0, 1[ d’aprés b).
e La série de fonctions de terme général g, n € N, converge simplement vers la fonction g sur ]0, 1] et de plus, la fonction
g est continue sur ]0, 1[.

400 .1 400 1] +00 1 +00 1
— n — —
° E J lgn (x)] dx = E J —x"In(x) dx = E m = E 3 < 400.
n=0 n=0 n=0 n=1

D’aprés un théoréme d’intégration terme a terme, g est intégrable sur 10, 1] (ce qui a déja établi a la question a)), la série
1

de terme général J' gn(x) dx converge et
0

+00 1 +o00 1

" In(x) ’ L R
| T2 ax= abxax= Y | anlx) I e IR

n=0"0

0 1
In(1—(1—-1 In(t
Enposantt:1fx,onobtientK:J' Mfdt:J' n()d’c:].
] T—t o 1—t
2
T
J 6
, In(x , o T In(x) ,
f) La fonction x — est continue sur ]0, 1] et négligeable en 0 devant —. Donc —— dx existe.
1 +x \/i 0 1 +x

In(x) 1 1)'

La fonction x — est continue sur ]0, 1[, négligeable en 0 devant —= et prolongeable par continuité en 1 (par —=

1—x2 VX 2
1
1
Donc J n(x)z dx existe.
0 1—x
+o00
) In(x) n : ) : o
Pour tout réel x €]0, 1], v Z (=1)"gn(x). Puisque |(—=1)™"gn| = |gnl, la démonstration du e) s’applique a la série
n=0
de fonctions de terme général (—1)™gy,. On obtient
1 +o00 1 +00 +00
In(x) -1 (=™
J dx = Z(—”“J XMn(x) dx =Y (-1 ——0s = S
o 1+x = 0 = m+1) = on
7+z'° TS . L
= 5 — 5 = — | — = — _—— — = ——
= (2p) = 2p+1) 4 46 8 12
D’autre part,
1 2
1
J’ n(x)2 d _
0 1 —x 8
+ (/2% 1
2) a)A= Z = In (1 — z) = In2. D’autre part, d’aprés un théoréme de croissances comparées, O o

k=1

converge.

. . . 1
0 | =5 |- Dong, la série numérique de terme général W2x
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1/2 1 1
b) Avec les notations de la question 1)e), pour tout entier naturel n, J lgn(x)] dx < J lgn(x)] dx = mTe et comme
0 0

a la question 1)e), on peut intégrer terme a terme. On obtient

172 1n(x) 1/2 +oo +o00 01/2 N
J T dx—J Zx In(x dx—ZJ x" In(x) dx.

0 n=0

1
Soient n € Net a € }O, 5 [ Une intégration par parties fournit

1 /2 xn
— J dx
n+1J, n+l

1 a1 In(a) 1 1
S S— ) . _ g
(n+ ])2n+1 Il( ) n+1 (Tl+ ])2 <2n+1 a > ’

1/2

1/2 Vs
L x"In(x) dx = LLJr] In(x) dx]

a

1/2 1
et quand a tend vers 0, on obtient L x"In(x) dx = _W In(2) — W Par suite,
/2 1n(x) & 1 1
dx = - In(2)—- ——————— ] =—An(2) — B = —(In(2))* — B.
L T—x & HZ_O< gz 2 (n+1)22n+1) n(2) (In(2))
In(1—1) . In(1 —t +oo -1
c) Pour t €] — 1,1[, posons h(t) = { sit#0 . Pour tout réel t €] — 1,1[, on a h(t) = M =—
—1sit=0 t n=1 n
ce qui reste vrai pour t = 0. La fonction h est donc développable en série entiére sur | — 1, 1[ et en particulier continue sur
+00 n
[0, 1[. Une primitive de la fonction h sur 0, 1[est H : t — — Z — et donc
n=1 n
1/2 1 “+o0 1
h(t)dt=H | = | —H(0) =— —— =—B.
[ua-n(l) w5 oL
n=1
D’autre part, en posant x = 1 — t, on obtient
V21—t L T 172 2
J M dt:J H(X) dXZJ' II(X) dX*J' H(X) dX:*T[_ +(1n(2))2 +B
0 t 1/2 1—x 0 1T—x 0 1—x 6
-l
On en déduit que —B = s + (In(2))? + B et donc que
o ()7
12 2
%2
3) a)g(x)=x+In(1—x) = —= +o(x?). Puis
x— 0 2
a —a —L—ln(n+1)+ln(n)—L+ln 1—L —; —L
H R Thtd n+t1)noto 2M+1)2 notoeo  2n2

b) En particulier, a,+1 — an, est de signe constant & partir d’un certain rang et an1 — a, est équivalent au terme général
d’une série convergente. On en déduit que la série de terme général a,,+1 — an, converge.

n—1
Ensuite, pour n € N*, on a a,, = a; + Z (ax+1 — ax) et donc la suite (a,,) converge.

k=1
. hy 1 1
c¢) Pour tout entier naturel non nul n, on a — > —. Puisque la série de terme général — diverge, la série de terme général
n o n n

hn
— di .
_ diverge

Soit n € N*.

7\‘ |

Rt s 1 & nog n noq 1 n noq
_ - - -4 1 — | = — —
n+1 g ngk nn+1)<n k+n+1 (n+ )Zk> n(n+1)<n+1 Zk)

k=1 k=1 k=1
n+1 <n+1 )
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o . h, . h, Inn . hn
Ainsi, la suite <— est décroissante. D’autre part, — ~ —— et en particulier, lim — =0.
n n—+co M n—o+oco M
neN*
. hn . . :
En résumé, la suite | (—=1)1—= est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. La série de
n
neN*

. n—1hn " . " )
terme général (—1) — converge donc en vertu du critére spécial aux séries alternées.
n

4) a) Soit n € N. La fonction x — x™In(1 — x) est continue sur [0, 1[, équivalente en 1 & In(1 — x) et donc négligeable

1
V1—x

devant quand x tend vers 1. On en déduit que la fonction x — x™ In(1 — x) est intégrable sur [0, 1] et donc que vy,
existe.

Soient n € N et a € [0, 1[. Une intégration par parties fournit

a T‘L+]7] a 1 a —1
J x"In(1 —x) dx = [Xiln(l—x)} ——J (x"“—])x1 de
0

. ntl ntil, -
(a™t! — 1) In(1 —a) 1 J'a X —1
= — dx
n+1 n+1 x—1

C(a—1)n(1—a) & J'a DL
- nt Z n+1 D Xt dx
k=0 k=0

Quand a tend vers 1, on obtient

o 1T < 1

Vn = n+1J <1<Z ) n+1Zk—+1
nthy his
P

hn-H
n+1’

vne N vy, =—

In(1—1)

b) La fonction t —
T+t

est continue sur [0, 1], équivalente en 1 & In(1 —t) et donc négligeable devant
In(1—1)
1+t

Soit n € N. Au vu de l'intégrabilité de toutes les fonctions considérées

1
and
_]_tqun

t tend vers 1. On en déduit que la fonction t — est intégrable sur [0, 1[.

0

1]11(1—’() . ! = kik n 7
|, e m”t)<z(”t R A

k=0
—1 —1
:n 1y (_])“r t"In(1 —1t) dt:nZ(—l)khk'H B (—1)“J'1 t"In(1 —1t) dt
— o 1+t — K+ 1 P
n 1.n .
=y bR [ R g
= k 0 1T+t
Tin _ Tin _ 1
Mais (71)“J % dt| = fJ % dt < fJ thIn(l1 —t) dt = —v, = :1“1 et on en déduit que
0 0 0
1 4in 1 “+o00
. thIn(1—1) . In(1—1) —1 Nk
1 -l —dt= —| ——dt= —1 —.
m (=) JO Ty dt=0puisque L Tt ¢ ];( T

X
Ensuite, en posant x =1—t puisy = 5
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1 0 1 1/2
In(1—1t) J' In(x) 1J In(x) J In(2y)
- dt = dx = —= S d
JO ] +t 1 2—X x 2 0 ‘I _% x 0 ] —y y
1/2 1/2
= —ln(Z)J' 1 y —J In(y) dy = —(In(2))? + (In(2))? + B (d’aprés 2)b))
o 1—vy o 1—y
+o00
1
=B= — n2n
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