SESSION 2009 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A PSI

Applications simples du cours

Question 1.

1.1.

. t : . 2
1.2. L’arc y est la réunion de deux arcs. On parcourt d’abord y; : t+— ( 2 ) ,t variant de 0 a 1 puisy, : t+— ( tt ) ,

t variant de 1 a 0.

2 2 1 7
“stit3iTe
et
0 1
J V= (22—t (2t + (2t7) dt:J (265 —4t* —2t2) dt
Y2 1 0
2 4 2 77
6 5 3 15
Finalement,

1.3. D’aprés la formule de GREEN-RIEMANN,

LV - ”G (%(x,y) - %(X’y)) dedy = ”o<x<1 x2<y<\/§“ ) dxdy

AP X

! vx ! ! 2 1 4 2 1
:L(]—zx) LZ dy dx:J'o(l—zx)(\/;—xz)dx:Jo(x1/2—x2—2x3/2+2x3)dx:g—g—g-i-é—‘:%,

et on retrouve
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0 oP
Question 2. 2.1. D’aprés la formule de GREEN-RIERMANN, J V= ”G <—Q(x,y) — @(x,y)> dxdy = 0.
0%

2.2. On peut prendre : V(x,y) € R?, < (3((1’)%)) > - ( ;( >

Question 3. 3.1. Pour (x,y) € R?, posons P(x,y) =0 et Q(x,y) = x. D’aprés la formule de GREEN-RIERMANN,

0Q oP
Al = dy = — - — dxdy = dxdy.
1 LX y ”G <ax (x,y) oy (X,y)> xdy HG xdy
1
De méme, la formule de GREEN-RIERMANN appliquée au cas P(x,y) = —y et Q(x,y) = 0 et au cas P(x,y) = —5Y et

1

Qlx,y) = Ex fournit A, = ” dxdy = Aj3. Les trois nombres Ay, A, et Az sont égaux a l’aire du domaine du plan de
G

frontiére vy.

3.2. e Pour tout t € [—m, 7], M(—t) = (cos’ t, —sin® t) = (x(t), —y(t)) = S(ox) (M(t) puis pour tout t € [0, 7], M(t—1) =

S(0y)(M(t)) et enfin pour tout t € [O, g] , M (g — t) = sy—x(M(t)). Donc, on étudie et on construit la portion de courbe

T
correspondant a t € [0, Z} puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe la droite d’équation y = x puis par

réflexion d’axe (Oy) et enfin par réflexion d’axe (Ox).

s
e Les fonctions t — x(t) et t +— y(t) sont strictement croissantes sur [O, Z}

—

e Tangentes aux point singuliers. Pour t € {0 E} @ (3 sin tcos® ¢ = 3sintcost —cost Donc, pour

& P & ) Y41 dt 3costsin? t o sint » P

—
nm dM = . - s . . . . R .
te [O, Z}’ o 0 & 3sintcost =0 & t =0. Quand t décrit [O, Z}’ on obtient un point singulier et un seul & savoir
le point M(0).
2
Maintenant, quand t tend vers O par valeur supérieures, x(t) —x(0) = cos>t —1 = (cost — 1)(cos? t +cost+ 1) ~ —5 et
t) —x(0 3 t) —y(0
y(t) —y(0) =sin®t ~ t3. On en déduit que %(igg) w ) et %(igg) %Zy() = 0 ou encore que
> >

1= [ 3 -
lim 5 OM(t) = (—z,o) £0.

t>0

1
Ainsi, pour t € ]0, ;}, le vecteur t—ZOM(t dirige la droite (OM(t)) et ce vecteur a une limite non nulle quand t tend

3 . . 3 . -
vers 0 & savoir —= 1. On en déduit que la tangente en M(0) est dirigée par le vecteur —5 i ou aussi par le vecteur 1.

Par symétrie par rapport a (Ox), le point M(0) est un point de rebroussement de premiére espéce.
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3.3. On note & 'aire du domaine délimité par la courbe 7.

A= % J ((cos® t)(3sin? tcost) — (sin® t)(—3 cos? tsint)) dt = ; J cos? tsin® t dt = % J sin?(2t) dt
3 (" 3 (™ 3n
= — —_ 4 = — = —_—.
e J'_ﬂﬂ cos(4t)) dt e J'_7T dt 3

37 I
L’aire du domaine délimité par la courbe vy est égale a 3
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Probléme

Préliminaires
1.
+° ;
y =sinx
1+ 5 -
| RS
| S S
LA ! N
_ % | N
A% - I AN
I AN
| N
! ] ! !
T 7t T T
1 2 2 3
. . sint .
2. 2.1 llII(l) o(t) = llII(l) - = 1. Donc on peut prolonger ¢ par continuité en 0 en posant @(0) = 1.
t— t—

1
2.2 Soit x > 1. Les deux fonctions t — m et t — — cost sont de classe C! sur [1,x]. On peut donc effectuer une intégration

par parties et on obtient

*sint cost]”™ * cost cosx * cost
J —dt=|— —J 5 dt =cos1— —J > dt.
1 t t 1 1 t X 1 t

cost
2.3 La fonction t —

1
est continue sur [1,4+o0o[ et est dominée par z quand t tend vers +oo. On en déduit que la

tZ
. cost _ N . ¥ cost o
fonction t — = est intégrable sur [1,+oo[ et en particulier la fonction x +— = dt a une limite réelle quand x tend
1
vers +00. N
CcosS X 1 COS X sint
D’autre part, puisque Vx > 1, ‘ < —, lim = 0. Finalement, la fonction x +— J —— dt a une limite réelle
X' x—4o00 X ; t

quand x tend vers +o0.

2.4 @ est continue sur ]0, 1] et prolongeable par continuité en 0. Donc ¢ est intégrable sur ]0, 1]. En particulier, la fonction
*sint o
dt a une limite

1 .
sint
y— J n dt a une limite réelle quand y tend vers 0. Comme d’autre part, la la fonction x — J
y 1
réelle quand x tend vers +o0o, on a montré que

+oo

Iintégrale J
0

sint
< dt est convergente.

+o0o 3
sint
Partie 1 : une premiére facon de calculer I :J . dt
0

Question 1. Soit U un domaine de R? ne contenant pas I’origine. Les fonctions P et Q sont de classe C' sur U en tant
que quotient de fonctions de classe C' sur U dont le dénominateur ne s’annule pas sur U.

Question 2. Puisque y n’entoure pas l’origine, on peut choisir un ouvert U de R? contenant y et ne contenant pas
Porigine. Pour (x,y) € U,

@(x J=e V¥ —72)( (xcosx +ysinx) + ———=(cosx — xsinx + y cos x)
ox oY= (x2 +y2)? Y X212 y
e Y
= 2 +y2)2 Ty2)2 ((—x2 +y? +x*y +y?) cosx + (—2xy — x> —xy?) sinx)

et
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oP 1 2
—(xy)=e"¥ —7(xsinx—ycosx)— Y (xsinx —ycosx) + (—cosx)

% T FEaT T
-y
= 7()(2192)2 ((—xz +y? +xy +y?) cosx + (—2xy — x® — xy?) sinx) .
0Q 0P . .
Donc sur U, on a Fe @ Mais alors la formule de GREEN-RIEMANN fournit

LV = ”G (%(x,y) — g—:(x,y)) dxdy = 0.

Question 3. 3.1. Soit p > 0.

rt/2 ,—psin @
A, = ; ¢ P ((pcosBsin(pcosB) — psinOcos(pcosB))(—psin®) + (pcosb cos(pcosB) + psinOsin(pcosd))(pcosO)) do
/2 .
= e P59 (sin(p cos 0)(— cos O sin O + cos O sin B) + cos(p cos 0)(cos? 0 + sin® 0)) dO
Jo
r7t/2 )
= e Psin0 cos(pcosB) do.
JO
/2 )
Vp>0,A, = J e P50 cos(peos ) do.
0

. s
3.2. e Pour tout réel p € [0, +ool, la fonction 8 — e~ ? 510 cos(p cosB) est continue sur [0, E}
7 .
e Pour tout réel 0 € [O, —}, la fonction p — e P51 € cos(p cos ) est continue sur [0, +ool.

. U
e~ Psin 0 cos(p cos 9)‘ < 1= @o(0) ou o est continue sur le segment [0, —} et donc

T} % [0, 4+-00l, 2

Pour tout (0, p) € [0, 5

intégrable sur ce segment.

D’aprés le théoréme de continuité des intégrales a paramétres, la fonction p — A, est continue sur [0, +oo[. En particulier,

7t/2 7T
lim A9=A0=J a0 = 5.

p—0+ 0

lim A, = =.
p—0+

|

20
3.3. Soit p > 0. D’apres la question 1. des préliminaires, VO € [O, g}, sin® > - et donc
/2 ) /2 - -
Aol < J e P9 de < J e o= (1-¢e") <5,
0 0 2p 2p

. T ,
et comme lim — =0, on a montré que
p—+oo 2p

lim A, =0. I
pP—+oo

Question 4. 4.1.
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N

T R

4.2. Une paramétrisation du segment [Aq,A3] est t +— (t,0), t variant de r & R. Donc
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sint

4.4. Soient 1 et R tels que 0 < r < R. D’aprés la question 2, J

V+J V+J V+J V= J V = 0. Mais alors, d’apreés
Y1 Y2 Y3 Y4 Y

la question 4.2,

R .
J Slzx dx = —Ag + A,

T

Quand r tend vers 0 et R tend vers +oo, les questions 3.2 et 3.3 fournissent

T gint
Partie 2 : une deuxiéme facon de calculer I :J < dt

0

costsin(2nt T
Question 1. 1.1. Soit n € N*. La fonction f : t+— L}i) est continue sur }0, z} et se prolonge par continuité
sin
en 0 en posant f(0) = 2n. Donc la fonction f est intégrable sur }0, z}
sin(2nt T

De méme, la fonction g : t— M est continue sur ]O, z] et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 2n.

Donc la fonction g est intégrable sur }O, g} .

On a montré que pour tout entier naturel non nul n, u, et v,, existent.

1.2. Soit n € N*.

Uni] —Up = 2costceos((2n 4+ 1)t) dt

cos t(sin((2n 4 2)t) —sin(2nt)) dt = Jﬂ/z
sint a

0
in((2n+2 in(2 /2
= cos((2n + 2)t) + cos(2nt)) dt = sin((2n + 2)t) n sin(2nt)
2n+2 n o

/2
)
/2
[
0
0.

Donc la suite (wn )nen+ est constante. On en déduit que pour tout entier naturel non nul n

/2 . /2 /2
w =y = [ eostsin@Y YT ot dt = [ (1 4 cos(2t) dt = .
2

0 sint 0 0
s
VneN*,un:E. I

imt

Question 2. Soit m € N*. Les fonctions t — h(t) et t — sont de classe C! sur le segment [, B]. On peut donc

effectuer une intégration par parties et on obtient
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et donc

1 B
Honl < <|h(cx)  Ih(p)| +J (o) dt>.

m

B

X

1
Puisque lim — <h(o¢)| + h(B)] —|—J [h'(1)] dt) =0, on a montré que
m—-+oo 1M

lim H,, =0. I
m—-+o0o

1 1+ o0(t) 1<1 1+o()> 1

Question 3. e h(t) = - — ———— —(1T =14 o0(t) o o(1). Donc la fonction h se
—

50t t+o(td) too t 1+o0(t)) t—0 t
prolonge par continuité en 0 en posant h(0) = (on note encore h le prolongement).
e h est de classe C! sur}O,E} et pourte} = ] +L.
2 2 2 sin’t
eh'(t) = 1 1 (- ——+o(t2)> ) _ ] ( 1+1+—2+0(t2))—1+o(1)
2 t50 tz 3 3 '

t—0  t2 + 3 2. S0t
<t 3 + o(t3

T T
En résumé, la fonction h est de classe C' sur ]O, E}, se prolonge en une fonction continue sur [0, E} et la dérivée du

prolongement a une limite réelle en 0 & droite. D’aprés un théoréme classique d’analyse, ce prolongement est de classe C'
U
sur [O, E}

Question 4. 4.1. Soit n € N*. Avec les notations des questions 2 et 3,

/2
Vi —Up = J h(t)sin(2nt) dt = Im (Han).
0

T
Puisque la fonction h se prolonge en une fonction de classe C' sur [O, z}, le lemme de LEBESGUE permet d’affirmer que

lim (v, —u,) =0.
n—-+oo

4.2. D’aprés les questions I1.1.2 et 11.4.1, lim v, = g

n—-+oo
. ) . T sinu . . T ginx ]
Soit n € N*. Posons u = 2nt. On obtient v,, = du. Puisque l'intégrale dx converge, on a aussi
0 u 0
+ .
. sinx
lim v, = J dx. On retrouve donc
n—-+oo 0 X
+
sinx T
J dx = =
0 X
. s *sint
Partie 3 : une troisiéme fagon de calculer I = —~ dt
0

Question 1. Soit x € R*.

: —ax (—o41i)x e( ot e ™ L :
(sinx)e dx=Im| |e dx | =Im | ———— ] + C = —5——=Im((cosx + isinx)(—a—1)) + C
—x+1 o+ 1
_ _e_“x((xs;nx—l—cosx) Lc
o+ 1

Question 2. La fonction (x,y) — (sinx)e Y est continue sur A. Le théoréme de FUBINI permet d’écrire
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u u 1 — e xu
J (sinx)e ™Y dy) dx :J' sinxf dx

=1

0 0
_ 1—e ¢
o T—e . . T—e ™
ou lexpression ———— désigne la fonction continue sur [0,u] @ : x +— x six €10, ul
X .
usix =0

D’aprés la question précédente, on a aussi

o \Jo 0 1+y? x=0 0 T+y?

" sinx

dy.

Vu>O,J'
0

(1—e %) dx = J“ 1—e Y¥(cosu+ysinu)
0 14+y?

sinx

Question 3. 3.1. Soit u > 0. On sait que Vx > 0, |sinx| < x et donc Vx > 0,

< 1. On en déduit que

2

w _
1—e™™ 1
dxgj e Mdx= —— < —.

0 uw uw

uw

[Kql < J e "
0

sinx

Comme lim — =0, on a montré que
u—-+oo u

lim K] =0. I
u—+oo

1
3.2. Soit u > 0. Pour tout réel y, on a (Jy| —1)2 > 0 et donc ] —ll:”yz < 7 On en déduit que
u . u
lyllsinu| |cosul) _ J 3 _ 3
Kzl < Y dy < | e Y% dy < —
Kzl Jo(1+y2+1+y2 e y oze y< 5o

et donc

lim K, =0. I
u—-+o0

u s +00o
3.3. D’aprés la question 3.1, lim J Smx (T—e ™) dx = J Smx dx et d’aprés la question 3.2,
u—-+oo 0 X 0
uw ] __ s, Yyu . ™ +00
lim J ¢ (cosu +ysinu) duy = J dy = [Arctany]goo = E En faisant tendre u vers +o0o dans I'égalité
u—-+oo |, 1+y2 1+y2 2

de la question 2, on retrouve encore une fois

2
n-x 1
Question 4. 4.1. La fonction x — —— est continue sur 10, 400!, prolongeable par continuité en 0 et dominée par =
X X
2
en +o0o. On en déduit que la fonction x +— —5— est intégrable sur ]0, +ool. En particulier
X

sin® x

x2

+oo

dx est convergente.

I'intégrale J'
0

s J+°° sin? x dx — J+°° 1 — cos(2x) dx
0 XZ 0 2X2

1 —cos(2
Soit (a,A) € R? tel que 0 < a < A. Les deux fonctions x + 1 —cos(2x)

1
3 et x — —— sont de classe C! sur [a, A]l. On peut
X

donc effectuer une intégration par parties et on obtient

JA 1 — cos(2x) d [_1 —COS(ZX):|A +JA sinin) dx — 1 —cos(2a) 1—cos(2A) +JA sin(2x) dx.

o 22 - 2x . 2a 2A o X
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. 1 — cos(2a) (2a)%/2 .1 —cos(2a) 1 — cos(2A)
~ = 2 _— = . ’ _ < —
Maintenant, 7a o 2a a et donc i% a 0. D’autre part, A x et donc
) 1 —cos(2A)
| ——=0.
+oo s 2 400 _:
2
Quand a tend vers 0 et A tend vers +o00, on obtient donc J 51:2 X dx = J sin(2x) dx. Enfin, en posant u = 2x et
0 0

du. Finalement,

o0 5in(2x) J+°° sinu du J'+°° sinu
dx=| Shucw_
0 u/Z 2

donc dx = %, on obtient J

0 X 0 u
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