SESSION 2009 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques B PSI

Exercice 1

1) rg(A) =3 <4 et donc A ¢ GL4(R). Par suite, 0 est valeur propre de A.

—_— o —

2) Soit U = . Puisque la somme des coefficients de chaque ligne de A est égale 4 1, on a AU = U. Puique U # 0,

1

1 est valeur propre de A et U est vecteur propre associé.

3) Pa est de degré 4, de coefficient dominant (—1)* =1 et admet —1 pour racine double et 0 et 1 pour racines. Donc

Pa=X(X—=T1)(X+1)2

4) Soit k > 4. La division euclidienne de X* par Pa s’écrit X* = Qy x X(X — 1)(X 4+ 1)% + ai X3 + b X? + ¢ X + dy ou
Qx est un polyndéme et ay, by, cx et di sont des réels.

On évalue les deux membres de cette égalité en 0, 1 et —1 puis on dérive les deux membres de cette égalité et on évalue
de nouveau en —1. On obtient

dp =0 de =0
dp =0 1 1
ar + by + e =1 b= 5(1+(=1)%) b= 5(1+(=1%)
—ay + b —cx = (-1)¥ < i 1(1f(f1)k) - + —1(17(71)")
3ax — 2by + ¢ = k(—1)*! G0 =5 ak + cx = 5
3ak—(1+(—1)k)+ck:fk(f1)k 3ak+ck:1—(k—1)(—1)k
de =0
bic= 31+ (1%
Y w= 0 @31
ckzj—‘(1+(2k—5)(—1) )

1
Le reste de la division euclidienne de X* par Pa est 4_1((] — (2k=3)(=1))X3 +2(1 + (=1))X% + (1 + (2k — 5)(—=1)*X).
5) D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, on a Pa(A) =0 et donc pour k > 4
1

A* = Qi(A) x PA(A) + 4_1((1 —(2k = 3)(=1))A3 +2(1 + (=1))A%Z + (1 + (2k — 5)(—=1)*A)

- %((1 — 2k =3)(=1)A3 +2(1 + (=1)A% + (1 + 2k = 5)(—=1)*A).

Vk >4, A% = —((1 = (2k=3)(=1)A3 +2(1 + (=1)9)AZ + (1 + (2k = 5)(=1)kA).
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Exercice 11

1) a) Pour tout entier naturel n, on a & < x,, < B et quand n tend vers 400 on obtient o < x < f.
Puisque f est continue sur [«, B] et donc en x, on en déduit que

f(x)_f< lim xn) = lim f(xn)= lim 0=0.

n— +oo n— 400 n— 400

b) Pour n € N, on pose an, = Min{xn, Xn+1} et by = Max{xn,xn+1}. Puisque xn # Xn41, on a an < by.
Soit n € N. f est continue sur [a,, by], dérivable sur Jan,bnl et f(an) = f(bn) = 0. D’aprés le théoréme de ROLLE, il
existe Yn €]an, bnl tel que f'(yn) = 0. yn est un zéro de f’ strictement compris entre x,, et Xn 1.

c) Puisque lim x, = lim xn41 =0, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim yy, = x. Puisque f’ est
n— 400 n— 400 n— +oo

continue sur [«, 3] et donc en x, on en déduit comme en a) que f’'(x) = 0.

d) x est le réel de [, B] défini en a). Les fonctions a et b sont continues sur [, B] et d’aprés le théoréme de CAUCHY,
il existe une et une seule solution g sur [«, B] vérifiant de plus g(x) = g’(x) = 0 a savoir la fonction nulle. Donc f est la
fonction nulle.

2) Sila suite (xn)nen diverge, la suite (xn Jnen reste néanmoins bornée. D’aprés le théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS,

. . oy . , . ,
on peut en extralre une sous-sulte convergente (X‘P(“))neN = (x]Jnen. La suite (x] ) est une suite convergente de zéros

deux & deux distincts de f ce qui nous raméne 4 la situation du a). f est encore une fois la fonction nulle.

3) Onprenda : t—0etb : t— 1. L’équation (E) s’écrit y”(t) + y(t) = 0. Cette équation admet pour solution sur
R la fonction t +— sin(t) qui a une infinité de zéros deux a deux distincts mais n’est pas la fonction nulle.

Exercice I1I

Partie A : Régle de Raabe-Duhamel.

Un+1 1 Un 41

A
~  ——. En particulier, —1 > 0 pour n grand. La suite (1,,) est donc strictement
n

Un n— +o00 n
croissante & partir d’'un certain rang et en particulier, il existe n; > ng tel que ¥Yn > ny, un > un, > 0. La suite (un ) ne
peut donc pas tendre vers 0 et la série de terme général u,, est grossiérement divergente.

1) Supposons A < 0.

2) Soit B € R.

et donc

. . u v —-A u v
3) a) Puisque A < 3, on a B — A < 0. Mais alors ntl _ el B < 0 et pour n grand, —ntl < il
Un Vn N—+oo n Unp Vn
I u v
On a montré qu’il existe N > ng tel que Vn € N, ntl < ol
Un Vn
b) Soit n > N+ 1.
n—1 u n—1 v u
k+1 k+1 N
TN =
Ui Vk VN
k=N k=N

u
Le réel K = —~ est un réel strictement positif tel que Vn > N, un, < Kvy,.
VN

¢)IK>0,IB>1,IN>no/, >N, 0< un <

de méme de la série de terme général u,.

K
e Puisque 3 > 1, la série de terme général o converge et il en est
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4) Si0 <A< 1, en choisissant un réel f tel que A < 3 < 1, on montre comme en 3)a) l'existence d’un entier N tel que
u v
vn > N n+1 n+1

Un Vn
Comme 3 < 1, la série de terme général v, diverge et il en est de méme de la série de terme général u,.

X AN 1 1
5) ot :<1+—) = 1——+o<—) puis
Xn n n—+o0 n n
1 —2
m2n fm +1n (] T E) 1 Y 2 1 1\ 2
2 = =(1T4+—In(1+— = 1+ +o0
In“(mn+1) Inn Inn n n—+oo ninn ninn

2 1 1
= 1- +o = T+4o0|—
n— o0 nlnn nlnn/ no+o n

1 P
- 002) g (o) (o) )
Yn n In“(mn+ 1) n—o+oo n n n n— 400 n n

Les deux suites (xn) et (yn) appartiennent au cas A = 1. La série de terme général x,, diverge. Vérifions que la série de
terme général y,, converge.

> puis comme en 3)b) lexistence d’un réel strictement positif K tel que ¥n > N, up > Kvy, = —.

npk

et donc

La fonction x — xIn® x est croissante et strictement positive sur ]1,+oco[ en tant que produit de fonctions strictement

positives et croissantes sur ]1, +oo[ et donc la fonction x — est décroisante sur ]1, +oo[. Par suite, pour n > 3

xIn% x

ZJ XJn 1 dx — 1 B 1 < 1
k— 1x1n X N 2 xInZ x In2 Inn " In2’

) est positive et la suite des sommes partielles de la série de terme général

n
3

5 est majorée.

nln“n 2

Ainsi, la suite <
nln“n

On en déduit que la série de terme général Tn converge.
nin“n

Finalement, quand A = 1, il est possible que la série de terme général u,, converge ou diverge.

Partie B.

1
1) Pourn>2etke[l,n—-1],0< —=<1<

vk

Wnil _ /msin 1) - N S +0 ! = 1—i+o 1
Wno VL) netoo Jynoo6nym nymn) ) no+eo 6n n

< 1 et donc la série de terme général w,, diverge d’apreés la régle de RAABE-DUHAMEL.

1
et donc sin | —
( vk

) > 0. Par suite, pour n > 2, w,, > 0. Puis

Nl

1
Ici, A ==
ci, ¢

2) a) Soit n € N*. La fonction t — m est continue sur [0,+oo[ et est négligeable en +o0o devant car

1 1
—_— —— avec 4n > 4 > 2. On en déduit que la fonction t —
(t4 + ])“ na+oo t4n

existe.

b) Soient n € N* et A > 0.

2

est intégrable sur [0, +oo[ et donc I,

L
RN

JA 1 dt—[tx ! r J'Atx —Ant? dt
o (1) T tr+1m ], o (t4 4 1)n+1

A At A A A 1
:7—4 = — - — -
w0, e 4 (Jo e 4|, e @

Quand A tend vers +oo, on obtient I,, =4n(I,, — I, 11).

Vn € N, In = 4n(In — Ins1).
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c¢) Pour tout n € N*, I,; est 'intégrale d’une fonction continue positive et non nulle sur [0, +oo[ et donc I, > 0. De plus,

;i . 1 1 1
In _]_Enﬂ_ﬁ-m] 4n+o(n)'

1
Ici, A = 7 < 1 et donc la série de terme général I,, diverge d’aprés la régle de RAABE-DUHAMEL.
3) a) On sait que le rayon de convergence de la série entiére proposée est 1 et que Vx €] —1,1[, S(x) = (1 +x)*.

lant1l  Jae—m]
|an‘ n+1

lanyl 0 o n—a 14 ! B 14 1 1 B o+ 1 1
lan| n—too N4+ 1 notoo (] n) ]+n n— +oo (] n) ] no\n na_+oo] e =y

Puisque o« # 0, ¢ + 1 # 1 et donc, d’aprés la régle de RAABE-DUHAMEL, la série de terme général |an| converge si et
seulement si « + 1> 1 ou encore « > 0.

b) Puisque « ¢ Z, la suite (an)nen ne s’annule pas. De plus, pour n € N,

et en particulier

c) Pour x €] — 1,1[ et n € N, posons f, (x) = anx™.

e Puisque la série de terme général |a,,| converge, les séries de termes généraux respectifs a, x 1™ et a,, x (—1)™ converge.
La série de fonctions de terme général a,f, converge donc simplement vers S sur [—1,1].

e Chaque fonction f,, est continue sur [—1,1].

e Pour tout n € N et tout x € [—1,1], [fn(x)| = |an| X [x|™ < |an|. Par suite, pour tout n € N, ||fn]leo = sup{/fn(x)], x €
(1,11} < lanl.

Alnsi, la série numeérique de terme général ||f;, ||o converge ou encore la série de fonctions de terme général f,, converge
normalement sur [—1,1] vers S. On en déduit que la série de fonctions de terme général f,, converge uniformément sur

[—1,1] vers S.

Finalement, la fonction S est continue sur [—1, 1] en tant que limite uniforme sur [—1, 1] d’une suite de fonctions continues
sur [—1,1]. En particulier,

E an = S(1) = lim S(x) = lim (1 + x)* = 2%,
x— 1 xX—
n=0 x<1 x<1

et

d) Six < —1, a+1 <0 et d’aprés A.1)a), la suite (Jan|) ne tend pas vers 0. Dans ce cas, la série de terme général a,,
diverge grossiérement.

n—1 n—1
e) i) Pour n € N*, In(lan]) = In(lao)) + Y _(In(jaxs1]) —In(larf)) = ) In <a“+|‘>. Mais
k=0 k=0 ik
lan| n—+o00 n n n— +oo n n

‘an+1|
lan|

a o+ 1
Comme x+ 1> 0, In < ) est strictement négatif pour n grand. De plus, In < n“') S - et la série de
mn— +00

|an| n

. ‘an-Hl . e egs
terme général In o] diverge vers —oo ou encore, au vu de la remarque initiale
an
lim In(lan|) = —cc.
n— +oo
.e P . . . |(l +1 ‘ x+1
ii) On en déduit encore que lim |an|= lim e™®!el) = 0. D’autre part, puisque ——— — ~ —— < 0etdonc
n—+oo n— +oo [an| n— 400 n

|an+1] < |an| pour n grand. La suite (|an|) est donc décroissante & partir d’un certain rang.

D’autre part, pour n € N*,

o — oc(o(—ﬂ...TEjX—(n—”) — (=1

(—x)(1T—a)...(n—=1) — )
n!
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avec (—a)(1—a)...(m—1)—a) >0 car x < 0.

En résumé, la suite (a,,) est alternée en signe, décroissante & partir d’un certain rang et de limite nulle. On en déduit que
la série de terme général a, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.

iii) Montrons que la série de fonctions de terme général f,, (notations de la question c)) converge uniformément vers S sur

[0, 1].

+o00 +o0
Pour n € N et x € [0,1], on pose Ry, (x) = Z anx™ = Z fr(x) (Rn(1) existe d’aprés b)).
k=n+1 k=n+1
Pour tout x € [0,1] et n € N, |anx™| = |an|[x"] < |an| ce qui montre que vx € [0,1], lim a,x™ =0.

n— +o0
D’autre part, la suite (|anx™|) = (Jan|x|™) est décroissante a partir d’un certain rang en tant que produit de deux suites
positives décroissantes & partir d’'un certain rang. Enfin, Pour tout x € [0,1] et n € N, anx™ = (—1)"an,x™].
Ainsi, pour chaque x € [0, 1], la série de terme général a,x™ est une série alternée.

Soit n € N. On sait que pour tout x € [0, 1], la valeur absolue de Ry, (x) est majorée par la valeur absolue de son premier
terme. Donc, pour tout x € [0, 1],

|n+1

[Rn(¥)] < fanp X" < fanal,

et on en déduit que ||Rn |l = sup{|Rn(x)], x € [0, 1]} < |an+1]. Puisque |an+1] tend vers 0 quand n tend vers +o00, il en est
de méme de ||Rn]le- On a montré que la série de fonctions de terme général f, converge uniformément vers S sur [0, 1].

Mais alors, comme en c), la fonction S est continue sur [0, 1] et

x—1
x<1 x<1

+o0
> an=S(1) = lim S(x) = lim (14 x)* = 2%
oy x—

Exercice IV

1) Soit (A1,...,Ap) € RP.
2

2
= D ANl = ) A (uily) =

1<i,i<p 1<i,i<p

P
D _Mixi
i=1

Supposons (x1,...,x%p) libre. Soit (Aq,...,A,) € RP.

P
D A
i=1

P P P P
DAy =0= D) A =0=|[) Axi|[=0= > Aixi =0=Vie[l,p], A =0,
i=1 i=1 i=1 i=1
et la famille (y1,...,up) est libre. En échangeant les roles, on obtient
(x1,...,%p) libre & (y1,...,yp) libre.
2) Puisque (x1,...,%n) est libre de cardinal p = n = dimE, (x1,...,%,) est une base de E. Soit f ’endomorphisme de

E tel que Vi € [1,n], f(xi) = yi. Montrons que f est un automorphisme orthogonal.

n
Soit x = Z Aixi, (A1,...,An) € R™, un vecteur quelconque.
i=1
2
= ) ANy = D A(kikg) =

I<ijsn 1<ijsn

2
2
= [Pl

n

Z Aif(xi)

i=1

2
If()? = =

n mn
Z Aiyi Z Aixq
iz im1

Alinsi, f conserve la norme et donc f € O(E). On a montré qu’il existe un automorphisme orthogonal f tel que Vi € [1,n],
f(xi) = yi.

3) a) Le cardinal d’une famille libre de E est inférieur ou égal a la dimension de E et donc p < n. On a méme p < n car

p#mn.
dim(F) = card(xi)1<i<p = p et dim(F+) =n —p. De méme, dim(G) = p et dim(G+) =n —p.

b) Ft est de dimension n =p > 0 et il existe une base orthonormale (xk)p+1<kgn de FL. De méme, il existe une base
orthonormale (yk)p+1<k<n de GL. On peut donc choisir ¢ =n — p.

Soit (1,j) € [1,n]?.
eSilT<i<petl<j<p,ona (xilx) = (yily;).
eSip+l<i<mnetp+1<j<n,ona (xilx) =0i;=(Yily;).

eSil<i<petp+I<j<noup+l<i<netl <j<p,ona (xilxj)=0=(yily;).
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Finalementv V(l,)) S [[]vn]]zv <Xi,X1'_> = <y1|yl>

c) La famille (x1,...,xp) est une base de F et la famille (xp41,...,%n) est une base de F-. Donc la famille (x1,...,%n)
est une base de E. D’aprés la question 2), il existe un automorphisme orthogonal f tel que Vi € [1,n], f(xi) = yi. En
particulier, f est un automorphisme orthogonal tel que Vi € [1,p], f(xi) = yi.

4) Sitous les x; sont nuls, le résultat de la question 1) appliquée aux différents p-uplets (A1,...,A,) = (0,...,0,1,0,...,0)
montre que tous les y; sont nuls. Dans ce cas, n’importe quel automorphisme orthogonal f vérifie Vi € [1,p], f(xi) = vi.

Sinon, on pose T = rg(x1,...,Xp), 1 < 1T < p — 1. Quite & renuméroter les vecteurs xi, on peut supposer que la famille
(X1,...,%) est libre et que Vi € [r + 1,p], xi € F = Vect(x1,...,x). La question 1) montre d’une part que la famille
(U1,...,Ur) est libre et d’autre part que la famille (y1,...,yp) est de rang r, car si rg(yr,...,yp) > 7T on peut extraire
de la famille (y1,...,yp) une sous-famille libre de cardinal strictement plus grand que 1 et donc en correspondance on
peut extraire une sous-famille libre de (x1,...,%p) de cardinal strictement plus grand que r ce qui n’est pas. En résumé,
la famille (y1,...,yy) est libre et que Vi € [r + 1,p], yi € G = Vect(y1,...,Yr).

La question 3) montre qu'’il existe un automorphisme orthogonal f tel que Vi € [1,7], f(xi) = y;.

.
Soit i € [r+ 1,p]. Il existe (A1,...,Ar) € R tel que x4 = Z MeXk. Puisque x; € Vect(x1,...,x) = F, f(xy) € f(F) C G
k=1

et de méme, f(x;) —yi € G. Vérifions que f(x;) —y; € G*. Soit j € [1,p].

.
(fOxi)lys) = (F(xi)ly;) Z7\k (x1)ly;) ZM (Uilys) = D AMclxlyy) = ZAka\X; (xilxj)
i

= (vily;j),

et donc (f(xi) —yily;) = 0. Ainsi, Vj € [1,r], (f(xi) — yily;) = 0. Puisque (y1,...,Ur), est une base de G, on a montré
que f(xi) —yi € G*.

En résumé, Vi € [r+ 1,p[, f(xi) —yi € GN G+ = {0} et donc Vi € [[r + 1,p[, f(xi) = yi. Finalement, ’'automorphisme
orthogonal fourni plus haut vérifie Vi € [1,p], f(xi) = yi.
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