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Epreuve de Mathématiques B MP

Exercice 1

+oo

1. a. Pour tout x €] —1,1[, — ! :__Z Z(_”n—1x__

e1—|—x e

=0
b. On sait que la somme d’une série entiére est derlvable sur son intervalle ouvert de convergence et que sa dérivée s’obtient
par dérivation terme & terme. Donc, sous I’hypothése R > 1, S est dérivable sur ] — 1,1[ et pour x €] — 1, 1],

“+o0 +o00 +o00 +oo
S'(x) —S(x) = Z na,x" ' — Z anx"™ = Z (Mm+Tan1x™ Z anx™ Z M+ TDans1 — an)x™,
n=1 n=0 n=0 n=0
puis
+o0 +0oo XM
S solution de (E) sur] —1,1[& Vx €] = 1,1[, Y ((n+ani —anx™ =Y (-1 1=
n=0 n=0 €
(-1
svneN n+Nan —an=——"— (%)

SiR >
- . (=)™ 'nl
c. En multipliant les deux membres de () par n!, on obtient : Vn € N, (n+ 1)lan+1 —nla, = -
Soit alors n € N*,
n—1
nla, =0lag + Z ((k+ D!laxs1 — klax) (somme télescopique)
k=0
n—1 n—1
(=) Tk! 1 X
= - = — - — |
aO+Z c ao QZ( ]) k'v
k=0 k=0
Qo n—1
)k

et donc a,, = o en' Z k!l

a 1 n—1
Réciproquement, si Vn € N*, a,, = —? - (—1)*k! alors pour n € N

nlen! &~

1< 1 1 —1n-?
(et Dansr —nan = [ 2 - LS Cpa ) - (22 Ly G ) = - g = ET
n! en! — n! en! = en! e

d. Soit n € N*.

\ao\ 1 i nxn-—1)! 1
| 1) = _ !
lanl < 4 5 § (=1 < laol + — § ! =laol + ————— =laol + =.

1
Donc vn € N*, |an| < |ag| + — ce qui reste vrai pour n = 0. La suite (a,) est bornée.
e
Pour n € N, posons b, = 1. Alors R, =1 et ap, = O(by,). On en déduit que R=Ry > Ry, = 1.

R=1.
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—t

2. Soit x > —1. La fonction t — . est continue sur [1,+oo[car Vt > 1, t+x > 1+ x> 0.

—t —t
e ) e 1

De plus, t? ~ te' — 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées et donc = o - ) et donc
X+t to+o0o 5 +00 X+t to+o0o t2

—t

que la fonction t — T est intégrable sur [1,+ool.

—t
Vx > —1, la fonction t — e+ T est intégrable sur [1,+ool.
X

3. Soient x €] —1,1[ et n € N*,

X x| X
—|=—<|x|<Tetdonc —— #1
5| =2 < = A )

t

o (_z)nJr]
= eT Z(—f)qu]_t(ix) dt(cath}],‘—

MR Kok et n+1_n+1 e!
= ];)(—]) X k1 ‘I’(—]) X m dt

—t
k

e
Maintenant, chaque fonction t — (—1)* xk*1 est intégrable sur [1, +o0[ car continue sur [1, 400 et négligeable devant

tk+1

1 e et o e~
— quand t tend vers +00. On en déduit encore que la fonction t — (—1)"+1xn+1 = — —T1)*xk .
tz q Vv + q ( ) tn+](X+t) X+t ];)( ) tk+]

t

+00 —t n 400 -t +00 —t
On en déduit que L ~ dt = Z(—] Yexk L tek+1 dt+ (=1 xn T L m dt. Maintenant, pour n € N,

—t +o0 e—t
dt < |x™! J — dt,

+o0 e—t +o0 e
(_”n-Hxn—H J dt| = ‘X‘n—H J
1 1 x+t

tn+] (X + t) tn+] (X + t)

+o0 e—t

dt — Oecar|x| <1, on en déduit que (—1)n+1x"+! ————dt — 0etdonc
x4+t n— oo 1t (x+ 1) n— 400

+o00
et comme |x|*t! J

n Foo ot oo ot
que Z(*] )kaJ —dt — J dt. On a montré que
S 1 n—+oo Jq X+t

+oo -t T

Vxe]fL][,J' ¢ dt:anx"oﬂVneN,bn:
1 X t oy
+o00 eft +o0 e*t +00
Pour n € N* on pose I, = L gy dt. On a donc Vx €] — 1, 1], L —— dt = T;)(—”nlnﬂxn

4. Soit x €] — 1,4o00[. En posant u = x + t, on obtient

+o0 efu+x +o0 e U
f(x) :J du:exj — du.
x+1 U x+1 U

e v +oo e U +oo e W
Maintenant, la fonction u — —— est continue sur ]0,+oo[ et donc la fonction y — J — du = J — du—
u u u

1
Y e U e v Y
J —— du est dérivable sur ]0, +oo[ de dérivée la fonction y — ———.
u
1 Y reo
Ainsi, la fonction x — x + 1 est dérivable sur ] — 1, 4+oo[ & valeurs dans ]0, +oo[ et la fonction y — J —— du est
u
+00 —u v
dérivable sur ]0, +ool et on en déduit que la fonction x +—+— J' —— du est dérivable sur ] — 1, +oo[ de dérivée la fonction
+1 U
e (x 1) .
X = ——.
x4+ 1

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2010. Tous droits réservés.



Finalement, f est dérivable sur ] — 1, +o0[ en tant que produit de fonctions dérivables sur ] — 1, +oo[ et pour x > —1

+oo ,—u —(x+1) 1 1
f’(x):eXJ e—du+e"><<e )_f(x)—
x+1 W x+1

f est dérivable sur ] — 1, +oo[ et ¥Vx > —1, f'(x) —

+oo ,—t n_l
e 1
5. Posons ap = f(0) = J e dt = I; puis pour n € N*, a,, = i (—1)*k!. D’aprés la question, 1.c., si
1 nlenl &=

Rq > 1, S est solution de (E) sur | — 1, 1[ et d’aprés la question 1.d., Rq > 1. Donc, S est solution de (E) sur ] —1,1[.

Maintenant, les fonctions x — 1 et x — — ] sont continues sur | — 1, 1[. Le théoréme de CAUCHY permet d’affirmer
X

qu’il existe une solution de (E) et une seule sur ] — 1, 1[ prenant la valeur I; en 0 & savoir la fonction f. On en déduit que
S =f et donc

1 n—1 . +oo ot +00
— — n n
VXG]*] 1,QO+Z —7ﬁ (7]) k! —JO X«I»tdt_z(i]) In+]X .
k=0 n=0
Par unicité des coefficients d’'un développement en série entiére, pour n € N*, on en déduit ; ol Z <kl =
(=1)™I,141 et donc
= I
—1)*k! = "l 4 Z D*K! = (=1)™n! + en! (—‘ + (1)“+’1n+]>
n!
k=0
n +Oo e_t n+1 oo e_t
k n oo e_t n+1 oo e_t

Exercice 2

1. Soient M € & 4, P € GLn(R) puis M’ = PMP~ .

M solution de &, ¢ = M? +pM + ql,, =0 = P(M? + pM + qI,)P"' =0 = PM?P~' + pPMP ' +ql,, =0
= (PMP )2 + pPMP ' 4+ ql,, =0 = M"? + pM’ + ql,, =0
= M’ solution de &, 4

VM € My (R), (M solution de &, ¢ = YM' € E(M), M’ solution de &, q.

2. a. Une matrice M € M, (R) est diagonalisable dans R si et seulement si il existe un polyndéme non nul annulateur de
M, scindé sur R a racines simples.

Soit M une solution de £_(4+p),qb- Le polyndome X? —(a+b)X+ab = (X —a)(X —b) est scindé sur R a racines simples
(car a et b sont des réels distincts) et annulateur de M. Donc, M est diagonalisable dans R.

b. Donc, il existe P € GL, (R), il existe D = diag(Ai)1<i<n € Dn(R) telles que M = PDP~!.

M solution de &, 4 < D solution de &, 4 & D? — (a +b)D + abl,, =0
& diag(A? — (a +b)A; + ab)icicn =0
esvie[l,n], ¥ —(a+bAi+ab=0&Vie[1,n], A € {a,b}.

Les solutions de € _(44p).qb sont les PDP~! ott P € GL,(R) et D = diag(Mi)1<i<n € Dn(R) avec Vi € [1,n], A € {a, b}
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3. aMZ=0&ef2=0&eVxeR" f(f(x)) =0& Vx €E, f(x) € Kerf & Imf C Kerf.

b. Soit f une application linéaire d’un K-espace E de dimension finie dans un K-espace F. La restriction de f & tout supplé-
mentaire de Kerf dans E réalise un isomorphisme de ce supplémentaire sur Imf. En particulier, dim(Kerf) 4+ dim(Imf) =
dim(E).

n

5

d. Sip =0, f =0 et la matrice de f dans toute base est nulle, c’est-a-dire conventionnellement de la forme désirée.

c. n = dim(Kerf) + dim(Imf) > 2dim(Imf) et donc dim(Imf) <

n
Supposons dorénavant 1 < p < > de sorte que n —p = p.

Soit (eén—p+1,-..,en) une base de Imf. (en_p+1,...,en) est une famille libre de Kerf D Imf et on peut la compléter en
| S — —_————
P P
(ep+1,-..,en) base de Kerf.
E/_/
n—p
D’autre part, puisque les vecteurs e;, n —p + 1 < 1 < n, sont dans Imf, il existe une famille (eq,...,ep) de vecteurs de

R™ telle que Vi € [1,p], f(ei) = en—p+i-

Veérifions alors que la famille (e;)1<ign est une base de R™. Il suffit pour cela de vérifier que cette famille est libre.
Soit ((xi)]gign € R™.

n n P
Z e = Of <Z ociei> =0= Z aif(ei) (car Vi € [[p + 1,n], e; € Kerf)

i=1 i=1 i=1

=Vie[1,p], «i =0 (car (f(ei))1<igp est une base de Imf)

n
Il reste Z aie; =0 ce qui impose Vi € [p +1,n], o; =0 car la famille (e;)p+1<ign est une base de Kerf. Finalement,
i=p+1
B = (ei)1<icn est une base de R™.

Puisque Vi € [[p + ],TL]], flej) =0et Vie [[],pﬂ, fley) = en_pii, ON & Matg(f) = ( Onfpyp OT(w;f‘p,nf‘p )
P pn—p

Onpp Onpnop )
L, Op,n—p '

Soit M € M, (R). Si M? =0, alors d’aprés ce qui précéde, M est semblable & Jp- Réciproquement, si M est semblable &

Jp, il existe une base B = (ei)1<i<n de E dans laquelle la matrice de f est J,. Pour p+1 < i< n, f2(e;) = f(0) =0 et

pour 1 <1i<p, f2(e;) = f(en—p+i) = 0. Donc 2 =0 puis M? = 0.

n
e. Pour 0 <p < > posons J, = <

L’ensemble des solutions de £y o est U E(Jp).

0<p< e
4. a. Soit M une solution de £_,, 42. Posons N = M — al,,. Alors
NZ = (M —al,)? = M2 —2aM + a?l, = 0.

Par suite, il existe une matrice N telle que M = N + al,, et N? = 0. Réciproquement, si M = N + al,, avec N? = 0, alors
M? —2aM + a?’I, = 0.

b. Les solutions de I’équation N? = 0 ont été déterminées en 3. et donc l’ensemble des solutions de € 2q,q2 est
J Elaln+Tp) (car VP € GLy(R), P(Jp + aln)P~! =PJ,P~" +aly,).
o<p<e

5. Soit M € Mp(R). M2 4+1,, =0 = M? = -1, = det(M?) = det(—1,,) = (detM)? = (—1)™. Si de plus n est impair,
cette derniére équation n’a pas de solution dans R car (—1)" = —1.

Sin est impair, I’équation £ 1 n’a pas de solution dans Mn(R).

6. a. Soit M € & 1. Le polynome X? + 1 = (X —1)(X +1) est a racines simples dans C et annulateur de M. Donc M est
diagonalisable dans C.

b. Soit M € &p,1. Les valeurs propres de M sont & choisir parmi les racines du polyndéme annulateur X? + 1. Donc
Sp( M_) C {i, —1}. Plus précisément, puisque M est a coefficients réels, on sait que si M a une valeur propre non réelle A,

alors A est encore valeur propre de M avec méme ordre de multiplicité. Donc 1 et —1 sont effectivement valeurs propres de
M, toutes deux d’ordre p.
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Soit f ’endomorphisme de C?P canoniquement associé & M. f est diagonalisable, CP = Ker(f — ild) @ Ker(f + ild) avec
dimKer(f — ild) = dimKer(f + ild) = p. Soient (e1,...,ep) une base de Ker(f —ild) et (ep+1,...,€2p) une base de
Ker(f +1ild). Alors (ex)1<k<2p est une base de C?P.

Veérifions alors que la famille (e; +epy1,€2+€p42,...,8p +€2p,1(e1 —e€pt1),1(€2 —eps2),...,i(ep —ezp)) est libre. Soit
(A],...,?\p,u1,...,pp) e C?v,

Aer +epr1) + ...+ Aplep +ezp) Friler —epr1) + ...+ ppilep —e2p) =0
= M +iwmder +...+ Ap +ipplep + (A1 —ipg)eprr +... + (Ap —ipplerp =0

= M+iw) =M —im) =0, ..., ()\p +iup):()\p_iUp):O
S>AM=w=...=Ap =up, =0.
Ainsi, la famille B = (e1 + epy1,€2 + €p42,...,€p + €2p,i(e1 —epi1),i(e2 —ept2),...,1(ep — e2p)) est libre et donc

est une base de C?P. Maintenant, par définition, pour 1 < k < p, flex + extp) = ilex — exqp) et flilex — exyp)) =

—I,

i(iex +iex4p) = —(ex + ex+4p). La matrice de f dans B est donc ( I 0
P

>. On a donc montré que M est semblable

dans M, (C) a ( 0 L )

I, 0
0 -I,
I, 0
telle que QMQ ™! = Jp ou encore telle que QM =], Q. Posons Q = Q1 +1Q2 ot Q1 et Q2 sont & coefficients réels. On a
donc Q1M +1iQ,M =j, Q1 +1J, Q2 puis, comme M et J,, sont & coeflicients réels, Q1M =J,Q1 et QoM =] —pQ>.
Mais alors, plus généralement, ¥x € R, (Q1 +xQ2)M = J,(Q1 +xQ2). Maintenant, x — det(Q1 +xQ2) est un polynéme
non nul car det(Q1 +1Q2) = det(Q) # 0. Ce polyndéme admet donc un nombre fini de racines et, puisque R est infini, il
existe xo € R tel que det(Q7 +%0Q2) # 0.
Si on pose P = Q1 +x0Q2, P est une matrice & coefficients réels inversible telle que PM = J,P ou encore telle que
PMP~! =1J,,.

Vérifions enfin que M est semblable & J, = < ) dans My (R). On vient de montrer qu’il existe Q € GL,,(C)

2
c. Réciproquement, un calcul par blocs montre que 0 -l (W = —I, et donc 0 —I IZRE
I, 0 0o -1, I, 0 :

So1 =E(Jp) ou J,, = ( I(i —év >

Exercice 3

1. e Pour chaque (P,Q) € E2, la fonction PQ est continue sur le segment [—1,1] et donc intégrable sur ce segment. @ est
donc une application de E x E dans R.

e Pour tout (P,Q) € E2, @(P,Q) = ¢(Q,P) et donc ¢ est symétrique.
e Pour tout (Pq,P2,,Q) € EZ et (A1,A2) € R?,

1 1
RACEIE dt+AzJ P,(1)Q(t) dt =
_ 1

AM@(P1,Q) +A20(P2,Q).

1
@(MP1 +A2P2, Q) :j P8+ A2Pa()QI) dt = j

Donc, ¢ est linéaire par rapport a sa premiére variable puis, par symétrie, bilinéaire.

1
e Soit P € E. @(P,P) :J P2(t) dt > 0. De plus,
—1

1
<P(P,P)=0<:>J 1Pz(t) dt =0

&Vt e [—1,1], P2(t) =0 (fonction continue positive d’intégrale nulle)

& P =0 (polynoéme ayant une infinité de racines).

Donc @ est définie positive.
En résumé, @ est une forme bilinéaire, symétrique, définie et positive sur E et donc

@ est un produit scalaire sur E. I
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2. Si P est un élément de R, [X], alors (X2 — 1)P’ est élément de Ry, 11[X] puis f(P) = ((X? — 1)P’)’ est un élément de
R, [X]. Donc f est bien une application de E dans E. D’autre part, pour (P,Q) € EZ et (A, u) € R?

fAP+1Q) = ((X* = (AP +1Q)")" = ((X* = H(AP" + 1Q")" = A(X* = 1P' + p(X* =1)Q")’
= AMN(X2 =1)P) +u((X* =1)Q")" = AMf(P) + uf(Q).

Donc f est une application linéaire de E dans E.

f est un endomorphisme de E. I

3. Soient (E,{, )) un espace euclidien et f un endomorphisme de E.
L’adjoint de f est I'unique endomorphisme, noté f*, vérifient ¥(x,y) € E2, (f(x),y) = (x f* )).
L’endomorphisme f est symétrique si et seulement si f* = f ce qui équivaut a V( y) € ( (x),y) = (x, f(y)).

4. Soit (P,Q) € E2. Une intégration par parties fournit

1

1 1
of(P), Q) = J_]((x2 — P (0QM) dt = [(£2 — 1P (1)Q()] —L(tz CDPHQ(Y) dt

1
Par symétrie, on a aussi @(P,f(Q)) = ¢(f(Q),P) = fJ (t2 — 1)P'()Q’(t) dt = (P, f(Q)). Donc
-1

f est un endomorphisme symétrique de (E, @).

5. Soit P € E. On a Rp[X] C Kerf.

Réciproquement, si P € Kerf alors ((X2 — 1)P’ =0 puis (X2 — 1)P’ € Ro[X]. Si P’/ # 0, alors deg((X? — 1)
P ¢ Kerf. Donc P € Ry[X]. Finalement, Ker(f) = Ry [X]. Ensuite, le théoréme du rang fournit rg(f) = dim(E
N+T—1=n.

P’) > 2 et donc
)—dim(Kerf) =

Ker(f) = Ro[X] puis rg(f) =n.

6. a. (D’aprés la question précédente, si n = 2, Im(f) est de dimension 2).

Im(f) = Vect(f(1),f(X), f(X?)) = Vect(0,2X,6X?> —2) = Vect(X,3X? — 1). Une base de Im(f) est donc (Q1,Q2) ot

Q1 = X et Q2 = 3X? — 1. Déterminons 'orthonormalisée (P, P;) cette base. Puisque Q1Q, est impair, ¢(Q1,Q2) =
1

J Q1(t)Q2(t) dt = 0. La famille (Q1, Q2) est orthogonale. Il reste & normer chaque vecteur.
1

L 2 3
QI = [t dt= 3. Donc Py = /5X.
L 1
HQsz:J 1(3t2—1)2 dt:ZJ (9t* —6t% +1) dt_Z(gg-H) = <. Donc pz_\/;(gxzn_
- 0
X

3Xx2 —1).

D

[l

-

N

!
P

Une base orthonormée de Im(f) est (Pq,P2) ou Py = ;

On sait alors que le projeté orthogonal de Py sur Im(f) est @(Po, P1)P1 + @(Po, P2)P2 avec

1
<P(P0,P1)=\/§J'](t2+t dt== \/7 \/>
1 1
@(Po.Pz)—\/gj (3t21)(1+t)dt—\/§J (3t3—|—3t2t1)dt_\/§<3x§2)_0.
-1 -1

2
Le projeté orthogonal de Py sur Imf est donc \/; xP1+0xPy=X.

et

Le projeté orthogonal de Py sur Imf est pyy,(f)(Po) = X.
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b. On sait que m = d(Po, Im(f)) = ||Po *le(f)(PO)H =1 =v2

c. On sait de plus que m = d(Pp,Im(f)) est atteint en un seul point & savoir X. Donc, pour P € R;[X],

X X X X
|Pof(P)||_m<:)f(P)_X(:)f(P)_f<z) (:)f<Pz> —0&P-FeRX &IMER/P=5 )

7. a.Li=X2—=1)=2X,Lo=(X*=2X2+1)" =12X2 —4 et L3 = (X® —3X* +3X2 —1)3) =120X3 — 72X.

L7 =2X, Ly = 12X2 — 4 et L3 = 120X3 — 72X.

b. Pour k € N, (X? — 1)¥ est de degré 2k et donc L = ((X? — 1)%)(%) est de degré 2k — k = k.

c. Soit k € N. D’aprés la formule LEIBNIZ

(k+2)(k+1)

Ak:(X2—1)(°)((X2—1)k)“‘“)+(k+2)(X2—1)(”((X2—1)k)“‘+”—|— >

(X2 =1 (X2 =1)})™
= (X2 = DL +2(k + 2)XL, + (k+2)(k + 1)Ly,

et

B = (X) O (X2 = 1)) D 4k + X)) (X2 = 1)) D = XL + (k + 1)Ly,
d. D’autre part,
Ay = ((XZ _ ”k-H )/)(k-H) —2(k + ”(X(Xz _ ”k)(k-H) = 2(k + 1)Bg.

On en déduit que (X2 — 1LY + 2(k+ 2)XL{, + (k +2)(k + 1)Lx = 2(k + 1)(XL{, + (k+ 1)Lx) puis que

Vk €N, (X2 — 1LY +2XL, —k(k+ 1)L, = 0.

e. Soit k € N. D’aprés la question précédente,
f(Lx) = (X2 = L) = (X2 = 1)L} + 2XL;, = k(k + 1)Ly,

et puisque Ly # 0, Lx est vecteur propre de f associé a la valeur propre A, = k(k+ 1).

Yk € N, Ly est vecteur propre de f associé a la valeur propre Ay = k(k +1).

f. Soit (k,1) € [0,n]? tel que k # 1. D’aprés la question 4,
k(k+ 1De(Lk, L) = @(k(k + 1)L, L) = o(f(Lx), L1) = @(Lx, f(L1)) = UL+ T)o(Lk, L1).

Donc, (k(k+1)=1(14+1))@(Lx, Ly) = 0. Mais k(k+1)=1(1+1) = (k?—12)+(k—1) = (k—1)(k+1+1) # 0 et donc @(Ly,L;) = 0.
Ceci montre que la famille (Lp,...,L;) est une famille orthogonale. (Lp,...,L;) est donc une famille orthogonale de
vecteurs tous nuls et en particulier une famille libre. Comme d’autre part, card(Lop,...,Ly) =n+1 =dim(R,[X]) < +o0,
(Lo,...,Ln) est une base orthogonale de R, [X].

(Lo,...,Ln) est une base orthogonale de R, [X].
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