SESSION 2011 E3A
Concours ENSAM - ESTP - EUCLIDE - ARCHIMEDE

Epreuve de Mathématiques A PC

Partie I : Résultats préliminaires

1) Etude de f a) f est paire, définie sur R, continue dérivable et strictement décroissante sur [0, +o0[.
Tracé de (Cy).

| | | |
T T T T T

—4 -3 —2 —1 1 2 3 4

b) f est deux fois dérivable sur R et pour tout réel x, f'(x) = —2x3(1 +x*)~3/2 puis
f7(x) = —2(3x2(1 +x*)73/2 —6x8(1 +x*)72/2) = —6(1 +xM) 5/ 2(x?(1 +x*) — 2x°) = —6x2 (1 +x*)7>/2(1 —x*4)
f” gannule en changeant de signe en x = —1 et x = 1. (C¢) admet deux points d’inflexion, les points de coordonnées
1 1
1, — et |1,—].
()= ()

c)

1 3
! N 2/ \ <2/ s 8y _ 71_ ‘.4, 2.8 8
o 3 3 x° 4+ o(x )x—>01 X +8x + 0o(x°)

d) f est de classe C* sur R et en particulier admet en 0 un développement limité d’ordre 8, son développement de
TAYLOR-YOUNG & 'ordre 8 & savoir

8 £k
f(x) o ];) f kkl(o)xk +o(x%).

Par unicité des coefficients d’'un développement limité, on en déduit que

| |
£(0) = £(0) = £3)(0) = 5)(0) = £ (0) = f7)(0) = 0, f(4)(0) = —% — 12 et £81(0) = 3 X88'

= 15120.

2) Etude de (an)neny a) La suite (an)nen est strictement positive. Pour n € N,

any1 (2n+2)! n!? 4n 2n+2)2n+1) 2n+1
an (2n)! (m+1)12 7 gntl 4n+1)2 2n+2

La suite (an)nen est strictement décroissante.

b) La suite (an)nen est décroissante et minorée par 0. Donc, la suite (an)nen converge vers un réel £ positif ou nul.
. (2n)! 1 n\ /1)

Soit N. = = - )

¢) Soit n € N.an = o i = (0 ) 3

An+1

d) La suite (an)nen ne s’annule pas et lim = 1. D’aprés la régle de d’ALEMBERT, le rayon de convergence de la

n—+oo  Op

série entiére E anz™ est égal a 1.
n>0
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3) Etude d’une intégrale impropre a) La fonction t — ———= est continue sur R. On en déduit que la fonction F
) ) V14t4

est définie et dérivable sur R : F est la primitive de f sur R qui s’annule en 0.
L

t—+oo \/t_4 T2
voisinage de +o0o, il en est de méme de f et finalement, f est intégrable sur [0, +ool. On en déduit I'existence de «.

b) f est continue sur [0,+oo[ et f(t) > 0. Puisque la fonction t — /dfraclt? est intégrable sur un

1 1
c) L’application t — T=¢ est un C'-diffeomorphisme de [1,4o0[ sur ]0, 1]. En posant u = T on obtient

too 0 1 du (' 1
———dt=| ——— x> =| ——du
1 VT4t 1 N 1 uw o vV1+ut

1 +o00o 1
1 1 1
d) a = 7dt+J 7dt:2J ——— dt = 2F(1).
) Jo 14+ t4 1 VIt o V14+t4 ()

1 1 : " o] " L
ﬁ . \/? =3 > 0. Puisque la série de terme général 2 converge, la série de terme général

f(n) converge.

e) i) f(n) =

n+1
ii) La fonction f est décroissante sur [0, +oo[. Donc, pour n € N, J f(t) dt < (n+1—n)f(n) =f(n) et donc

n

+o0o +00 41 +00
> fm)= ) J f(t) dt :J f(t) dt = o

n=0 n=0vm 0
De méme, pour n € N*, J f(t)dt > (n— (n—1))f(n) =f(n) et donc
n—1
+oo +oo +0oo n +o00
Zf(n):1+Zf(n)<1+ZJ f(t)dt:1+J f(t) dt =1+ .
n=0 n=1 n=1 n—1 0

Partie II : Intégrales de Wallis

1) Ip= n et Iy = [/Sint]g/2 1.

2
T
I = 3 et 1 =1.
. T .
2) Soit n € N. En posant u = 5~ t, on obtient
0 . /2
I, = J cos™ (— —u) X —du = J sin™(u) du.
/2 2 0

7
3) Soit n € N. La fonction t — /cos™t est continue, positive et non nulle sur [O, z} Donc I,, > 0.

T
4) Soit n € N. Pour tout réel t € [0, 3 cost < 1 puis cos™ 't < cos™t aprés multiplication des deux membres de
Iinégalité par le réel positif cos™ t. Par croissance de l'intégrale, on obtient I, 1 < L.

Ainsi, pour tout entier naturel n, I, 1 < I, et donc la suite (I,,)nen est décroissante. Puisque cette suite est minorée par
0, on en déduit que cette suite converge vers un réel £ positif ou nul.
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5) Soit n > 2. Les deux fonctions t — et t — sont de classe C' sur [O, z] On peut donc effectuer une intégration par

parties et on obtient

/2 )2 /2
I, = J costcos™ 't dt = [sintcos“_] t}o —J' sint x —(n—1)sintcos™ 2t dt
0 0

/2 T

:(n—1)J sin t cos™ 2 t dt (cos™ ! (z) =0carm—12>1)
0

/2

/2
:(n—1)J (1—coszt)cosnzt/;dt—(n—1)<J

/2
cos™ 2 t/;dt — J cos™t dt
0 0

0
= (n_ ”(In—z - In))

-1
et donc nl, = (n—1)I,,_> ou encore I, = nTIn_z.

1
=2, I, = “Tln_z.

6) Soit n € N. D’aprés la question précédente, (n + 2)L,, 12 = (n+ 1)1, puis aprés multiplication des deux membres de
cette égalité par 1,1, on obtient (N + 2)I 2011 = (n+ 1)1 1n. Ainsi, la suite (n+ 1)1 110) Ny est constante

puis ¥ € N, (n+ Nlnsiln = ITo = o

n/in

2
7T
VTIGN,(TI-F])InJr]In:z.
7) Soit n € N*.
Lo_—1 m-3 1 nx(n-1)x..x2x] w_ (n)° w_m
MT T T m—27 27T T () (2n—2)...2)%2 2 (2! T2 2v
et
s 1
Lny1 = =

2n+1DIl, (2n+Dan’

1

s
Y N, Ihn == t 1 =
nel, Irn zan €l Ion41 (2T1+ .I)an

8) a) Soit 1 > 2. Puisque la suite (Ip)pen est décroissante, on a I, < In—1 < In—p. Aprés division des trois membres de

Lo | P
cet encadrement par le réel strictement positif I, on obtient 1 < TIL—] < L

n IT‘L
Ih— n Ih—
b) D’aprés la question 5), ¥n > 2, — 2 — et donc lim =2 =1.
I n—1 notoo Iy
| P
D’aprés la question 8)a) et le théoréme des gendarmes, on en déduit que lim 1 — 1 ou encore In1 ~ 1
n—-+oo n n—-+oo
s
Mais alors n2l,, ~ nlhlh1==.
n—+o0 2

lim nl, = . I
n—+oo 2

/nI2
¢) Mais alors puisque I, >0, [;, = /12 = :: no_ T

n—+oco \/ 21
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. 2Ion 1 2 Ion Ion Ion1 . 2n+1

9) a) Soit n € N*. a2 .0r1< <

X X <
5 T Z(ZTH- ])1211—0—]1 (2n+ 1) Iznga 1 Lny1  Ioanga n
Par suite, a2 > > = t d Z
ar suite, a2 Gnt n > nion (n+1)7‘[e onc an NN

2 2 1 1
Gnt X nz: = et donc a,, < /dfracly/my/n.

A 2
De méme, aj, <

1 1
————<an < ——.
el S Uaa

vn € N*

n—too \l 4+ 1

1
e Yy I

> 0 et puisque la série de terme général

[ n n
b) Pour n > 1, 1 < vmyna, < 1. Comme lim —— =1, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que

lim +/mv/mna, =1 ou encore que
n—-+oo

c)i)a 1 1 diverge (car 1 < 1), la série de terme général
N e \/ﬁ\/ﬁ \/ﬁn‘/z verg > s g

an diverge.

1
ii) ———— > 0 et puisque la série de terme général

n (car > > 1), la série de ¢
—  ~ converge (car = , la série de terme
In+1 notoo 4/ &

1
T 2

général converge.

an
dn+1
21
iii) La suite (I2n) est décroissante d’aprés la question 4) et il en est de méme de la suite (an) = (%) De plus, d’aprés
la question 9)a), la suite (a,) tend vers 0 quand n tend vers +oo.

En résumé, la suite (—1)™a,, est alternée en signe et sa valeur absolue tend vers 0 en décroissant. On en déduit que la

série de terme général (—1)™a,, converge en vertu du critére spécial aux séries alternées.

- )n n
converge absolument et donc converge.

In+1
Partie III : Etude de F

iv) D’aprés la question ii), la série de terme général

1) Etude globale de F a) On a déja vu que F est dérivable sur R et que F’ = f. Maintenant, la fonction x ~— T + x*
1
est de classe C* sur R a valeurs dans ]0, +ool et la fonction y — — est de classe C* sur ]0,4+o00[. On en déduit que la

fonction f est de classe C*® sur R. Il en est de méme de F.

F est de classe C*° sur R. '

b) La fonction F’ = f est strictement positive sur R et donc la fonction F est strictement croissante sur R.

c¢) Soit x € R. En posant u = —t, on obtient

Donc

d) Soit x > 1.

F(x) — F(1) = + ] dtglLdt:J ldt_[_l] 1

1
XVt 8 X VA
e) Toute fonction définie sur [A, +oo[ & valeurs dans R, croissante et majorée sur [A, +oo[, admet une limite réelle en +oo.

1
f) Pour tout réel x > 1, F(x) < F(1) +1 — ~ < F(1) + 1. La fonction F est croissante sur [1,4+oco[ et majorée par F(1) + 1.

Donc, la fonction F a une limite réelle en +oo.
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2) Etude locale de F a) D’aprés la question I.1)c), F* = f admet en 0 un développement limité d’ordre 8 & savoir

3
f(x) =, 1— §x4 + gxs +0(x?). On sait alors que F admet en 0 un développement limité d’ordre 9 obtenu par intégration :
X—
Fx) = F(0) 4% — tox® £ 22 1 0(x) = x— 3+ 2?4 ox?)
x—0 10 24 x—0 10 24 '
b) En particulier, F(x) = x4+ o(x) et donc une équation de la tangente a (C) au point d’abscisse 0 est y = x. De plus,

x—0

1 1
F(x) —x = —EXS + o(x?). Par suite, F(x) — x est localement du signe de —EXS et donc (C) est au-dessus de (T) sur
X—

un voisinage de 0 & gauche et au-dessous sur un voisinage de 0 & droite.

c) Pour tout réel x, F”(x) = f'(x) = —2x(1 +x*)73/2. F” s’annule en changeant de signe en x = 0 et donc (C) admet un
point d’inflexion & savoir I'origine O.

1
3) Lien avec o« a) Soit x > 0. En posant u = T on obtient

] Vx o du ! 1 1
Fx)—F1)=| —— dt= — X —— = ————du=F1)—F( - ).
=0 =], e o e e =r (5)

T+

1 1
b) Ainsi, pour x > 0, F(x) = 2F(1) — F <;> Quand x tend vers +oo, F <;> tend vers F(0) = 0 par continuité de F en 0

et donc

lim F(x) = 2F(1).

X—+00

¢) D’apres la question 1.3)c), 2F(1) = «. Puisque f est intégrable sur [0, 4o0[, F a une limite réelle quand x tend vers 400
a savoir & = 2F(1). On retrouve ainsi le résultat de la question II1.3)b

4) Tracé de (C) a) Tableau de variations de F.

X —00 0 +00
F/(x) +
104
F /
—oC

1
ﬁ. Une équation de la tangente a (C) au point d’abscisse 1 est y =F/(1)(x — 1)+ F(1) ou
encore Yy =

c)
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3

1
5) Quelques applications de F a) Les deux fonctions t — T et t — 170 sont, continues sur R. Les solutions

de (E) sur R constituent donc un R-espace affine de dimension 1.

Soit y une fonction dérivable sur R.

2t3 1
y solution de (E) sur R & Vt € R, y'(t) + T v
2¢3 e% In(1+t*)

4 4

GVLER, e Myl () 4 ex M Sy (t) =
/ 1

VteR (\/1+t4 ) t) =

SIANeR/ Ve R, V1 +tHy(t) =N+ F(t)

A+ F(t)
SIMER/VEER, y(t) = .
/eyt = Temm
A T
S = Ix s + J dt,?\eR}.
B { VI+xt VTHxt o VI4+t4

b) i) D’aprés la question III.1)c), F est impaire. Soit t € R*.

M-t = (Fi-t), = ) = (<F(),—¢ ) = oMt

Ainsi, la partie de la courbe correspondant & t €] — 0o, 0[ est la symétrique par rapport & O de la partie de la courbe
correspondant a t €]0, +ocol.

Si on étudie et on construit la courbe sur ]0, +ool, la courbe compléte est ensuite obtenue par symétrie de centre O.

ii) La fonction x’ = F/ = f est strictement positive sur R*. On en déduit le tableau de variations conjointes des fonctions
xety:

t —00 0 +o00
x'(t) + +
o
X /©/
—
0 400
y \ \
—00 0
y'(t) — —

iii) Quand t tend vers +o00, M(t) tend vers le point (&,0). On prolonge par continuité la courbe (I') en posant M(oo) =
(ex, 0).

y'(t) 1 V14t

- - ~ -1
x'(t) t2€(t) 2 totoo

On en déduit que (') admet au point M(co) une tangente de coefficient directeur —1.

iv) Tracé de (I'). Voir page suivante.
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c) i) Soit (x,y) € R2.
o /x2+1yZ > VX2 +0=Vx% = x|

1 1
00 < ——— =f(xy) < =1.
Sy S
Fow) xy 1 Ixyl 1 Ixyl el
e [F(xy)| = dt:J' dtgj 1 dt = |xyl.
Y L V1+t4 ‘ o V1+1t? 0 Y

ii) @ est continue sur R? \ {(0,0)} en tant que quotient de fonctions continues sur R? \ {(0,0)} dont le dénominateur ne
s’annule pas sur R? \ {(0,0)}. De plus, pour (x,y) # (0,0),

Fy)l X2yl
XZ +y2 = XZ +y2

lp(x,y) — @(0,0)] =

1
x? x =(x? +y?)
2 T 2. 2 1 5
S 212 (Carz(x +y )—Ixy\—z(IXI—\yl) >0)
==

2
Quand (x,y) tend vers (0,0), % tend vers 0 et donc |@(x,y) — @(0,0)| tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0). Par suite,

@ est continue sur R2. I

@ est continue en (0,0) et finalement

iii) e Soit x # 0.

1 x%F(0)
x—0 x X2 =0

M =0. On en déduit que a—(p(O,O) existe et a—(p(O,O) =0.

Par suite, lim
x—0 x—0 ox ox
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e Soit y # 0.

¢(0,y) —¢(0,0) 1 % 0
y-o0 y y
Par suite, lim ©(0,y) — 9(0,0) = 0. On en déduit que a—(p(O,O) existe et (0 0) =0.
y—0 x—0 ay a
(J0) 09 -
320,00 = 20,00 =0

iv) @ est de classe C' sur R?\{(0,0)} en tant que quotient de fonctions de classe C' sur R?\{(0,0)} dont le dénominateur
ne s’annule pas sur R? \ {(0,0)}. De plus, pour (x,y) # (0,0),

09 ) = BF0y) + 2y fly)) (¢ +y?) —x*F(xy) (2x) Xy (2uF(xy) + x(2 + ) Fxy))

_ F =
ox (x2 +y?2)? 2 (x2 +y?2)? ’
et
29 ) = 2 Xl X +y?) — 2yF(xy)
oy (x2 +y2)?
Pour (x,y) # (0,0,
12, .2
G0 G0 Iyl PR E(X +y7) o,
a(x,y) - &(0»0) = mlhﬂ(w) +x(x" +yT)f(xy)l < [CZESTE X (2hyllxyl + IxI(x* +y7))
| 2., .2 2, 2y _ X+l
m(hﬂ(x +y7) + IxI(x" +y )) ==
Quand (x,y) tend vers (0, 0), IXI + Tyl tend vers O et il en est de méme de a—(p(x,y) 2@ (0,0)|. Par suite, 9¢ est continue

2 ox % ox

en (0,0) et donc sur R?.

De méme, pour (x,y) # (0,0),

29 11— 2200,0) = — Ixf(xy) 0 + y?) — 2yF(xy)] < s (X103 + y?) + 2yl
ay Y ox _(X2+y2)2 Y Yy Y Yl < 2+ 3 Yy Ylixy
x|+ fyl

(KO +y?) + Iyl +4%) = =

X2+ 2

0
et e est continue en (0,0) et donc sur R?. Finalement,

@ est de classe C! sur R?. I

Partie IV

1) Etude de h  a) "o  Soitx € R

ude de a 4+] n oo A2 oit x .
e Silx| <1 (_])7anx4“+1 =0 L et donc la série numérique de terme général (_Uix‘“w1 converge.

S 4n 41 n3/2 dn+1
Ma
e Si x| > 1, (4)7_’_1“%‘““ ne tend pas vers 0 d’aprés un théoréme de croissances comparées. Dans ce cas, la série
numérique de terme général ﬂx“““ diverge.
4n +1
Finalement,
le rayon de convergence de la série entiére Z &x‘m“ est égal 4 1.
dn +1
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(_Unan

_1)4n+1
In+1 (=1

b) D’aprés la question précédente, la série numérique de terme général est absolument convergente et

donc convergente. On en déduit que h(—1) et h(1) existent.

¢) La somme d’une série entiére de rayon R > 0 est continue sur | — R, R[. Si de plus, la somme de la série converge pour
t =R (resp. t = —R), la somme est continue sur [0, R] (resp. [—R,0]). On en déduit que

h est continue sur [—1,1].

. (=D "an an an . an
d) i) Soit n € N. Pour x € [-1,1], | ——=x""*1| = ——_|x*"*1 < . Puisque est le terme général
) 1) L b e S I M &
y - - P . P (_])nan
d’une série numérique convergente, la série de fonctions de terme général x — Il est normalement convergente sur
n

—1,1].

—1)"a
ii) Puisque chaque fonction x — (471)7—}—1“ est continue sur [—1,1] et que la série de fonctions de terme général
(—=D)"an

X — Il est normalement convergente sur [—1, 1], on sait que la somme h est continue sur [—1, 1].
n

2) Développement en série entiére de F a) Pour x € —1,1],

+oo
BR—1)...(B—n+1) ,
(1+x)ﬁ:1+£ =
b) Pour x €] — 1, 1],
1 4y—1/2
NESTAR

e (D) (o),

=1+; y X

+oo
Tx3x...x(2n—-1) 4
=1+ E](—l)“ Sl XM
n=

“+oo
B Al X2X3x...x(2n—1) x (2n) 4,
_]+T;( R 2'nl(2 x4 x ... x (2n)) X

+oo (21’1.)' +oo
T4 ) (D)™ = 3 (1) anx™™
n=1 (n) n=0
puis par intégration,
+o0o +o0
(=D"an _anq (—=D)"an
F =F Tyt = Antl =h .
(x) (0)+1;) T T; T (x)

c) On a déja Vx €] — 1,1[, F(x) = h(x). De plus F et h sont continues en 1. Par suite,

F(1) = lim F(x) = lim h(x) = h(1).
x— 1 x— 1
x<1 x<1

De méme, F(—1) = h(—1) par continuité de F et h en —1.

Vx € [—1,1], F(x) = h(x).

< (—D)"an
d) a =2F(1) =2h(1)=2) e
n=0
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3) Valeur approchée de o a) D’aprés la question I1.9)c), la suite (an)nen est décroissante. On en déduit que la

suite ( y— ) est décroissante en tant que produit de deux suites positives et décroissantes. D’aprés une majoration
neN

classique du reste d’ordre p d’une série alternée, on a p € N,

+oo

(—1)"an (_])‘p+1 Ap+1 20p11

— 25, =2 <2 = :

o = 25p 2 i Ap+1)+1| 4p+5

n=p+1
b) Soit p € N. D’aprés la question I1.9)a)
2041 2 1 2 1 1

25,1 < 2 < < = :
=250l S s S s AT S dpid VTt IAp £1) 2

c¢) Soit n € N*.

1 106
25, <108 e <10°¢ 1325 O
= B S 10 ez S 10T ST o
106 \*/?
<:n><—> —1&n>4300,2...
2/m
e > 4300,

p = 4301 convient.
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