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PARTIE 1

R.[X] désigne I'ensemble des polyndmes 2 coefficients réels & une indéterminée X de degré
inférieur ou égal 4 n. M(R) (respectivement H,(C)) désigne 'ensemble des matrices carrées
d'ordre n 4 coefficients réels (respectivement & coefficients complexes) o R{respectivement
C) désigne le corps des réels(respectivement le corps des complexes).
On considére f l'endomorphisme de R,[X] défini par

AD=0

SX =k X*1 pour tout entier k compris entre 1 et n -

id désigne I'endomorphisme identité de R,[X].

Question 1 : f est
A} un endomorphisme nilpotent d'ordre r —1
B) un endomorphisme nilpotent d’ordre #
C) un automorphisme
D) un projecteur

Question 2 : On considére 'endomorphisme g de R.{X] qui 4 un polyndéme P(X) associe le
polyndme P(X+1). La matrice de g dans la base canonique de R,[X]

A) n'est pas inversible car son déterminant est nul

B) est inversible -

C) est triangulaire 4 diagonale nulle

D) est triangulaire supérieure

Question 3 : L'endomorphisme g peut s'écrire sous la forme

n-1

A) g=2 1V F%
k=1

n-1

B) g=k§lf*/k

n—1

C) g=2 (-1f fH1)
k=0

n-1

D) g=2X f(k)

k=1
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Question 4 : On en déduit que I'endomorphisme {g—id)
A) est nilpotent d'ordre »
B) estderang1
C) est diagonalisable dans #,(R)
D) n'est pas diagonalisable dans M,(R) mais est diagonalisable dans M,(C)

Question 5: Soit p un entier supérieur ou égal & 2. 1
Soit 2 un endomorphisme nilpotent d'ordre p. On pose exp(k) = 2 a((3))
=0

A) exp(h) est un automorphisme

B) exp(h) est de rang p—1
C) exp(#) est nilpotent comme somme d'endomorphismes nilpotents
D) exp(h)-id est nilpotent comme somme d'endomorphismes nilpotents

Question 6 : Soit m un entier strictement positif. On considére les polyndmes e, et I, définis
par '

en(X) = ﬁxk/(ki) et [(X)= EI 1Y (X =1k

Ona
A) LlenX)) =1
B) L{en(X)=X
C) LeX))=X+X"™P(X) avec P polyndme de degré inférieur ou égal 4
D) ln(eA(X)) = 1+ X"P(X) avec P polyndme de degré inférieur ou égal & m

Question 7 : Reprenant les hypothéses ef notations des questions 5 et 6, on a
71

A) lp-’l(h)=£(—1)k“l =1k

71

B) La(h) = & (-1 Wk
k=1

p-1

C) () = k2=1<~1>’*-1 (h—id)1k

D) [a(h) = Z (-1 (h—id)"/k



Question 8: Reprenant les hypothéses et notations des questions 5 et 6, on montre que
{'endomorphisme Z,;(exp(h)) est

A) nilpotent d'ordre p

B) égal a I'endomorphisme 4

C) égal a l'endomorphisme id

D) égal a l'endomorphisme id+h

Question 9 : Reprenant les notations de la question 3, on déduit que 'endomorphisme £ peut
g'écrire sous la forme

n-1

A) X (1N g—id)lk
r=1

n—l

B) 2 (-1)*! gk
k=1 .

=1

C) X g4k

=1

n-1

D) X (g-id)k
k=1

PARTIE 11

On considére les matrices A et B appartenant 3 I'ensemble #4(R) des matrices carrées d'ordre
3 a coefficients réels définies par 8 22 -6 5 3
A= et B=[-8 7 4}

25 4
—2 4 5 -2 11
On note f (respectivement g) 'endomorphisme de £{R®) canoniquement associé 4 la matrice Al
(respectivement B) c'est-a-dire 'endomorphisme dont la matrice dans la base canonique ()15
de R®est A (respectivement B)
R désigne le corps des réels, id désigne I'endomorphisme identité de £(R?) et I désigne la
matrice unité de H4:(R)

Question 10 : L'endomorphisme f
A) est un endomorphisme de I'sspace euclidien R® autoadjoint car la matrice A est
symétrique réelle
B) n'est pas diagonalisable
C) est diagonalisable dans une base orthonormale de R® formée de vecteurs propres

def

D) est un automorphisme
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Question 11; Ona

A) 0 n'appartient pas au spectre de f car f est bijectif

B) 0 est valeur propre de f de multiplicité my inférieure ou égale 4 1 car
mp <dim Kerf=3 -rgf=2

C) 0 est valeur propre de f de multiplicité my strictement supérieure 4 1 car
mo>dimKerf=3-rgf=1

D) 0 est valeur propre de f de multiplicité m,= 1 car, f étant diagonalisable,

my=dimKerf=3-rgf=1

Question 12 : L'endomorphisme g
A) estun endomorphisme de l'espace euclidien R® autoadjoint car la matrice B est

symétrique réelle
B) est bijectif
C) ne peut étre bijectif car la matrice B n'est pas symétrique
D) ne peut &tre bijectif car la matrice B n'est pas diagonalisable dans #4(R)

Question 13 : On note ¥, (respectivement ) le polyndme caractéristique de f (respectivement
£).0Ona '

A) 4 (X)=detf Xid)=X -18X%+ 81X

B) ¥/(X) =det(f -X id) = —-X(9-X)*

0) xX) = det(g ~X id) = —X(1-X)

D) %(X) = det(g ~X id) = -X> +3X% 3X +1

Question 14 : L'ensemble des polynémes annulateurs de l'endomorphisme f

A) estun idéal contenant le polyndme X(X—9) car la matrice A est diagonalisable

B) ne contient pas le polyndme X(X~9) :

C) contient le polyndme X* —18X* + 81X car, d'aprés le théoréme de Cayley -
Hamilton, le polyndme caractéristique ¥ est annulateur de 'endomorphisme f

D) estun idéal contenant le polyndme (X-9)

Question 15: I'ensemble des polyndmes annulateurs de I'endomorphisme g
A) contient le polyndme X(X-1) car la matrice B est diagonalisable
B) ne contient pas le polyndme X(X~1) car 'endomorphisme g n'est pas
diagonalisable puisque Ia matrice B est de rang 2
C) estunidéal contenant le polynome (X~1)*
D) contient le polyndme —X* +3X* —3X +1 car, d'aprés le théoréme de Cayley
Hamilton, le polynéme caractéristique ¥, est annulateur de 'endomorphisme g



Question 16 : Pour tout entier & supérieur ou égal 43, ona
Ay X*=QX)X(X-9)+9"1X
B) Xf=QX)IX(X-9)*+9X
C) X=QOE-1P+ (& -1)X2+ (2 -BX
D) XF=QX)XX-1)*+ (k-1)X2+(2-kHX

Question 17 : On en déduit
A) A¥= 9*A pour tout entier & supérieur ou égal 3 3
B) A*=9%'A pour tout entier k supérieur ou égal & 1
C) B*= (2 -£)B”+ (k—1)B pour tout entier ¥ supérieur on égal 4 3
D) B*= (% —1)B*+ (2 —4)B pour tout entier  supérieur ou égal & 1

PARTIE III

Soit (#,),  entier naturel, une snite de nombres réels non nuls. Pour tout entier naturel », on
pose n
Pn= H uf
i=0
Si la suite (Py), » entier naturel, posséde une limite finie non nulle , on écrira:

]._.[u,-=l
i=0

et on dira que le produit infini est convergent. Dans les autres cas, y compris si /= 0, on dir
que le produit infini est divergent.

S

Question 18 : Le produit infini LI (1+(1/%)) est
n=l

A) convergent car la suite (1/n), # entier strictement positif, converge vers 0
B) divergent car pour tout » entier strictement positif 1+(1/7)>1

C) divergent car la suite des produits partiels LT (1+(1/1)), n entier strictement
positif, converge vers 0 =1

n

D) divergent car la suite des produits partiels I1 (1+(1/)), n entier strictement
positif, converge et a pour limite -+oc -1

Tournez la page S.V.P.




4o

Question 19 : Pour qu'un produit infini LE #, soit convergent
n=0

A) il faut que la suite (#,) converge vers 1

B} il faut et il suffit que la suite (%,) converge vers 1
C) il suffit que la suite (#,) ne converge pas vers 0
D) il suffit que la suite (#,} ne tende pas vers 4

+oc

Question 20 :En notant P, le terme général de la suite des produits partiels associée a P=I1 #,
ona n=0
A)le produit infini P est divergent si et seulement si (P,./P, ) tend vers C lorsque m et n

tendent vers +oc
B)le produit infini P est convergent si et seulement si (P,./P,, ) tend vers 1 lorsque m et »
tendent vers +«
C) pour que le produit infini P soit divergent il est nécessaire que (P./P,)tende vers 0
lorsque 2 et 7 tendent vers +oc
D) pour que le produit infini P soit convergent il est nécessaire que (P./P;)tende
vers 1 lorsque m et n tendent vers +cc

Question 21 : On désigne par In le logarithme népérien. Dans le cas ot (u,), 7 entier naturel,
est une suite a termes réels strictement positifs, on en déduit, reprenant les notations de la

question 20, que

A) le produit infini P est convergent si et seulement si la série de terme général
Inu,, r entier naturel, converge

B) le produit infini P est divergent si et seulement si la série de terme général
Inu,, » entier naturel, diverge vers —«

C) le produit infini P est divergent si la série de terine général Inw,, n entier
naturel, diverge

D) le produit infini P est convergent si et seulement si la série de terme général

Inu,, 7 entier naturel, ne diverge pas vers 4o

Question 22 : Soit oL un parameétre réel. En utilisant le résultat de la question précédente, on
montre que le produit infini o
IT (1+(1/m™)) est
n=1

A) divergent si o< 2
B) divergent si ot < 1
C) convergent si 1 <a
D) convergent si o >0



«+oC

On étudie dorénavant la cas particulier du produit infini LT (1+(1/#%).
n=1

On considére les applications fet g définies sur l'intervalle I=]-1, +oc[ par
fx)=In(1+x) =x
g(x) = In(1+x) = +(*2)

In désignant la fonction logarithme népérien

Question 23 : On a
A) fadmet un maximum en 0
B) fadmet un minimum en 0
C) gadmet un minimum en 0
D) g admet un point d'inflexion en 0

Question 24 : Les fonctions f et g vérifient
A) g estpositive sur I
B) fest négative sur I
C) fest positive sur [0, +oc[
D) g est négative sur [0, +ocf

Question 25 : On obtient
A) x—(x%/2) <In(l+x)<x pour toutx appartenant & lintervalle [0, +oc[
B) x —(x%/2) < In(1+x)<x pour tout x appartenant  Iintervalle [0, +ocf
C) x~(x¥"/2) <In(1+x)<x pourtoutx appartenant 3 Fintervalle -1, 0]
D) x < In(1+x)< x —(x*/2) pour tout x appartenant i l'intervalle J—1, 0]

Question 26 : On en déduit que la série de terme général In(1-+(1/%%), n entier strictement

positif, est :

A) divergente

B) est convergente mais non absolument convergente

C) est absolument convergente donc convergente

D) est convergente car pour qu'une série converge il suffit que son terme général
tende vers 0
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Soit # la fonction réelle de la variable réelle 2-périodique et définie sur l'intervalle [-1, 1] par:

h(l) =t
R désigne I'ensemble des nombres réels.

Question 27 : L'application A
A) est périodique, de classe C* donc A admet un développement en série de Fourier

B) est périodique, impaire, continue de classe C* par morceaux donc # admet un
développement en série de Fourier <
C) admet un développement en série de Fourier de la forme Si{p) =2 b,sin(2mwd)

n=1
4

D) admet un développement en série de Fourier de la forme Sx(7) =2 b,sin{Tnt)

n=1

Question 28 : Le développement en série de Fourier de Ia fonction A, s'il existe,

A) converge simplement vers A sur R

B) converge simplement vers & sur R —{2k+1, k entier relatif}

C) converge simplement vers la fonction S;définie par 8,(f) = #(?) pour tout 7 réel
n'appartenant pas 4 'ensemble des entiers relatifs impairs et S;(24+1) = 0 pour
tout % entier relatif

D) converge simplement vers 7 sur [~1, 1f

Question 29 : 1e¢ développement en série de Fourier de la fonction A, s'il existe,
A) converge en moyenne quadratique vers A sur 1, 1]
B) converge en moyenne quadratique vers # sur R
C) converge uniformément sur [-1, 1] car / est continue sur [-1, 1[
D) converge uniformément sur R

Question 30 : }a formule de Parseval
A) ne s'applique pas car la série ne converge pas uniformément sur R
B) ne s'applique pas car la série ne converge pas simplement vers 4 sur R
+aC

C) s'applique et donne 2 1/7% = =%/6

n=1
e

D) s'applique et donne 2 1/r?=n%/4

n=1




On considére la fonction H 2-périodique définie sur [-1, 1f par:

I-I(x)=[ :h(t)dr

Question 31 : La fonction H est
A) dérivable sur R et sa dérivée est égale 4 &
B) impaire car la fonction 4 est impaire
C) paire car la fonction # est paire
D) périodique, de classe C* donc H admet un développement en série de Fourier

Question 32 : Le développement en série de Fourier de la fonction H, s'il existe,
A) converge en moyenne quadratique vers H sur R
B) ne converge pas uniformément sur R car % n'est pas continue sur R
C) n'est pas absolument convergent sur R car 4 n'est pas continue sur R
D) converge normalement donc uniformément sur R

Question 33 : Le développement en série de Fourier de la fonction H, sl existe, est de la
forme e e
ag+ 2 acos(art) + pX b.sin(ont) avec
a=1 n=1

A) a,=0, a.=2m et pour tout » entier strictement positif a, et b,non nuls

B) ap=0,a=mxn

C) ao=-2/3, a.=2 et pour tout » entier strictement positif b,~ 0

D) a,=-2/3, a.=1 et pour tout » entier strictement positif b,= 0

Question 34 : On en déduit, en appliquant la formule de Parseval 4 la fonction H, que la série
numérique o
2 Un* apour somme S
n=1
A} S=76
B) S=m%90
C) S=n6
D) S=x/90
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Question 35 : On montre alors que le produit infini IT (1-+{1/72)
n=i
A) diverge vers +oc
B) diverge vers 0
C) converge et la limite / de la suite des produits partiels vérifie 3 </<6
D) converge et la limite / de la suite des produits partiels vérific 4 </ <5

PARTIE IV

On considére la fonction f, de la variable réelle 7, définie sur l'intervalle ouvert }0, +«<] par
SO (n(1+)/@E(1+ #) , x étant un paramétre réel
/R désigne I'ensemble des nombres réels

Question 36 : La fonction f
A) est définie continue sur ]0, +ocf pour tout x réel
B) est définie continue sur ]0, -+oc| uniquement pour x réel strictement positif
C) n'est pas définie pour x réel strictement négatif car dans ce cas 1-+x¢/* est
strictement négatif pour tout 7 strictement inférienr 3 1/V{—x)
D) est, dans le cas ot x est un réel strictement positif, prolongeable par continuité
en 0 par 0 car f{Y) est équivalente a x#/(1+7)

Question 37 : La fonction f
A) est négative sur ]0,4oc] pour tout x réel positif
B) n'est pas de signe constant sur 10,+oc[ pour x réel positif
C) est équivalente en +oc & 1/ pour tout x réel strictement positif
D) est, en +x, telle que f{H)=o(1/#) pour tout x réel strictement positif
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Question 38 : La fonction f
A} n'est pas intégrable sur J0,+oc[ pour toutx réel positif
B) est intégrable sur J0,+oc[ pour tout x réel positif car toute fonction continue sur
]0,+ec[, prolongeable par continuité en 0 et ayant une limite nulle en +oc, est
intégrable sur [0,+oc[
C) nlest intégrable sur J0,+<c[ que pour x réel strictement positif
D) est intégrable sur [0,+oc[ pour toutx réel positif car la fonction f est positive,
continue sur ]0,+oc[, prolongeable par continuité en 0 et majorée en +oc par 1/7,
fonction intégrable sur J1,+oc|

Question 39 : La fonction f

A) est intégrable sur ]—oc.+oc[ pour tout x réel positif car elle est intégrable sur
[0,+<c[ et impaire pour tout x réel positif

B) n'est intégrable sur J—oc,+oc[ pour aucun x réel car elle n'est pas définie en 0

C) est intégrable sur J-oc,+oc[ pour toutx réel car elle est intégrable sur
[0,4c<[ et impaire pour tout x réel

D) estintégrable sur ]—oc,+oc] pour toutx réel positif car toute fonction continue sur
J—cc, o[ est intégrable sar J-oc +oc[

Question 40 : On note F la fonction qui au couple (x,7) associe (In{14x2)/(#(1+ ). On a

A) F(x,7) = o(e).(et/(1+ 1) pour tout couple (x,7) appartenant & [0,4oc[x[0,+cc[ ot
&)= (In(1- #))/= pour tout u appartenant & J1,+oc[

B) F(x.?) = (x).(ct/(1+ %)) pour tout couple (x,£) appartenant & [0,4oc[x[0,+oc[ o
¢(u)= (In(1+ #))/u pour tout « appartenant & ]-1,+oc[

C) la fonction vy définie sur 1-1,+<c[ par W (&)= (In{1+ %))/ pour u non nul et
W (0)= 1 est développable en série entiére au voisinage de 0 de rayon de
convergence égal 4 1 donc y est de classe C* sur ]-1,1

D) F est de classe C* sur [0,+oc[x[0,+oc[ comme produit de 2 fonctions de classe C!
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