Planche n° 1. Trigonométrie circulaire. Corrigé

n°1
1) sinx = 0 & x € nZ. De plus, S 2 =10, 7, 271}
2)sinx=1&x¢€ g + 2nZ. De plus, S0 2 = {g}
3)sinx=—1&x¢€ —g + 2nZ. De plus, S 27 = {3771
4) cosx =1 & x € 2nZ. De plus, Lo 27 =10, 27}
5) cosx = —1 & x € m+ 2nZ. De plus, S 27 = {7).

U m 37
6) cosx=0&x¢€ 5 + nZ. De plus, S0 2m = 35

7) tanx =0 & x € Z. De plus, S0 2. =10, m, 27}
U 7T 5T
8) tanx =1 (:)XEZ+7IZ. De plus, H0 2701 =4 7> — ¢-

A
n® 2
1) sinx = % S x € (g +27TZ) U (5% +27TZ>. De plus, S0 2m = {g,%
2) sinx = —% S x € (—% +27TZ) U (—%TT[ +27IZ). De plus, S0 2 = {—;,—%Tﬂ}
3) tanx=—-1&x € f;—r + niZ. De plus, S0 = {%TT[}
4) tanx = \}g(:)xe 6+7‘[Z De plus, “o :{%}
5)cosx—\/7§<:> 6( )U(%—l—ZnZ).Deplus FLo.2m = g’ﬂ%
6) cosx:—i2 X € (—3?+27TZ) (—+27TZ> De plus, S0 2m = {34—“,%[}
n° 3
1) sin(2x) = % o2 e (g+znz)u<5—” +2nz) oxe (12 +7IZ)U = +nz) De plus, i 2r) = %?—72”]3—2”%}

6
2) sin§ :—L & x € (5—7T +27TZ> U (74—7t +27IZ) &S x € (577t +47‘[Z> U (72—7T +47IZ). De plus, 0,47 = {577-[,77“}

27272 \3
3) tan(5x) = 1 & 5x € =+ nZ & x € — + = Z. De plus, Fo x = § =, = 9 13n 17n
T 4 20 5 0PN 0 T 12004200 20 20

1
4) cos(2x) = cos? x & cos(2x) = = (1 + cos(2x)) & cos(2x) = 1 & 2x € 2n7Z & x € nZ. De plus, 0.2 =10, m, 27},

2
1
5) 2cos?> x—3cosx+1=0& (2cosx—1)(cosx—1) =0 & cosx = 5 Ou cosx = 1&xe (fg +27‘[Z) U(g +27‘[Z) U2nZ.
5
De plus, o 2 = {o 7; 3” 271}
6) cos(nx):O(:)nxe—+7tZ(:)x€ £+EZ.
2 . 2Zn n
7) lcos(nx)| =T & nxenZ & x € EZ'
8)sin(nx) =0 & nxenZ &S x e Ty.
7r " T
9) [sin(nx)| =1 nxe-+nZ & x e — + —Z.
2 2Zn n :
10) sinx :tanx(:)sinx—smX =0& sinx% =0&sinx =0o0u cosx =1 & x € nZ. De plus, S 2 = {0, 7, 271}
cosx cosx

11)
sin(2x) + sinx = 0 & sin(2x) = sin(x + ) & (Ik € Z/ 2x = x + 1+ 2km) ou (Fk € Z/ 2x = —x + 2km)

2
(:)(HKEZ/XzﬂwLan)ou(ﬂkeZ/ng)
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2 47t

De plus, A0, 27 = {0, 3 7T, 3

12)

, 27}

2x:—<:>cosx:—ou Ccos = —

2 V2

< XE (—;—thWZ)U(;JrﬂZ)@XngrgZ.

12cos? x — 8sin?x =2 & 6cos? x —4(1 —cos® x) = 1 & cos

Sl -

n° 4

1) Pour x € [—m, 7, cosx < % S x€E [—ﬂ,—g} U [g,n}.

1 T 51

2) Pour x e R, sinx > ——= & x € [— + 2km, — + 2k7‘[:|
i orxelU [gramg

3) Pour x € [0, 27,

X X X X X X X
Z & 2c08? S —cos= — 2cos = = — 2cos = =
cosx>cosz(:) cos” o —cos 5 1>O(:)(cosz+1)(cos2 H>0& cosz+1<0etcosz7é1

1 2 4
<:>cos§<——et§§é27rZ<:>§€ U}g—l—Zkﬂ,—ﬂ—i—an{ et x ¢ 4nZ

2 2 3
kez
8 47
S x e U — +4km etx§é47'[Z<:>xe]?,27r]
kez

1

4) Pour x € [—m, 7, cos® x > cos(2x) & = (1 +cos(2x)) > cos(2x) & cos(2x) < 1 & x € [—m, .

N

5) Pour x € [0, 271, cos?x < ; @}*L\/_ < cosx < 7 S x [;,%TT[} U {%—[,74—71
6) Pour x € [0, 27,

1 1
cos§<s1n &S —sin X——cos >O(:)sm(§—z)>0(:)3k62/2k 7T+ 2kt

3 V2 3 2 3
(:)3keZ/1—7t+6kn§x§3n+3—ﬂ+6kn(:>3—7tgxgzﬂ

<X_To
3 4°

4 4
n®5
2 _ 1 2 M) = (1 YR 22 m
Cos 8—2(1+c05(2><8))—2<1+ > | =2 ,etpulbquecos8>0,
r_l vz
cos ¢ =3 .

1
De méme, puisque sing > 0, sing = \/— (1 —cos(2 x g)) et

2
f] 27\/2
bmg_z .
n° 6
cosl cos(ﬂfz)*cosEcosE—i—sinzsinz*M
12_ 3 4/ 3 4 3 4 4 '
De méme,
smifsin(zfz)*sinEcosEfsinzsinz*\/g_\/z
12 3 4/ 3 4 3 4 4 '

vVe+vz
:Tetsm
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n°7
Pour n naturel non nul, on pose S, = Z etlFard. fan),

Sy =¢'% fe % =2cosay
e Soit n > 1. Supposons que S, = 2" cos aj... cos a,, alors

Sn+1 — Zei(:ta1:|:...:|:an+1) — eia“+] Zei(ﬂ:a]:t...:l:an) + efianJr] Z ei(:l:a]:t...:ta“)

= 2cos An 41 Sn =2 ]COSCL]...COSCLn 1.
+ +
On a montré par récurrence que : Vn > 1 Sn = 2™ cos aj...cos an.

p q )

Ensuite, pour n > 1, Z cos(aj £ ...+ an) =Re(Sy) =2™cosay...cos an (et on obtient aussi Z sin(+ay +...+an) =
Im(S,) =0).

vn € N*, Zcos(:l:(h +..+tan)=2"cosaj...cosdn.

n°s8

a a
1) Soit n € N*. Puisque a est dans ]0,7[ alors, pour tout entier naturel non nul k, = est dans ]0,7t[ et donc sin 7x #0.

De plus, puisque sin (%L_]) =sin (2 X Z_k) = 2sin (2k) cos (2k) ona :

n ay n sin(zki_])_1 sin(a)sin(%)...sin(%) _ sina
HCOS(Z_k) _}—[] 25111(20];) _z_nsin(%)...sin(zfl)sm(z%) _Znsinzin'

sina

Ya €]0,7t[, Yn € N*, ﬁ cos (Zik) =

.oa”
k=1 2" sin 2_“

2) Yk € N*, cos (2k) > 0 car 4 est dans ]0, ;[. Puis

K

n sin i
Zln (cos ) In Hcos ik =In Laa =In (s1na> —In azn

k=1 2" sin — a =

2n 2n

sin i
Maintenant, lim a2" = lim Smx 1 et donc,
n——+oo el x—=0 X
211
= a sin a Sin >= sina
lim In (cos(—k)) = lim (ln( ) — In( az )> = 1n< > .
n—+oo = 2 n——+oo a PA a

Va €]0,7t[, lim

n°9 Soit x € R.

240052 x+1 + 16'24sinz x—=3 _ 20 & 240052 x+1 + ]6.2174coszx =20& 24coszx —10+16 x 274coszx =0

16
<:>24COSZX7‘IO_|’_ 24COSZX :O® (24coszx)2 —10 x 24cos2x+ 16 =0

<:>24“)SZX —2ou2tesix —g & 4cos?x =1oudcos’x =3
V3

& Ccosx = z ou CosXxX = —z ou CosX = 7 ou COSX = ———

2
oxe(3+3)u(3 7).
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n°® 10
1) Tout d’abord, d’apreés la formule de MOIVRE,

c0s(30) 4 1sin(30) = (cos 0 +isin0)3 = (cos® 8 — 3cos O sin? 0) + (3 cos? O sin 6 — sin> 0),

et par identification des parties réelles et imaginaires,

V0 € R, cos(30) = cos® @ — 3 cosOsin? 0 et sin(30) = 3 cos? Osin @ — sin> 6.

Ensuite, tan(30) et tan 0 existent & 30 ¢ g + 77 et © & g +7n7Z & 30 ¢ g +nZ &0 ¢ g + gZ.

T w
it d ¢ -+ =Z.
Soit donc 6 ¢ c + 3

sin(30)  3cos?Osin® —sin’®  3tand — tan’ 0

tan(30) = = =
an(30) cos(30)  cos30 —3cosOsin® o 1—3tan?0

aprés division du numérateur et du dénominateur par le réel non nul cos® 0.

3tan0 — tan3 0

6 3

1
1) Soit a # j:—3.
lére méthode. a est bien str racine de ’équation proposée, ce qui permet d’écrire :
x—x3 3a—a’ 1
]X_ 3; = ]a_ 322 & B3x—x3)(1=3a%) = (1-3x*)(3a— a) (car + ﬁ ne sont pas solution de I’équation)
& (x—a)((3a® = 1)x* + 8ax — a® +3) =0.

Le discriminant réduit du trinéme (3a? — 1)x? 4 8ax — a? + 3 vaut :

A =16a% — (3a> —=1)(—a? +3) =3a* + 6a? +3 = (V3(a? +1))? > 0.

L’équation proposée a donc trois racines réelles :

1—3a2 ' 1—3a2

{ 4a—V3(a2+1) 4a+\/§(a2+1)}
S =<a, .

T T T T
2éme méthode. Il existe un unique réel o € ] [\ { } tel que a = tan &. De méme, si x est un réel distinct de

221Mee
il exist i '196}““{\{””}“ tan® (i savoir a = Arctan a et @ = arctanx). C
——, il existe un unique rée -, = ——,— ¢ tel que x = tan 0 (& savoir o« = Arctan a et 8 = arctanx). Comme
73 a 22 66s 1
iﬁ ne sont pas solution de I’équation proposée, on a :
3x—x> 3a—a®  3tan6—tan®6 3tana—tan® «

& tan(30) = tan(3a)

173x2_173a2<:) 1—-3tan20  1—3tan?«
(:)39€3oc+7TZ(:)6€oc+§Z.

Ceci refournit les solutions x = tan = a, puis

T
Xitan((x—i_z)i tan(x+tan§ — a+\/§ o (a+\/§)(]+\/§a) 74a+\/§(a2+”
R 3/ T—tanatani  1-+3a 1—3a2 - 1-3a2 ,
i 4a —+/3(a?+1)
etx—tan((x—g)_ 3
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n°11

T T
1) Pour x ¢ ﬁJrgZ,

Im((e'*)?) B 5cos* x sinx — 10 cos? x sin® x 4 sin® x _ Stanx — 10 tan> x + tan® x
Re((e*)®)  cos® x — 10 cos3 x sin? x + 5 cos x sin? x 1 —10tan?x + 5tan* x

aprés division du numérateur et du dénominateur par le réel non nul cos® x.

tan(5x) =

5tanx — 10 tan> x + tan® x
1—10tan?x +5tan*x

Vx € R\ (% + gZ) , tan(5x) =

2) 9°, —27°, —63° et 81° vérifient tan(5 x 9°) = tan(5 x (—27°)) = tan(5 x (—63°)) = tan(5 x 81°) = 1. On résoud donc
I’équation :

tan(5x) =1 & 5x € (;JrnZ)(:)xE (EJrEZ).

20 5
Les solutions, exprimées en degrés et éléments de ] — 90°,90°[, sont —63°, —27°, 9°, 45° et 81°. Ainsi, les cinq nombres
5X — 10X3 4 X°
tan(—63°), tan(—27°), tan(9°), tan(45°) et tan(81°) sont deux a deux distincts et solutions de I’équation m =

1 qui s’écrit encore :

X5 —5X* —10X> +10X* +5X — 1 =0.
Le polynome X> — 5x% — 10X3 4+ 10X? + 5X — 1 admet déja tan(45°) = 1 pour racine et on a

X5 —5X* —10X3 +10X2 +5X — 1= (X — 1)(X* —4X3 — 14X2 —4X +1).

Les quatre nombres tan(—63°), tan(—27°), tan(9°) et tan(81°) sont ainsi les racines du polynome X* —4X3 —14X2 —4X +1.
Ce dernier peut donc encore s’écrire (X — tan(9°))(X 4 tan(27°))(X + tan(63°))(X — tan(81°)). L’opposé du coefficient de
X3 a savoir 4 vaut donc également tan(9°) — tan(27°) — tan(63°) + tan(81°) et on a montré que :

tan(9°) — tan(27°) — tan(63°) + tan(81°) = 4.

n® 12
Pour x € [0, 7], posons f(x) = tanx + tan(2x) + tan(3x) + tan(4x).

f(x) existe & tanx, tan(2x), tan(3x) et tan(4x) existent

<:>(x§é§+7rZ), (2x§é§+7‘[Z), (3x§é§+nZ)et(4x§é7—;+nZ)
7r Toom Tom Tom
{ﬂﬂﬂ37'[7t57'[37t57'[77'[}

86’48’28 476" 8

f est définie et continue sur

Oﬂunnuﬂnu 7137rU 37I7IU 7r57rU 57r37IU 371571U 57177rU 7T

B R O A B e R e T e B RS S El S

Sur chacun des dix intervalles précédents, f est définie, continue et strictement croissante en tant que somme de fonctions
strictement croissantes. La restriction de f a chacun de ces dix intervalles est donc bijective de 'intervalle considéré sur
Iintervalle image, ce qui montre déja que I’équation proposée, que 1’on note dorénavant (E), a au plus une solution par
intervalle et donc au plus dix solutions dans [0, 7t].

SurI:[O ﬂ[oul—}ﬁ

'8 8

de somme f, une et une seule des quatre fonctions est un infiniment grand en chacun des nombres considérés ci-dessus, a

,7'[} , puisque f(0) = f(mr) =0, (E) a exactement une solution dans I. Ensuite, dans I’expression

T
I’exception de 5 En chacun de ces nombres, f est un infiniment grand. L’image par f de chacun des six intervalles ouverts

7
n’ayant pas — pour borne est donc ] —oo, +o0ol et (E) admet exactement une solution dans chacun de ces intervalles d’apreés

le théoréeme des valeurs intermédiaires. Ceci porte le total & 6 + 2 = 8 solutions.
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7r s
En 5 tanx et tan(3x) tendent vers +oo tandis que tan(2x) et tan(4x) tendent vers 0. f tend donc vers +o0o en = , et de

+
méme f tend vers —oo en 5 L’image par f de chacun des deux derniers intervalles est donc encore une fois | — oo, +00[.

Finalement,

(E) admet exactement dix solutions dans [0, 7.

n°13
1) D’apreés les formules ’EULER,

z4 24 — e217'[/5 + 6817'(/5 — e217'[/5 + 672171/5

7T
=2cos— =a.
5
De méme,

22 423 = HM/5 4 o6in/5 _ oAin/5 | —4in/5 _ ) o 4?” —b.

2) Puisque z # 1 et z2° = e =1,

1-25 1.1
11—z 1—2z

3)at+b=z+22+22+z* =—Tetab=(z+z*) (22 +23) =22 +2* + 28 + 27 =2+ 22 + 23 + z* = —1. Donc,

1+z+22+2242 =

a+b=—1etab=-—1.
—-1++v5
Ainsi, a et b sont les solutions de I’équation X? + X — 1 = 0 a savoir les nombres %
4 } s

=3 S E,TE[, onaa>0etb>0. Finalement,

n® 14
1
2 5 sin(2x)).

1
X est x — z(x—l—

1
1) cos’>x = 5(1 + cos(2x)) et une primitive de x — cos

2) D’aprés les formules d’EULER,

cos x-(
1

4
1w . | |
1x +€71X ) — E(eéhx +4621x +6+46721x +e*41X)

N |

= E(2 cos(4x) + 8cos(2x) + 6) = %(cos(4x) + 4 cos(2x) + 3)
4 11
Donc, une primitive de la fonction x — cos® x est x — = (4_1 sin(4x) + 2sin(2x) + 3x).
3)
4 1 .
Sln ( _ ‘LX)) _ E( 41x 4621x 16— 46721x e*4‘LX)
1

= —(2cos(4x) — 8cos(2x) + 6) =

c (cos(4x) — 4 cos(2x) + 3)

—_
S| —

1.1
Donc, une primitive de la fonction x — sin* x est x — E(Z sin(4x) — 2sin(2x) + 3x).

2

1 1 1 1
4) cos? x sin? x = 7 sin?(2x) = g(l — cos(4x)) et une primitive de la fonction x — cos? x sin’ x est x — g(x ~2 sin(4x)).

(© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés. 6 http ://www.maths-france.fr



5)

1 . . \° 1 . ) . . ) .
SiHGX _ (2_i(elx _ e—wc)) _ 7—(661)( _ 6e4lx + ]5621x —204+ 156—21)( _ 66—41x + e—61X)

= —6]—4(Zcos(6x) — 12 cos(4x) + 30 cos(2x) — 20) = ;—2(—005(6x) + 6 cos(4x) — 15cos(2x) + 10)

1 1 15
Donc, une primitive de la fonction x — sin® x est x — = (—= sin(6x) + ésin(4x) -5 sin(2x) + 10x).

32° 6 2
6) cosxsin® x = sin’ x sin® x et une primitive de x — cosxsin® x est x — = sin’ x.
7) cos® x sin? x = cos x(1— sin? x)? sin® x = sin’ x sin® x — 2sin’ x sin® x + sin’ x sin® x et une primitive de x — cos® x sin? x
est x — = sin® x — = sin® x + = sin” x.
3 5 7

3

3x estxn—>sinx—§sin X.

8) cos® x = sin’ x — sin’ x sin? x et une primitive de x — cos
n° 15

1) Pour x réel , on a :

1 . N\ \®
cos* xsin®x = [ =(e™* +e ) —(e™ —e )
2 2
— __(e4lx ¥+ 4621x 164+ 46721x + 6741X)(661x _ 6641x + ]5621x —20+ ]selex _ 66741x ¥+ 6761X)

210
:721—0(6101)(7268”(73661)(+8€41X +2€21X*]2+2€721X+8€741X*36761X*2€781X+€7]01X)
1
:72—9(cos10x7200s8xf3cos6x+800s4x+2c052x76)
1
:fs]—z(cos10x72cos8xf3cos6x+8cos4x+2cos2x76)

(Remarque. La fonction proposée était paire et 'absence de sinus était donc prévisible. Cette remarque guidait aussi les
calculs intermédiaires : les coefficients de e 2%, e=41* . é&taient les mémes que ceux de e?™ 64”‘,...) Par suite,

1 sin10x sin8x  siné6x . . /3 T T
I——<[ T ) +Zsm4x—|—s1n2x]ﬂ/66(§g)>

1 (1, V3 V3 1V V3 Vi V3
- —<—(‘7*7“?7*7“2”‘“”“7 7

2048

|

|
/

! S

b

|

N

\/5—71) _ 9\/§+47t.

2) Pour x réel, on a

cos® x sin” x = cos* x sin® x sin x = cos* x(1 — cos? x)3 sin x
= cos? x sinx — 3 cos® x sin x + 3 cos® x sin x — cos'® x sin x.
Par suite,

- 7cos5x L 3cos” x B cos? x n cos'Tx1™?
5 7 3 11 /6

1 1-9V3 3 1-27v/3 1 1-81W3 1 1-243V3

==X X — e =X ——— = X —

5 32 7 128 3 512 11 2048

1
T2 x3x5x%x7x11

1
= S3es e 32918 441V/3).

(—14784(1 — 9v/3) + 7920(1 — 27+/3) — 1540(1 — 81v/3) + 105(1 — 243/3))
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n° 16

1—
1) tan% existe si et seulement si x ¢ 7+ 27Z et ,COSX existe si et seulement si x € nZ. Pour x ¢ 7Z,
sinx
.2 X
1 — cosx 2sin 2 ; X
- = = tan .
Six 2sin§cos§ 2
2) 1 ére solution. Pour tout réel x,
2 2 1 3 1 3
sin(x — ?T[) + sinx + sin(x + ?ﬂ) =3 sinx — -5 cosx + sinx — 7 sinx + % cosx = 0,
2 éme solution.
. 2m . . 2m i(x—2m) ix | pi(x+2E) ix(:2 .
sin x—? +smx+s1n(x+?)zlm(e s/ t+e*+te 3))=Im(e™(j*+1+j)) =0.
3) t (” )t(”+)t2 istent si et seulement si - — x, - + x et 2 t pas dans = + 7iZ i
an(— —x),tan(— +x) e existent si et seulement si — —x, — + x et 2x ne sont pas dans — ce qui
4 ’ 4 cos(2x) 4 ' 4 p > » ceq

gZ. Donc, pour x ¢ ; + EZ,

L. N T
équivaut a x ¢ 7 + >

T T 1 —tanx 14 tanx s
tan (_ — x) + tan (_ + x) = + our x vérifiant de plus x ¢ = + nZ
4 4 T+tanx 1 —tanx p P ? 2 )
_ cosx—sinx cosx+sinx  (cosx — sinx)? + (cosx + sinx)? B 2(cos? x 4 sin? x)
~ cosx+sinx  cosx —sinx cos? x — sin’ x B cos(2x)

. . Tt
= (ce qui reste vrai pour x € — + 7Z).
cos(2x) 2

4) Pour x ¢ ;Z,

2 2

cosx sinx  cos“x —sin“x  2cos(2x) 2
—tanx = — = =

tan x sinx  cosx sinxcosx  sin(2x)  tan(2x)’

n® 17
1) e Pour tout réel x, 1 — 2k cosx + k? = (k — cosx)? + sin?x > 0. De plus,

1—2kcosx+k?=0=k—cosx =sinx=0=x € nZet k =cosx = k € {—1,1},

ce qui est exclu. Donc,

Vk e R\{-1,1}, ¥x € R, 1 —2kcosx + k? > 0.

of est donc définie sur R, dérivable sur R en vertu de théorémes généraux, impaire et 27-périodique. On I’étudie dorénavant
sur [0,7t]. Pour x € [0, 7], on a :

1
fr.(x) = cosx(1 —2kcosx +k?)71/2 — zsinx(stinx)U — 2kcosx + k?)73/2

(1 — 2k cosx + k%) 73/?(cos x(1 — 2k cos x 4+ k?) — ksin? x)
(1= 2kcosx 4+ k?)3/?(—kcos? x + (1 + k?) cosx — k)
(1 —2kcosx 4+ k?)73/?(kcosx — 1)(k — cosx)

(kcosx —1)(k — cosx)

vx € R, fi(x) = T 2kcosx (2772

ler cas : [kl < Tet k#0. (si k=0, fx(x) = sinx) Pour tout réel x, (1 — 2kcosx + k?)73/?(kcosx — 1) < 0 et fi(x)
est du signe de cosx — k.
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X 0 Arccosk T

fo/1\o

V1 —k2
(car fx(Arccosk) = ————==1).
V1 —2k? +k?
2éme cas : k > 1. Pour tout réel x, (1 —2kcosx +k?)73/2(k — cosx) > 0 et fi.(x) est du signe de kcosx — 1.
T
X 0 Arccos X T
f/(x) + 0 —

1
1—

X2 1
car fi(Arccos —) = ————— = —).
( K k) e k)
3éme cas : k < —1. Pour tout réel x, (1 —2kcosx + k?)73/2(k — cosx) < 0 et f{(x) est du signe de 1 —kcosx.
X 0 ArccosE T
f/(x) + 0 —
1
k
.f
0 0
b
k2 1
(car fr(Arccos —) = —————= = —7).

k' V1-2+K2 k
s

2) Pour k € R\ {—1, 1}, posons Iy = J fr(x) dx
0

7T
Sik=0, Iy = J sinx dx = 2. Sinon,
0
1 (™ 2k sinx 1 T
I =+ dx:—{ 172kcosx+k2}
¢ ,[ 2v/1 —2kcosx + k2 k v
1
:E(\/H-Zk—l—kz V1—2k+Kk2) = E(Ik—l—]\—\k—u)

1

Plus précisément, si k €] — 1,1[\{0}, Ix = —((1 + k) — (1 —k)) = 2, ce qui reste vrai pour k = 0. Si k > 1, [, =

k
1 2 . -2 . .
E(“ +k)—(k—=1)) = o et enfin, si k < —1, [ = - En résumé,
Sike]l—1,1], Iy =2etsik € —
n°® 18
n n
1) Soient n € N et x € R. Posons S, = Z cos(kx) et S/ = Z sin(kx).
k=0 =
1lére solution.
n n n
Sn +1iS) = Z(cos(kx) +isin(kx)) Z = Z Xk,
k=0 k=0 k=0

Maintenant, e* =1 & x € 2nZ. Donc,

(© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés. 9 http ://www.maths-france.fr



ler cas. Six € 2nZ, on a immédiatement S, =n+1 et S/, =0.
2éme cas. Si x¢ 277,

o s ] elmtx gl /2 pilnt )X/ _gilnd)x/2 /2 _Jisin (n-;])x
n n — 1 — eix - eix/2 e—itn+1)x/2 4 oi(n+1)x/2 - _Zisin%
o (n+1)x
_ einx/2 Sl —3
sin 5

Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient

(m+1)x (n+1)x
n COS 2 SIHT . 2 Z n Sln 2 blnT ¢ 2 Z
Z cos(kx) = sin X six ¢ 2nZ o Z sin(kx) = sin X SLX ¢ 2T
k=0 n+1sixe2nz k=0 0six € 2nZ

2éme solution.

3

n

n
X X 1 1
2s1nz kE,O cos(kx) = kE, 2s1nz cos(kx) kE sin(k 4+ z)xf sin(k — z) x)

( ) ( ) ( 2n—1)x . (2n—3)x)
= sm——sm— sm——sm + ...+ smf—smf

< (2n + x . (Zn )
— Sin

g 2n—|—1) i X—Z' (m+T)x nx
= Sln 2 blnz— S1n 2 COS 2

et donc, si x ¢ 2nZ,...

n n
2) Soient n € N et x € R. Posons S, = Z cos?(kx) et S/ = Z sin?(kx). On a :

k=0 k=0
Sn+S;, = Z(cosz(kx) + sin? (kx)) = Z 1=
k=0 k=0
et
Sh—S/ = Z(cosz(kx) —sin?(kx)) = Z cos(2kx).
k=0 o

D’apreés 1), si x € Z, on trouve immédiatement,

U n
Z Cosz(kx) =n—+1let Z sinz(kx) =0,
k=0 =
et si x ¢ TZ,
. . :
SutS! —ntlets,—s = cosmdsininF 1x

sinx

de sorte que

Sn =

NI =
NI =

sin x sin x

(n+1 N cos(nx) sin(n + 1)x> et S/ = (n+1 ~ cos(nx) sin(n + 1)x> '

3) Soient n € Net x € R.

(Z ck cos(kx)) +1 (Z ck sin(kx)) = Z Cketkx = Z CK(ex)kn—k
k=0 k=0 k=0

k=0

S (14 e = (X2 4 o i/2mginx/2 _gn oon (%) (cos % +isin %) .

Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient alors

i CX cos(kx) = 2™ cos™ (;) cos (n?x) et ; CK sin(kx) = 2™ cos™ (;) sin (%) .

k=0
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n°19

{ cosa+cosb +cosc =0 & (cosa+cosb+cosc) +i(sina+sinb+sinc) =0& et + e fei¢ =0

sina+sinb +sinc =0

= ‘eia + eib| — | _ eiC| =1 AN ‘eia/zeib/Z(ei(a—b)/Z ¥+ e—i(a—b)/Z)‘ =1
& leos 220 =
cos ==
2 2
—b 2 2
<:>a G(E—l—nZ)U(—E—i—nZ)@afbe —7T+27TZ U f—n+27'[Z
2 3 3 3 3
2n
&S IdkeZ, dee{-1,1}/b = a—}—e? + 2k,
. . . . . . 2
Par suite, nécessairement, e'® = je'® ou e'® =j2el®. Réciproquement, si e'® =je!® ou encore b = a + ?ﬂ + 2k,

€1a+€1b+6w:0'(:}610:—(ela‘Felb):—(]+j)ela:)‘261a®3k/EZ/CZQ—§+2kIT[,

. T
2el® ou encore b = a — =— + 2k,

3

et siet? =j

et fett felt 0o el = (el +el?) = —(1+j2)et* =jel* @' € Z/c=a+ ?T[ + 2k'm.

2 2
Y:{(a,aJre?ﬂ +2k7t,a—e§+2k’7r), aeR, ee{—1,1), (k') €72

n° 20
5 7
cos? g + cos” %—[ + cos? ?T[ + cos” g = 2(cos” g + cos” %—[) = 2(cos” g + sin? g)
s T s T 1 T
-2 2t -2_2_2 2+ a2 -2 o an2
((cos 8+sm 8) cos” ¢ sin 8) 1 7 sin” 7
1 3
=21—--)==
1-7=3
n® 21
1)

cos(3x) = sin(2x) & cos(3x) = cos(72—t —2x)& (dk e Z/ 3x = g —2x+2km)ou (FTk € Z/ 3x = —72—t + 2x + 2k7)

2
eEkez/x=T 2 u @k ez x = - 1 2km)
0" 5 2
t 7 97 137 3w 177
y[o,m}—{————— }

2

2) cos(3x) = Re(e3>™) = Re((cosx + isinx)3) = cos x — 3 cosxsin? x = cos> x — 3 cosx(1 — cos? x) = 4 cos® x — 3 cos x.

Vx € R, cos(3x) =4 cos® x — 3 cosx.

Par suite,

cos(3x) = sin(2x) & 4 cos® x — 3 cosx = 2sinx cosx & cosx (4 cos® x —3 — 2sinx) = 0

& cosx(—4sin?x —2sinx +1) =0 & (cosx = 0) ou (4sin?x + 2sinx — 1 = 0).
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s 137
D’aprés 1), 'équation 4sin®x + 2sinx — 1 = 0 admet entre autre pour solutions — et — (car, dans chacun des deux

10 10
cas, cosx # 0), ou encore, I'équation 4X2 4+ 2X — 1 = 0 admet pour solutions les deux nombres distincts X; = sin % et
13
X2 =sin ]—(;T, qui sont donc les deux solutions de cette équation. Puisque X7 > 0 et que X2 < 0, on obtient
—1++5 —1-5
Xy = — et Xp = —
: . 1371 . 3n
Donc, (puisque sin To — sin ﬁ)’
LA VA B S I oV
0T T 4 B0 4
E't'?m— 7(37r_7(td
nsuite, sin o= = cos | 5 — 75 | =cos =, et donc

Puis

et de méme

sing :%\/10—2\/52(:05?—7;
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