Planche n° 3. Fonctions usuelles. Corrigé

n°1
1) Soit f une fonction dérivable sur R a valeurs dans R. Si f est paire, alors, pour tout réel x, f(—x) = f(x). En dérivant
cette égalité, on obtient

vx € R, —f'(—x) = f'(x),

et donc ' est impaire. De méme, si f est impaire, pour tout réel x, on a f(—x) = —f(x), et par dérivation on obtient pour
tout réel x, f'(—x) = f’(x). f’ est donc paire.

(f paire = f’ impaire) et (f impaire = f’ paire.)

2) Soient n € N* et f une fonction n fois dérivable sur R & valeurs dans R. Supposons f paire. Par suite, pour tout réel x,
f(—x) = f(x). Immédiatement par récurrence, on a
vx € R, £ (—x) = (—1)™f(x).

Ceci montre que (™) a la parité de n, c’est-a-dire que (™) est une fonction paire quand n est un entier pair et est une
fonction impaire quand n est un entier impair.

De méme, si f est impaire et n fois dérivable sur R, f(™) a la parité contraire de celle de n.
3) Soit f une fonction continue sur R et impaire et F une primitive de f. Montrons que F est paire.

Pour x réel, posons g(x) = F(x) — F(—x). g est dérivable sur R et pour tout réel x,

9'(x) =F'(x) + F'(—x) = f(x) + f(—x) = 0.

g est donc constante sur R et par suite, pour tout réel x, g(x) = g(0) = F(0) — F(0) = 0. Ainsi, g est la fonction nulle et
donc, pour tout réel x, F(x) = F(—x). On a montré que F est paire.

Par contre, si f est paire, F n’est pas nécessairement impaire. Par exemple, la fonction f : x +— 1 est paire, mais
F : x+— x+ 1 est une primitive de f qui n’est pas impaire.

4) On montre aisément en dérivant une ou plusieurs fois ’égalité : Vx € R, f(x + T) = f(x), que les dérivées successives
d’une fonction T-périodique sont T-périodiques. Par contre, il n’en est pas de méme des primitives. Par exemple, si pour
2 sin(2x)

1
tout réel x, f(x) = cos* x = E“ + cos(2x)), f est -périodique, mais la fonction F : x — % + 7]

, qui est une primitive

de f sur R, n’est pas 7-périodique ni méme périodique tout court.

n°2 Pour n € N*, posons u, = {/n puis, pour x réel strictement positif, f(x) = x!/* de sorte que pour tout naturel
non nul n, on a u,, = f(n).

f est définie sur ]0, +oo[ et pour x > 0, f(x) = e */*_ f est dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0,

1—Inx
Flx) = e
Pour x > 0, f'(x) est du signe de 1 —Inx et donc f’ est strictement positive sur ]0, e[ et strictement négative sur Je, +ool.
f est donc strictement croissante sur ]0, e] et strictement décroissante sur [e, +oco[. En particulier, pour n > 3,

Un = f(n) < f(3) =uz = V3.

Comme uy = v2 > 1 = uy, on a donc Max{u,, n € N*} = Max{v/2, v/3}. Enfin, v2 = 1,41... < 1,44.. = /3 (on peut
aussi constater que (v/2)® =8 < 9 = (v/3)°). Finalement,

Max { ¢/n, ne N*} = V3 =1,44... I
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n°3

1 1-1
1) Pour x > 0, posons f(x) = nTx f est définie et dérivable sur ]0,4ool et, pour x > 0, f/(x) = inx

strictement croissante sur ]0, e] et strictement décroissante sur [e, +oo[. Le graphe de f s’en déduit facilement :

. T est donc

el
1 2 %3 4

2) Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a < b. On a alors

1 Inb
b —b% o In(a®) =In(b*) & blna=alnb & HT“ - HT & f(a) = f(b).
Si a > 3, puisque f est strictement décroissante sur [e, +oo[, on a alors f(a) > f(b) et en particulier, f(a) # f(b). a n’est

donc pas solution.
a = 1 n’est évidemment pas solution. Par exemple, a® =b® = 1° =b' = b =1 = a ce qui est exclu.

Donc, nécessairement a = 2 et b est un entier supérieur ou égal a 3, et donc a e, vérifiant f(b) = f(2). Comme f
est strictement décroissante sur [e,+oo[, I’équation f(b) = f(2) a au plus une solution dans [e,+ool. Enfin, comme
2% =16 =42, on a montré que : il existe un et un seul couple (a,b) d’entiers naturels non nuls tel que a < b et a® = b?,
a savoir (2,4).

n° 4
1) Soit x € R,
x+ 1 X+ 1
— < < <
Inx+1—-In2x+1/<In2&1n 2X+]‘_1n2<:>‘zx+]‘_Zetx—i-];éo
x+1 x+1 x+1
—2< < — > —2< _
& 2_2x+1 2etx #£ 1(:}2 7 Z_Oetszr] 2<0etx#—-1
5x+3 —3x—1
> < _
<:>2 +1_Oet ™ ] Oet x # —1
1 1
& +oo et —00,~5 U f§,+oo et x # —1
1
. ] ]U[g,m[
2) Pour x >0
xﬁ:ﬁx(:)ﬁlnx:xln\/;((:)lnx(ﬁ—g):O
Shxx vVx2—vXx)=0&x=1oux=4.
7
7 1. [1t3 7 3
3) argch3=In(3++v32—-1)=In(3 + V8) et argth§ =5 In — | = Inv/8. Donc, argch 3 —argth§ =In (1 + %)
12
9
Par suite,
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2argshx = argch3 — argth; & x =sh (% In <1 + %))

1 3 1 3 1 3 1
<:>X:— 1—}——— fmnd = 2
2 ve 3] w8 03 2V8V3+2v2
V38 V8
3V2 1 _3V2(vV2-1)

& X =
MRVICERYVGIE )

4) Pourxe]O,-l—OO[\{]]ﬁ,]]—OJ}a

ln(l)(()) ) In(10) 43 In(10) 0

Iny (10) + 2In10x (10) + 3ln100x(10) =0 &

In In(10x) In(100x)
(Inx +1In(10))(Inx + 2In(10)) + 2Inx(Inx + 21n(10)) + 3Inx(Inx +In(10)) 0
Inx(Inx + In(10))(Inx + 2In(10)) N
& 6In?x +101In(10) x Inx + 21n?(10) = 0
—51In(10) + 1/131n%(10) —51n(10) — 4/131n*(10)
& Inx € )
6 6
&x e {10(757\/§)/6, 10(75+\/§)/6} )
1 1
Comme aucun de ces deux nombres n’est dans ¢ —, —,1,, ¥ = {10(*5*m)/6, 10(*5“/?)/6}.
100° 10
5) Soit x € R.
22x 73)(7% _ 3X+% 722x71 AN ZZX +22x71 _ 3X+% +3x7%
22712 41)=31(34+1) &3 x22 1 =4 x 32
223 233 & (2x—3)ln2 = (x %) In3
oy — 31n2—%1n3 o x— 3
YT mz—m3 V77
n°5 Pour x >0, (x¥)* = exn(x") = eX’ Inx of x(x*) = gx*Inx pyy suite,
vx > 0, (T—z = exp(Inx(x? — x¥)).
x(x*)
Or, x2—x* = —x*(1—x?7%) = —exInx(1—e(27¥)InX) "Quand x tend vers +o0, (2—x) In x tend vers —oco. Donc, 1—e(2—x)Inx
X)X
tend vers 1 puis x? — x* tend vers —oo. Mais alors, In x(x? — x*) tend vers —oo, puis oy = exp(lnx(x? —x*)) tend vers
X X
0.
lim (x =0.

x— 4oo x(x*)

n® 6 On notera %; le graphe de f;.

1
1) fy est définie et continue sur R, dérivable sur R\ {—2, Z} On précise dans un tableau l’expression de f1(x) suivant

les valeurs de x.

X —00 -2 1/2 400
12x — 1] —2x+1 —2x+1 2x — 1
[x + 2| —x—2 x+2 x+2
f1(x) 4 —2x 6x —4
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On en déduit €.

= — — Nj=

2) Soit x € R. chx > 1 et donc f;(x) existe et f2(x) > 0. f2 est donc définie sur R. De plus, f; est continue et dérivable
sur R, paire.

Puisque la fonction x — chx est strictement croissante sur R™ & valeurs dans ]0, +oo[ et que la fonction x +— Inx est
strictement croissante sur |0, +ool, ; est strictement croissante sur R™ et, par parité, strictement décroissante sur R™.

f, est paire et donc f} est impaire. Par suite, f5(0) = 0 et C, admet I’axe des abscisses pour tangente en (0, f2(0)) = (0,0).

Etude en +o00. Pour x > 0,

f2(x) =1In G(ex +e X)) =In(e* + e"> —In2=In(eX(1+e2¥)—In2=x—In2 +In(1 4+ e %¥).

Quand x tend vers 400, e 2% tend vers 0 et donc, In(1+ e~ 2¥) tend vers 0. On en déduit que lirf fa(x) = +o0. De plus,
X— 400
liI_P (f2(x)—(x—1n2)) =0 et la droite (D) d’équation y = x —In 2 est asymptote & 6> en +oo. Par symétrie par rapport
X— 400

a la droite (Oy), la droite (D’) d’équation y = —x — In 2 est asymptote a C; en —oco. Enfin, pour tout réel x,

f2(x)— (x—In2) =In(1+e2*)>In1 =0,
et ¢ est strictement au-dessus de (D) sur R. De méme, %> est strictement au-dessus de (D’) sur R.

On en déduit 6.
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3) f3 est définie et continue sur R, dérivable sur R\ {—1,1}.

Etude en —o0. Soit x < —1.

fal) = x - VAZ 1 = (x+ VX2 —=T)(x—vx2—1) 1
B B X*\/Xz 1 Cox—VX2 -1

Or, quand x tend vers —co, x — v/x2 — 1 tend vers —oo et donc lim f3(x) =0.

X— —00

Etude en +oo. Immédiatement, lim f3(x) = +oco. Ensuite, pour x > 1,

X— +00
fi(x) x+vVx2—1 1
X X X

qui tend vers 2 quand x tend vers +o0o. Mais alors,

(—x+ V2 =T)(x-VX2=1) 1
—x —V/x2 —1 XA T

On en déduit que lim (f3(x) —2x) =0 et donc que la droite (D) d’équation y = 2x est asymptote a €3 en +oo.

X— +o00

Etude en 1. Pour x > 1,

f3(x)—2x=—x+Vx2—-1=

fa(x)—"~f3(1) (x—=1)4++/(x—=1)(x+1) x+1
= =1+ ,
x—1 x—1 x—1
et pour x €] — 1, 1],
fa(x) —f3(1)  (x—=1)+ (fx+1)(x+1)7]7 x+1
x—1 n —(—x+1) B —x+1°
f —f3(1 f —f3(1
Par suite, lim M =+oco0 et lim M = —00. On en déduit que f3 n’est pas dérivable en 1,
x—1, x>1 x—1 x—1, x<1 x—1
mais que 63 admet deux demi-tangentes paralléles & (Oy) au point de %3 d’abscisse 1. Les résultats sont analogues en —1.
Etude des variations de f3. Pour x €] — co, —1[U]1, +o0[, f3(x) = x + vVxZ — 1 et donc
, X X+ Vx% —
f3(x) = :

\/— ‘\/—
Six>1,onax+vx?—1>0etdonc, fi(x) >0.Six<—1,ona

VX2 —1<Vx2 = x| =—

et donc, x +vx2 — 1 < 0 puis f}(x) < 0. Ainsi, f3 est strictement décroissante sur | — oo, —1[ et strictement croissante sur
11, +o0l.

Pour x €] —1,1[, f3(x) =x + v—x2 + 1 et donc
B x VX241 —x
V2 H1 V21

Six €] —1,0], on a clairement f5(x) > 0. Si x€ [0, 1[, par stricte croissance de la fonction x — x

f3(x) =

2 sur R*, on a

sgn(f5(x)) = sgn(v/—x2 + 1 —x) = sgn((—x? + 1) —x?) =sgn(1 — 2x?) =sgn((1 —xv2)(1 +xV2)) = sgn[%

—x).

—, 1| et sannule en
vl

1
1| et strictement positive sur ] 1, [ et sur ]1, +ool.

Donc, fé est strictement positive sur [O, [, strictement négative sur ]

V2

1
En résumé, fé est strictement négative sur | — oo, —1[ et sur \/Z
—, 1 [ et strictement décroissante sur
V2

f3 est donc strictement croissante sur | — 0o, —1] et sur { -1, —] et sur [1,+ool.

On en déduit 63.
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4) f4 est définie sur R\ (g + HZ), 2m-périodique et paire. On étudie donc f4 sur [0, g [ U } g,ﬂf}.
T

Etude des variations de f;. Pour x € [O, 5

[, f4(x) = tanx + cosx et donc,

falx) =

> —sinx>1—1=0,
cos? x

2

7
avec égalité si et seulement si sinx = cos“x = 1 ce qui est impossible. Donc, f} est strictement positive sur [O, z[ et fq

i
est, strictement croissante sur [O, 3 [

7T . L. us .
Pour x € ] 7 7'[} , T4(x) = —tanx+ cosx et f4 est strictement décroissante sur } 7 7'[} en tant que somme de deux fonctions
strictement décroissantes sur } 7 7'[]
On a immédiatement lim f4(x) = lim f4(x) = +oc0.
x— 5 x— 5
x<Z x>Z

On en déduit %4.

1 1
5) Soit x > 0. x n’est pas nul donc — existe puis 1+ — > 0 et fg(x) existe.
X X

1 1
Etude en 0. Pour x > 0, xIn(1 + ;) = —xInx + xIn(1 + x). Par suite, xIn(1 + ;) tend vers 0 quand x tend vers O par

1
valeurs supérieures et donc f5(x) = exp(xIn(1 + ;)) tend vers 1.
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Posons encore f5(0) = 1 et étudions la dérivabilité de fs en 0. Pour x > 0,

exp (xln(] +l)> —1
fs(x)—f5(0) _ 1 (exp(xln(1+l))—1> — x In (1+l>.
X X X

x—0 xIn (1 + l>
X
1
Or, xIn (1 + ;) tend vers 0 quand x tend vers 0, et donc

1
. exp(xIn (14—;))1 v
lim

);38 x 1n <1 —l—l) voo
X

1
D’autre part, In (1 + —) tend vers +00 quand x tend vers O par valeurs supérieures. Finalement,
X

fi B0 =10 _
x—0 x—0
x>0

Ainsi, f5 n’est pas dérivable en 0 mais 45 admet I’axe des ordonnées pour tangente en (0, f5(0)) = (0, 1).

1 In(1+1 1 In(1
Etude en +oo. Pour x > 0, xIn (1 + ;) = LJFX) et donc lim xIn <1 + —) = lim M = 1. Par suite,

1 x—+ 0
X 00 X y— Yy

lim fs(x)=ce.
X— 400

1
Etude des variations de f5. Pour x > 0, f5(x) > 0 puis In(f5(x)) = xIn(1 + ;) Par suite, pour x > 0,

/ / 1 X(*lz)
f5(x) = f5(x) In(f5)"(x) = f5(x) { In (1 +;> + 1+X1 = f5(x)g(x),

x
1 1

ou ¢g(x)=1n <1 + ;) T Sur 10, 400, 4 est du signe de g.

Pour déterminer le signe de g, étudions d’abord les variations de g sur ]0, +ool. g est dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0,

-2 1 1 1 —1

o= 14! TRFTE T XA A X1
X

< 0.

g est donc strictement décroissante sur ]0, +ool, et puisque 115[_1 g(x) = 0, g est strictement positive sur ]0,+ool. Il en
X— +00

est de méme de fZ. f5 est strictement croissante sur ]0, +o0(.

On en déduit 5.

1 2 3 4 5 6 7

6) Domaine de définition de fg. Soit x € R.

n(x% —5x + 6)

1
fe(x) existe<:>x275x+6>()et1flog%(x275x+6) >0& x> —5x+6>0et <1

ln%
1 1
& x?—5x+6 > 0et 1n(x2—5x+6)>lnz(:)x2—5x+6>§

57\/§M5+\/§,Jr

> 5 oo[= Y.

11
<:>x2—5x+7>0<:>xe]foo,
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5
Variations de fg. La fonction x — xZ — 5x + 6 est strictement décroissante sur }—oo, ﬂ et strictement croissante

5 3 5 5—+v3 5
sur z,—i—oo . Comme +2\/— > 7 et que 2\/— < 3 la fonction x — x?> — 5x + 6 est strictement décroissante
—V3 . : +V3 X : :
sur | —oo, > et strictement croissante sur 5 ,F+0o|, a valeurs dans ]0, +ool, intervalle sur lequel la fonction

In(x? — 5% + 6)

o a le méme sens de variations et
n

+V3
2

logarithme néperien est strictement croissante. La fonction x — 1 +

5—43
2

, +00

finalement fg est strictement décroissante sur 1 —00, ] et strictement croissante sur [

5 5 2 5
Axe de symétrie Soit x e R. x € ¢ & 5 —x € s et de plus, (Z —x) -5 (Z —x) + 6 = x? — 5x + 6. Par suite,

Vx € @fs, fe (g —X) = fg(X).

5
%6 admet donc la droite d’équation x = 5 pour axe de symétrie.

Le calcul des limites étant immédiat, on en déduit 5.

\\ | |

JL | |

| |

| |

1 + | |

| |

| |
1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 I 1 1 1
I T T T T T T T | T T | T T T
-7 6 -5 4 -3 -2 1 12 3104 5 6

-1+ [ [

| |

| |

| |

-2 T | [

| |

_3 4
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