Planche n° 4. Logique. Ensembles. Applications.

Récurrences

* trés facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** trés difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

n® 1 (**IT) Exprimer a 'aide de quantificateurs les phrases suivantes puis donner leur négation.

1) (f étant une application du plan dans lui-méme)

a) f est I'identité du plan.

b) f a au moins un point invariant (on dit aussi point fixe).
2) (f étant une application de R dans R)

a) f est lapplication nulle.

b) L’équation f(x) =0 a une solution.

c) I’ équation f(x) = 0 a exactement une solution.
3) ((un)nen étant une suite réelle)

a) La suite (un)nen est bornée.

b) La suite (un)nen est croissante.

c¢) La suite (un)nen est monotone.

n° 2 (*IT) Donner la négation des phrases suivantes
1) x>3
2) 0<x<2.

n°® 3 (**IT) Les phrases suivantes sont-elles équivalentes ?
1) « VxR, (f(x) =0et g(x) =0)» et « (Vx €R, f(x) =0) et (Vx €R, g(x)=0)»
2) « W eR, (f(x) =0oug(x) =0)» et « (Vx €R, f(x) =0) ou (Vx € R, g(x) =0) »
Donner un exemple de fonctions f et g de R dans R, toutes deux non nulles et dont le produit est nul.
n°® 4 (**IT) Dans chacun des cas suivants, déterminer f(I) puis vérifier que f réalise une bijection de I sur J = f(I) puis
préciser £~ :

1) f(x) )=x% —4x+3,1=]— 00,2

2x — 1
2) f(x) = <12 , =] -2, +o0l.
3) f(x) =v2x+3— 1I=[—§,+oo{.
4) f(x):]+x‘,I:R.

z4+1

n°5 (**IT) Pour z # i, on pose f(z) =
P ={z € C/ Re(z) < 0}. Préciser f~'.

. Montrer que f réalise une bijection de D = {z € C/ |z| < 1} sur

n

1 nmn+3
n° 6 (**T) Montrer par récurrence que, pour tout n € N*, Z ” = n+3)

(k+1)(k+2) 4m+1)n+2)

Trouver une démons-

tration directe.

n°’7 (***I)
n

1) Montrer par récurrence que, pour tout naturel non nul n, Z k=
k=1

1
%. En calculant la différence (k+1)% —k2,

trouver une démonstration directe de ce résultat.

n n n
2) Calculer de méme les sommes Z K2, Z K3 et Z k* (et mémoriser les résultats).

k=1 k=1 k=1
n

3) On pose S, = Z kP. Déterminer une relation de récurrence permettant de calculer les S, de proche en proche.
k=1

n° 8 (*IT) Montrer que : (g o f injective = f injective) et (g o f surjective = g surjective).
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n°9 (**T) Parmi fogoh, gohof et hofog deux sont injectives et une est surjective. Montrer que f, g et h sont
bijectives.
n°® 10 (**T) A et B sont des parties d’un ensemble E. Montrer que :

1) (AAB=ANB) & (A=B=09).

2) (AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).

3) AAB = BAA.

4) (AAB)AC = AA(BAC).

5) AAB =0 & A = B.

6) AAC = BAC & A = B.

n® 11 (***IT) Soient (Ai)icr une famille de parties d’un ensemble E indéxée par un ensemble I et (Bji)ic; une famille
de parties d’un ensemble F indéxée par un ensemble I. Soit f une application de E vers F. Comparer du point de vue de
I'inclusion les parties suivantes :

1) f(Uier At) et Uier f(Ai) (recommencer par f(A UB) si on n’a pas les idées claires).
2) f(Nier A et Nigp fl

3) f(E\A ) et F\f(A )
4) 7 1(N;er Bi) et N 71
5) f* (Uier Bi) et Uie £
6) f1(F\ By et E\f ](Bl)

n® 12 (***IT) Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes (f est une application d’un ensemble E dans lui-

N

méme) :

1) f est injective.

2) VX € P(E), 1 (f(X)) = X.

3) V(X,Y) € P(E)?, f(XNY)=1(X)Nf(Y).

4) Y(X,Y) € P(E)2, XNY =0 = f(X)Nf(Y)=2.
5) V(X,Y) € P(E)?, Y C X = f(X\Y)=f(X)\f(Y).

n® 13 (*****) Pour n > 1, on pose H,, = Z " Montrer que, pour 1 > 2, Hy, n’est jamais un entier (indication : montrer

k=1
par récurrence que H,, est le quotient d’un entier impair par un entier pair en distingant les cas ol n est pair et n est

impair).
n® 14 (***I) Théoréme de CANTOR :

1) Montrer qu’il existe une injection de E dans Z(E).
2) En considérant la partie A ={x € E/ x ¢ f(x)}, montrer qu’il n’existe pas de bijection f de E sur P(E).

n°® 15 (**%*) (Une bijection entre N? et N)
Soit f: N2 — N . Montrer que f est une bijection. Préciser, pour n € N donné, le couple
(x+y)x+y+1)

(xy) = y+ 5

(x,y) dont il est I'image.
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