Planche n° 4. Logique. Ensembles. Applications.
Récurrence. Corrigé

n°1

1)a) (f=lde &VM e L, f{M)=M) et (f#£1de & IM € 22/ (M) £M).

b) (f a au moins un point fixe & IM € £/ f(M) = M) et (f n’a pas de point fixe & VM € &, f(M) £ M).

Constatez que les phrases f(M) = M ou f(M) # M n’ont aucun sens si elles ne sont pas accompagnées de quantificateurs.
2)a) (f=0&5VWeR, f(x)=0)et (f£0& Ix e R/ f(x) £0).

b) (L’équation f(x) = 0 a (au moins) une solution si et seulement si Ix € R/ f(x) = 0) et (’équation f(x) = 0 n’a pas de
solution si et seulement si Vx € R/ f(x) # 0).

¢) (L’équation f(x) = 0 a exactement une solution si et seulement si Ilx € R/ f(x) = 0) et ('’équation f(x) = 0 n’a pas
exactement une solution si et seulement si Vx € R/ f(x) # 0 ou 3(x,x’) € R?/ (x # x’ et f(x) = f(x') =0).

3) a) un nen bornée & IM € R/ Vn € N| Jun| < M) et ((un)nen non bornée & VM € R/ In € N, [u,| > M).

b) ((un)nen croissante & Vn € N/ Uni1 > Un) et ((Un)nen non croissante & In € N/ un1 < uy).

¢) ((Un)neny monotone & (Vn € N/ uni1 > upn) ou (Vn € N/ uni1 < up)) et ((Un)neny non monotone & ((In €
N/ Unt1 <un)et (3n € N/ uniq > un)).

n° 2 Le contraire de x > 3 est x < 3. Le contraire de 0 < x < 2 est ((x < 0) oux > 2).

n° 3
1) Oui. Dans les deux cas, chaque fois que 'on se donne un réel xo, f(xo) et g(xo) sont tous deux nuls.
2) Non. La deuxiéme affirmation implique la premiére mais la premiére n’implique pas la deuxiéme. La premiére phrase

est la traduction avec des quantificateurs de 1’égalité fg = 0. La deuxiéme phrase est la traduction avec quantificateurs de
(f=00ug=0).

Voici un exemple de fonctions f et g toutes deux non nulles dont le produit est nul.

Soient f : R — R et g: R — R . Pour chaque valeur de x, on a soit f(x) = 0 (quand

Y O0six <0 5 Osix >0

xsix >0 xsix <0

x < 0), soit g(x) =0 (quand x > 0). On a donc : ¥x € R, (f(x) =0 ou g(x) = 0) ou encore Vx € R, f(x)g(x) = 0 ou enfin,
fg = 0. Cependant, f(1) =1 #0 et donc f # 0, et g(—1) = —1 #£ 0 et donc g # 0. Ainsi, on n’a pas (f =0 ou g =0) ou
encore, on n’a pas ((Vx € R, f(x) =0) ou (Vx € R, g(x) =0)).
n°4
1) f est dérivable sur I =] — 00, 2], et pour x €] — o0, 2, f'(x) = 2x —4 < 0. f est donc continue et strictement décroissante
sur ] — oo, 2.
Par suite, f réalise une bijection de ] — oo, 2] sur f(] — 00,2]) = [f(Z),hg} f[= [-1,4+oo[=]J. On note g l'application de I

dans J qui, & x associe x> —4x + 3(= f(x)). g est bijective et admet donc une réciproque. Déterminons g~ '.

Soit y € [—1,4oo[ et x €] — 00, 2].
y=gx) 8y=x>—x+3&x*—4x+3—-y=0.
Or, A'=4—(3—y)=y+120. Donc, x =2+ T oux=2—yFT.Enfin, x €] —c0,2] et donc, x =2~y T 1.

En résumé,

Vx €] —00,2], Vy € [-1,4+o0[, y=g(x) &x=2—+/y+1

On vient de trouver g~ ' :

Vx € [-1,400f, g7 (x) =2 —Vx + 1.

2) On vérifie facilement que f réalise une bijection de | — 2, 4+-o00[ sur | — 0o, 2[, notée g.
Soient alors x €] — 2, +oo[ et y €] — o0, 2.
2x —1 2y+1

—y+2)=2y+1&x= .
77 OX VD=t ex=— s

y=9gx)&y=
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y+1
_y + 2 ’
est bien définie et élément de ] — 2, +o0o[ car on sait & ’avance que y admet au moins un antécédent dans | — 2, +oo[, et
c’est donc nécessairement le bon). En résumé,

(on a ainsi trouvé au plus une valeur pour x a savoir x = mais il n’est pas nécessaire de vérifier que cette expression

2 1
Vx €] — 2,400, Yy €] —00,2[, y=g(x) & x= Y+ )
-y +2
On vient de trouver g~ ' :
2x +1
v —00,2[, g7 (x) =
x€l—00,2l, g7 (x) = S
. . . 3
3) f est continue et strictement croissante sur |—=, 400 |.
2
f est donc bijective de [;,—i—oo{ sur f <[;+oo D = [f (%) ,llmf[ = [-1,+o0o[. Notons encore f I’application de
[;,—i—oo{ dans [—1, +oo[ qui & x associe v/2x + 3 — 1. Soient alors x € [f;—i—oo[ ety € [-1,+ool.
1 2
fx)=u&e vV2x+3-1=y <:>x:z(f3+(y+1)2) <:>x:y7+yf1.
o 3 y? . O
En résumé, Vx € fz,+oo , Yy € [-1,400[, y=9g(x) & x = 5 +y — 1. On vient de trouver g~ ' :
X2
Vx € [-1, 400, g7 (x) = 5 +x—1.

4) f est définie sur R, impaire.

Pour x € 0, +00l, 0 < f(x) = —— <~ X _ 1 Donc, ([0, -+oo]) € [0,1].
T4+x  14x%

Par parité, f(] — 00,0]) c] —1,0] et méme f(] — 0o, 0[) C] — 1,0[ car I'image par f d’un réel strictement négatif est un réel
strictement négatif.
Finalement, f(R) c] —1,1[.

Vérifions alors que f réalise une bijection de R sur ] —1,1[.
Soit y € [0, 1] et x € R. L’égalité f(x) =y impose a x d’étre dans [0, +oo[. Mais alors

X Y
f = _— = = —
M =y& 5 =vex T
Le réel x obtenu est bien défini, car y # 1, et positif, car y € [0, 1[. On a montré que :
Yy e 0,1], Ix € R/ y = f(x) (& savoir x = %).
Soit y €] — 1,0[ et x € R. L’égalité f(x) =y impose & x d’étre dans | — oo, 0. Mais alors

gy -y
fx)=y & —=yex Ty

Le réel x obtenu est bien défini, car y # —1, et strictement négatif, car y €] — 1,0[. On a montré que :

Y

Yy €] —1,0[, 3lx € R/ y = f(x) (& savoir x = ——).
T+y
Finalement,
Yy el—1,1[, Ix e R/ y = f(x),
ce qui montre que f réalise une bijection de R sur | — 1, 1[. De plus, pour y €] — 1,1[ donné, f~'(y) = 3 Y ” siy>0et
f(y) = Y g y < 0. Dans tous les cas, on a f~'(y) = v
T+y 1=yl
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En notant encore f application de R dans ] — 1, 1[ qui & x associe , on a donc

1+ x|

vx el = 1,1 F(x) = ——.
1 — x|

n°5
1) Montrons que la restriction de f & D, notée g, est bien une application de D dans P.
Soit z € D. On a |z| < 1 et en particulier z # i. Donc, f(z) existe. De plus,

1 — 1 (z4+i1 z-—i 1 22z-2 1z|2 — 1
e(f(z)) 2( (2) +1(z)) 2 (zi Z—l—i) 2(z—1)(z—=1) |z—il? <
Donc, f(z) est élément de P. g est donc une application de D dans P.
2) Montrons que g est injective.
Soit (z,2') € D2.
. P
g(z) =g(z') = 2tz +T =iz —iz=iz—iz/ =22z —2)=0=z=2".

z—1 z/'—1

3) Montrons que g est surjective.
Soient z€ D et Z € P.

z+1 i(z+1)
9lz) =26 i —Z e =2 (e Z £,
. . . . YZ+1) : s o
ce qui montre que Z admet au plus un antécédent dans D, a savoir z = mais on le sait déja car g est injective).
( t Z admet | técédent dans D - ( 1 td t tive)
. YZ4+1) .
Il reste cependant a vérifier que -1 est effectivement dans D).
Réciproquement, puisque Re(Z) < 0,
i(z+1) 7\Z—|—H<]
Z—-1 1| [Z-1]

(Z étant strictement plus proche de —1 que de 1) et z € D. Finalement g est une bijection de D sur P, et :

VzeP g '(z) = 1(Z+”.
z—1
1 n(n+3)

n
° s > = .
n® 6 Montrons par récurrence que vn > 1, 1; Kk Nk+2)  dm+mn+2)

1
1 1 1x (1
=_ = x(1+3) et la formule proposée est vraie pour n = 1.

oPourn:L];m 6 4x(1+1)(1+2)

n+1

. n 1 n(n+3) 1 (m+1)(n+4)
tn=1. ' = t mont _ .
Soit n > SuPPOSOnSQue];k(k+])(k+2) 4(n+1)(n+2)e monronsque];k(kJr”(kJrz) TR
Zkk+Nk+2)  Skk+1)k+2)  (n+Nn+2)(n+3)
n(n+3) 1
= hypothése de 1é
I+ NmT2) | T nt 2§ 3) P hypothese de récurrence)
nn+3)*+4 n® +6n? 4+ 9n +4

dn+1)n+2)n+3) 4n+1)n+2)(n+3)
m+1)n?+5n+4)  (n+1)(n+4)

)
An+1)n+2)n+3) 4n+2)(n+3)
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On a montré par récurrence que :

1 n(n+3)

ikt T)(k+2)

Démonstration directe. Pour k > 1

im+Nn+2)

1 1 (k+2)—k l( 1 _ 1 )
k(k+1)(k+2) 2k(k+D(k+2) 2\k(k+1) (k+01)(k+2)/)’
et donc,
SN O T N N ST S
k:1kk+1)(k+2) Zk:1kk+1 = (k+T1)(k+2) Zk:1k(k+1) k:zk(k—H)
1 <1 > n? +3n B n(n+3)
(m+1)( n+2) A+ T M +2) 4n+1)(n+2)
n°7

n
1
1) Montrons par récurrence que : Yn > 1, Z k= %
1
1x(141)
our n 5 ]; 2

o nmn+1)
itn>1. ~ Y k=——11—
Soit n > 1. Supposons que 2 5

et montrons que Z k=

n+1

m+1)(m+2)

2
k=1
n+1 n
Z Z n+1) = y (n 4+ 1) (par hypothése de récurrence)
1 2
- (n+1)(z 41y = ntDn+2)

On a montré par récurrence que :

On peut donner plusieurs démonstrations directes

lére demonstration. Pour k > 1, (k+ 1)

n
(n+1)c—1 zzzk+nouencoreZZk=n2+nouen

k=1 k=1
2éme demonstration. On écrit
1T + 2 + 3
n + n-1 4+ (M—-2)

et en additionnant (verticalement), on obtient 2S = (

=(n
méme démonstration s’écrit avec le symbole sigma

25=Y k+Y m+1-K =) (k+tn+1-k
k=1 k=1 k=1

D’ou le résultat

n
—k? =2k+1etdonc ) ((k+1)?

k=1
Zn - nn+1)

+ + m—=1) + n
+ + 2 4+ 1
+1)4+Mn+1)+...+(n+1)

—Z(nJrU

k=1

n n
—%?) :2Zk+z1 ce qui s’écrit
k=1 k=1

=n(n+1) d’ou le résultat. La

=n(n+1).

3éme demonstration. On compte le nombre de points d’un rectangle ayant n points de large et n 4+ 1 points de

long. Il y en a n(n+1). Ce rectangle se décompose en deux triangles isocéles contenant chacun 1+ 2+ ...+ n points
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% *
* * *
* % %
* *

4éme démonstration. Dans le triangle de PASCAL, on sait que pour n et p entiers naturels donnés,

+1 +1
Ch+Ch™ =Crly.
Donc, pour n > 2 (le résultat est clair pour n = 1),

n

s 1
1424 +n=1+) Cl=1+ Z 2 - —1+(Cn+]—1):M.
k=2 k=2

2) Pour k > 1, (k +1)3 — k3 = 3k? + 3k + 1. Donc, pour n > 1 :
3Zkz+3Zk+Z1 _Z (k+1)P=K)=mn+1)7>-1.
k=1
D’ou

2m+13=3nn+1)—2n+1)) = ]E(n—l—])(an—l—n),

G\I-—*

b 3 nn+1)

et donc

Pour k> 1, (k+1)* —k* =4k3 + 6k? + 4k + 1. Donc, pour n > 1, on a

n

4Zk3+6Zk2+4Zk+Z1 =Y ((k+ D' =K =m+1)*—1.
k=1

D’ou :

(n+1*=T—nn+1)2n+1)—2n(n+1)—n) :%((n+1)4—(n+1)(n(2n+1)+2n+1)

4>|-—A

i

m+12((n+12—(2n+1) ni(n+1)?
4 - 4

vn>1, Zk3 “7“ (Zk)

(M+D*—m+1)22n+1)) =

4>|-—A

Pour k > 1, (k + 1) — k> = 5k* + 10k3 + 10k? + 5k + 1. Donc, pour n > 1,

SZk4+1OZk3+1OZk2+SZk+Z1_Z (k+1)P°=K)=(mn+1)°-1.
k=1

D’ou :
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n+1)5—1—gnz(n—l—])z—gn(n—i—])(Zn—i-])fgn(n—l—])—n)

>w-

31 |

= l(6(n+1)5—15n2(n+1)2—10n(n+1)(zn+1)—15n(n+1)—6(n+1))

30
3 2 _
](“+1)(6n4+9n3+n2_n):“(“+1)(6n +9m2+n—1)
30 %
Finalement,
. =, nmn+)
vneN,];k_f
- nmn+1)2n+1)
VTLEN*’ Zkzz
k=1 6 ,
s 2 2 n
* 3_nfm41)°
VneN,Zk L Zk
k=1 k=1
3 n(n+1)(6n’ +9n? tn-1)
Y N* Kt =
ne 2 .

3) Soit p un entier naturel. Pour k > 1,

o)
1 1 j j
(ke PF Pt =3 ¢ K.

Donc, pourn > 1 :

n

n n P
Zcp-H Z :Z(ZCLijj ((k+1)p+1 kpﬂ):(n—l—])p“ 1

=1

~
Il
Il
=Y
~

D’ou la formule de récurrence :

¥p €N, VneN*Zcp+1 =(n+1)PH -1,

j=0

n° 8
1) Soit (x71,x2) € E2.

f(x1) = f(x2) = g(f(x1)) = g(f(x2)) (car g est une application)
= x1 = x2 (car g o f est injective).

On a montré que V(x71,x2) € B2, f(x1) = f(x2) = x1 = x2, et donc f est injective.

2) Soit y € H. Puisque g o f est surjective, il existe un élément x dans E tel que g(f(x)) =y. En posant z = f(x) € G, on
a trouvé z dans G tel que ¢g(z) =y. On a montré : Vy € H, 3z € G/ g(z) =y, et donc g est surjective.

n® 9 On peut supposer sans perte de généralité que fogoh et gohof sont injectives et que hofo g est surjective. D’aprés
le n° 8, puisque fogoh = (f o g) o h est injective, h est injective et puisque hofog = ho (f o g) est surjective, h est
surjective. Déja h est bijective. Mais alors, h™! est surjective et donc fog=h""o (hofog) est surjective en tant que
composée de surjections. Puis h™! est injective et donc fog= (fogoh)oh™! est injective. f o g est donc bijective. fo g
est surjective donc f est surjective. g o ho f est injective donc f est injective. Donc f est bijective. Enfin g =~ o (f o g)
est bijective en tant que composée de bijections.

n°10
1) SiA=B =g alors AAB=2 =ANB.
Si AAB = A N B, supposons par exemple A # &.
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Soit x € A. Six € B, x € ANB = AAB ce qui est absurde et si x ¢ B, x € AAB = AN B ce qui est absurde. Donc
A =B = &. Finalement, AAB=ANB &S A=B=0g.

2) Par distributivité de N sur U,

(ANB)UANC)U(BNB)U(BNC))N(CUA)
(ANC)UB)N(CUA) (carBNB=Bet ANBCBetBNC CB)

(AUB)N(BUC)N(CUA) =(

=
(ANCNCU(ANC)NA)U(BNC)U(BNA)
(
(

ANCIJUANCIU(BNC)U(BNA)
ANBJUBNC)U(CNA)

3) AAB=(A\B)U(B\A)=(B\A)U(A\B)=BAA.
4)

x € (AAB)AC & x est dans AAB ou dans C mais pas dans les deux
S((xeAetxg€BetxZ€ Clou(xeBetxg Aetx & C)ou(x € Cet x ¢ AAB)
& x est dans une et une seule des trois parties ou dans les trois.
Par symétrie des roles de A, B et C, AA(BAC) est également ’ensemble des éléments qui sont dans une et une seule des

trois parties A, B ou C ou dans les trois. Donc (AAB)AC = AA(BAC). Ces deux ensembles peuvent donc se noter une
bonne fois pour toutes AABAC.

5) A=B=A\B=0etB\A=0=AAB=0.
A#ZB=3IxcE/((xcAetxgBlou(x¢gAetxeB))=IxcE/xe(A\B)U(B\A)=AAB = AAB # &.

6)
& Immédiat.
= Soit x un élément de A.

Six ¢ C alors x € AAC = BAC et donc x € B car x ¢ C.

Six € C alors x ¢ AAC = BAC. Puis x ¢ BAC et x € C et donc x € B. Dans tous les cas, x est dans B. Tout élément

de A est dans B et donc A C B. En échangeant les roles de A et B, on a aussi B C A et finalement A = B.
n®11
1) Soit x € E.

xef(UAi> &Sdye UAi/xzf(yH:)HieI, dy € A/ x =f(y)
iel i€l
&I el/xef(A) &xe (A
iel
Donc
f (U Ai> = [Jf(Aw.
iel i€l
2) Soit x € E.
xef(ﬂ/\i> SJye ﬂAi/XZf(yH:)Hy cE/Viel,yeAietx="~(y)
iel i€l
=>Viel/dJye A/ x="fly) & Viel/xef(Ai)
&x e[ )fA)
iel

Donc
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L’inclusion contraire n’est pas toujours vraie. Par exemple, pour x réel on pose f(x) = x? puis A = {—1} et B = {1}
ANB =g et donc f(ANB) =@ puis f(A) =f(B) = {1} et donc f(A)Nf(B) ={1}.

R et A=[-1,2].

3) Il n’y a aucune inclusion vraie entre f(E \ A) et F\ f(A). Par exemple, soit f : R —
2
X

f(A) = [0,4] et donc Cgr(f(A)) =] — 00, 0[U]4, +oo[ mais f(CrA) = f(] — 0o, —1[U]2, +o0[) =]1, +00o[ et aucune inclusion

entre les deux parties n’est vraie.

4) Soit x € E.

xef! <ﬂBi> Sfx)e[|BieWel fx)eBieviel, xef '(B) &xe()f ' (Bi).

iel iel iel
Donc,
! (ﬂ Bi) = ﬂ f1(By).
i€l i€l
5) Soit x € E.
xef ([ JB)eflx)e|JBieTel f(x)eBieTiel, xef '(By) &xe | Jf ' (By)
iel iel i€l
Donc,
! (U Bi) = U f1(By).
i€l i€l
6) Soit x € E.
x e f 1 (F\Bi) & f(x) e FA\Bi & f(x) ¢ Bi & x ¢ '(Bi) &xeE\f(Bi).
Donc,
1 (F\By) =E\ f'(By).
n° 12

1) = 2) Soit X € #(E). On a toujours X C f~1(f(X)). (En effet, pou x € E, x € X = f(x) € f(X) = x € {1 (f(X))).
Réciproquement, soit x € E.

x € f1(f(X) = f(x) € f(X) = Ix' € X/ f(x) =f(x') = Ix" € X/ x = x’ (puisque f est injective)
=>xeX

Finalement, f~'(f(X)) C X et donc f~' (f(X)) = X.

2) = 1) Soit x € X. Par hypothése, f~1{f(x)} = f~T(f({x})) = {x} ce qui signifie que f(x) a un et un seul antécédent a
savoir x. Par suite, tout élément de ’ensemble d’arrivée a au plus un antécédent par f et f est injective.

1) = 3) Soit (X,Y) € (Z(E))%. On a toujours f(XNY) C f(X)Nf(Y) (XNY C X = f(XNY) C f(X) et de méme,
f(XNY) C f(Y) et finalement, f(XNY) C f(X) N{(Y)).
Réciproquement, soit y € F. y € f(X)Nf(Y) = I(x,x’') € XxY/ y
x =x" € XNY puis y = f(x) € f(XNY). Finalement, f(XNY) =

f f(
3) = 4) Soit (X,Y) € (Z(E))>. XNY =02 = f(X)Nf(Y)=f(XNY)=f(2) =2.
4) = 5) Soit (X,Y) € (Z(E))? tel que Y C X.
Puisque X\Y C X, on a f(X\Y) C f(X). Mais, puisque YN(X\Y) = &, par hypotheése f(X\Y)Nf(Y) = &. Finalement,f(X\Y) C
fX)\F(Y).
Inversement, si f(X) \ f(Y) = &, l'inclusion contraire est immédiate et si f(X) \ f(Y) # &, un élémént de f(X) \ f(Y) est
I'image d’un certain élément de X qui ne peut étre dans Y et donc est 'image d’un élément de X \ Y ce qui montre que
f(X)\ f(Y) C f(X\Y) et finalement que f(X) \ f(Y) =f(X\Y).

) = f(x’). Mais alors, puisque f est injective,
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5) = 1) Soit (x71,%x2) € E? tel que x7 # x2. Posons X = {x71,%x2} et Y = {x,}.

On a donc Y C X. Par hypothése f(X\ Y) = f(X) \ f(Y) ce qui fournit f({x1}) = f({x1,x2}) \ f({x2}) ou encore, {f(x1)} =
{f(x1), f(x2)} \ {f(x2)}. Maintenant, si f(x1) = f(x2) alors {f(x1), f(x2)}\ {f(x2)} = & (et pas {f(x1)}). Donc f(x1) # f(x2).
On a montré que f est injective.

n° 13 Montrons par récurrence que, pour n > 2, H;, peut s’écrire sous la forme Z—n oll g, est un entier pair et p, est un

n
entier impair (la fraction précédente n’étant pas nécessairement irréductible mais a coup str pas un entier).

Pourn=2, H, = 5 et H; est bien du type annoncé.

Soit n > 2. Supposons que pour tout entier k tel que 2 < k < n, on ait Hx = Z—k ol px est un entier impair et qy est un
k

entier pair et montrons que Hn41 = Pnt1 ol Pn+1 est un entier impair et g, 1 est un entier pair.
n+1
. Pn 1 M+ 1)pn + dn . . . .
Recherche. L’idée H = —+ = ne marche a coup sur que si (n + 1 + est impair ce qui
( = CESIrS p sur q ( )JPn + dn p q

est assuré si n+ 1 est impair et donc n pair)

(2k +1)pn + dn

k1 1)4 et Hn1 est bien le
n

ler cas. Sin est pair, on peut poser n = 2k ou k € N*. Dans ce cas, Hn11 =

quotient d’un entier impair par un entier pair.

2éme cas. Sin est impair, on pose n =2k — 1 ot k > 2 (de sorte que 2k — 1 > 3).

2k 1 k 1 k—1 1
Mo =2 722 5% L3y
i=1 i=1 i=0

(en séparant les fractions de dénominateurs pairs des fractions de dénominateurs impairs)
Kk k—1 k—1
1 1 1 1 1
== - —— =-H .
2Zi:ﬂ+izzoz”1 2 k+1_Z:Ozi+1

Maintenant, en réduisant au méme dénominateur et puisque un produit de nombres impairs est impair, on voit que

k—1
1 K
go pIa est du type TGl ot K et K’ sont des entiers. Ensuite, puisque 2 < k < 2k — 1 = n, par hypotheése de

. Px . Lo . . . N . R . :
récurrence, Hx = — ol px est un entier impair et gy un entier pair. Aprés réduction au méme dénominateur, on
dx

obtient

Px K (2K" + 1)px + 2Kqx

2q0 2K FT1 . 2qe 2K +1)

2K gy est un entier pair et (2K’ 4 1)py est un entier impair en tant que produit de deux nombres impairs. Donc le
numérateur est bien un entier impair et puisque 2qk(2K’ 4 1) est un entier pair, H,, 11 est bien dans tous les cas de
la forme désirée.

Hn+l =

On a montré par récurrence que pour tout entier naturel n > 2, Hy, est le quotient d’un entier impair par un entier pair
et donc n’est pas un entier.
n® 14
1) Il y a linjection triviale f : E — Z2(E) .
x = {x}
2) Soit f une application quelconque de E dans &(E). Montrons que f ne peut étre surjective.

Soit A ={x € E/ x ¢ f(x)}. Montrons que A n’a pas d’antécédent par f. Supposons par 'absurde que A a un antécédent
a. Dans ce cas, ot est a?

acA=a¢fla)=A,

ce qui est absurde et

a¢A=acfla)=A,

ce qui est absurde. Finalement, A n’a pas d’antécédent et f n’est pas surjective. On a montré le théoréme de CANTOR : pour
tout ensemble E (vide, fini ou infini), il n’existe pas de bijection de E sur Z(E).
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n° 15 f est bien une application de N? dans N car, pour tout couple (x,y) d’entiers naturels, 'un des deux entiers x +y ou

(x+ylx+y+1) . . : (x+ylx+y+1)
est bien un entier naturel (on peut aussi constater que =

x+1y+ 1 est pair et donc,

2 2
142+ ...+ (x+y) est entier pour x+y > 1).
Remarque. La numérotation de N? a été effectuée de la facon suivante :
011]2]3|...]x
0|01 3 16
T2 07
21578
319
Y
Sur une paralléle & la droite d’équation y = —x, la somme x + y est constante. Il en est de méme de ’expression
(x+ylx+y+1) ) .
> et quand on descend de 1 en y, on avance de 1 dans la numérotation.
1 1 2
Lemme. ¥n € N, 3lp € N/ % <n< %.

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, on pourrait se contenter de constater que la suite des nombres triangulaires

(p(p+1)

T) est strictement croissante. Néanmoins, on va fournir explicitement p en fonction de n.
p>0

Soient n et p deux entiers naturels.

1 1 2
Pt AR HD) e o <0etp?+3p L2 2n =0

2 - 2
—1+v8n+1 3+ ven+1 —14+v8n+1
&P > et p > 5 :71_‘_42
—1 8 1 —1 8 1
ap< i tVELAT V2“+<p+1®p_g<+— VZ“JF>

Le lemme est démontré.

Montrons que f est surjective (et au passage, déterminons Pantécédent d’un entier n donné).

—1+/8 1 X+y=p
Soient n un entier naturel et p =E (%) (p est un entier naturel). On pose { p(p+1) ou encore
y=n—-—s—
2
y-n- LY (x+y)x+y +1) 1), plp+1)
2 . Tout d’abord, y + XTYXTY =n— PP + PP = n. Mais il reste encore
B _plp+3) 2 2 2
X=p—yYy=—-—"-—"1
2 1
a vérifier que x et y ainsi définis (qui sont & 1’évidence des entiers relatifs) sont bien des entiers naturels. Puisque @
1 3 1
est un entier naturel et que n > %, Yy est bien un entier naturel. Ensuite, p(p; ) = p(p;r ) + p est aussi un
entier naturel et de plus,
1 2
p(p2+3J S p(p2+3) 7 <(p+ J2(p+ ) ]> o,

puis x = ———— —n et

—1+\/8n+1) p(p+3)
2 2

et x est bien un entier naturel. Ainsi, pour n naturel donné, en posant p = E (

plp+1)
2

Montrons que f est injective.

y=n-— , x et y sont des entiers naturels tels que f((x,y)) = n. f est donc surjective.

(x+ylx+y+1)
2

Pour cela, on montre que si x et y sont des entiers naturels vérifiant y + = n, alors nécessairement,

1
X+Yy=p (ety:n—m).

Soient donc x et y deux entiers naturels. On a :
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(x+y+1)(x+y+2)

(x+ny+y+¢)<(x+ny+y+1) (x+y)x+y+1)
2 )

2 = 2 ty=n< 2

+x+ty+1)=

et le lemme montre que x+y = p. L’unicité du couple (x,y) est donc démontrée. f est une application injective et surjective

—1 +\/8n+1)

et donc f est bijective. Sa réciproque est f~1 : N — N2 oup=E ( >

oo (pmjzyn_pw;1w
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