Planche n° 5. Nombres complexes. Corrigé

n°1 On a1+1=+2e"™*, Les racines carrées de 1+ 1 dans C sont donc v/2e'™/8 et —v/2ei™/8,
On a aussi, pour (x,y) € R?,

1
2=2(V2+1)
x2—y? =1 S 2(
241 2—1
(x+iy)l2=1+ie{ x2+y2=y2 & 271\/2 : & (xy)eq* \/\f; ,\/\/—2
xy>0 Y —z( *)
xy >0

241 2—1 )
Les racines carrées de 1 4+ 1 sont donc aussi £ <\/\/_2Jr + i\/\/—z ) Puisque Re(e!™/8) = cosg > 0, on obtient

Y2ein/8 — \/\/z;_ ! + i\/\/zz ! , Ou encore

e e

et donc, par identification des parties réelles et imaginaires,

cosg:%\/Z—l—\/Zet sing:% 2— 2.

n® 2
1 V3 1 V3
2 o _ ! VO :___._:.2
1)z2+z+1=0&2z= 5 Tig =jouz 5 i =5t ]
2) A’ =12 -2 = -1 = i%. L’équation a donc deux solutions non réelles et conjuguées, a savoir z; = 2(71 +1) et
1 .
z; = E(_] —1i).

3) Soit 8 € R. Pour tout complexe z, on a

22 —2zcos0+1=(z—cos0)> +1—cos?0 = (z—cos0)? +sin? 0 = (z — cos0)? — (isin0)?

= (z—cos0 —1isinB)(z— cosO +1isinB) = (z—e'®)(z— e )

L’équation proposée a donc deux solutions (pas nécessairement distinctes) z; = e'® et z; = e71°. De plus,

A’ =cos? 0 — 1 =—sin’ 0 et ces solutions sont distinctes si et seulement si 0 ¢ m.

4) Soit (E) I'équation z* — (6 +1)z+ (11 +3i) = 0.

Son discriminant est A = (64+1)2—4(114+131) = —9—40i. Comme 40 = 2x20 = 2x (4x5) et que 4°—5% = 16—25 = —9, on est
A5

en droit de deviner que A = (4—51)2. L’équation (E) a deux solutions distinctes dans C a savoir z; = w =5-21

2
et222w21+31_
2
5) Soit (E) I’équation 2z% — (7 + 3i)z + (2 +4i) = 0.
Son discriminant est A = (7431)2 —8(2441) = 24+ 10i. Comme 10 = 2x5 = 2x (5% 1) et que 52 — 12 = 24, on est en droit

7+314+5+1
de deviner que A = (5 + i)2. L’équation proposée a deux solutions distinctes dans C a savoir z; = # =341
74+3i—-5—1 1
t = = — ] i .
et zo 7 2( +1)
n°®3

271 47t
1) On a a = 2cos (;) et b = 2cos (;) 1, z, 22, 23 et z* sont les cinq racines cinquiémes de 1 dans C. Par suite,

14 z+22+ 23 +z* =0. Mais alors

a+b=z+22 423+ =1
et

(© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés. 1 http ://www.maths-france.fr



ab=(z+z2Y) (2 +23) =2+ 420+ =24 22+ 23 42 =1 (car 2’ =1).

—1 5 —1—+5
a et b sont donc les solutions de I’équation X2 + X — 1 = 0 dont les racines sont V5 et V5

2 2
Zg € ]O, g [, on a a > 0. Par suite, cos (2%) = 71%\/5 et cos (4?7-[) = 71%\/5 D’autre part, sin (2%) > 0 et donc,

2
sin (25—7t> =44 /1 —cosz(zg) = \J 1-— <_]%\/§> = %\/10+2\/§.

. Enfin, puisque

(2_”) =51 i in (2”) IO+ 2V5.

5 4 5 ) 4

4 —1—+5 4 1
De méme, en remplacant v/5 par —/5, cos (g) = T\/_ et sin <g> = Z\/ 10 — 2+/5. Enfin, cos (g) = —cos (7‘[ — E)

47 1++5 . (T . T . [4r 1
— cos (;) = 1 et sin (g) = sin (7t— g) = sin (;) =7 10 — 24/5.

2) Le rayon du grand cercle vaut, d’aprés le théoréme de PYTHAGORE :

R=1/Q02+0M2=
145 -1-+/5

> et x; =xqo —R= 5

que les médiatrices des segments [O, I] et [O, ]J] coupent le cercle de centre O et de rayon 1 en quatre des cinq sommets du
pentagone.

S

21 47t
Donc x; = xo + R = . Par suite, x; = 2cos (?) et x; = 2cos (?) Ceci montre

|
|
|
I
I
I
R
I
|
|
I
I
|

AF
3) Posons x = —. D’aprés le théoréme de THALES (je vous laisse vérifier les parallélismes),

AC
AF HK FG AC—2AF 1-2x

“AC HC FC AC—AF 1-x~

Donc x> —3x+1=0et puisquex<1,x:3_2\/§.Puis
AG _AC—AF _  1+v5 F6 AC-2AF 1 2, 3+4v5 , —14V5
AC  AC B 2 AF AF X 3-45 2 n 2
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Définition du nombre d’or.

p >
A®)
b 7

BC AC tit
On veut que C partage le segment [A,B] de telle sorte que — = — (« Pett - Hoyen ») c’est-a-dire, en posant
AC AB moyen grand
— 2 —1 5
a=AB et x=AC, xr_ga-«x ou encore (f) +§71 =0 et donc, puisque x >0, x :i.
a X a a a a 2
—1+V5

Le nombre d’or (ou proportion dorée) est le nombre =0,618...

2

a 1 5
On peut aussi prendre pour le nombre d’or le rapport — = +2\/_ =1,618...
X
m np 1+itanx  coso+ isin o .
n® 4 Soit oce}—,—[. +_ = +, — — = e?i* Donc,
2'2L 1—itanx cosa —isina

]“FIZ :e:L(ZTxx+2k7t

& Jke{-1,0,1}/ S = wp &Ik e (-1,0,1)/ i{wi + Nz = wy — 1.

<1+iz)3_1+itanoc

1—iz) 1—itana 1—1iz
Maintenant, pour k € {—1,0, 1},
2 2k 3
wy =—1 (:)?OCJrTﬂEﬂJanZ(:)oce—kﬂJr?ﬂJr?ﬂtZ,
ce qui est exclu pour o €] — g, g[. Donc,
1+iz\> 1+itana wy — 1 el S+ el(§H5) _ ol +4)
= Fke{-1,0,1}/z=———&Jke{-1,0,1}/ z=
(112) 1fitancx(:) €101z Hwk+1) & Iet=1,0,1y/z et S+ (el ST 4 e US+)
2isin(& 4 k%) o km
&S3Ike{-1,011/z=—"3S3 3 o 3ke{-1,0,1}/z=tan(= + —
t / i(2cos(§ + X1)) { 4 33
n°5
1) On note I; le point d’intersection de la bissectrice (A1) de 'angle BAC et de la droite (BC). La paralléle a (AC) passant

par B coupe A; (puisque (AC) n’est pas parallele & (A7)) en un point Aj. Les angles alternes-internes CAA; et AA;B
sont alors égaux. Puisque d’autre part, CAA; = A1AB, on en déduit que AA1B = A;AB et donc que le triangle (ABA1)
est isocéle en B. D’aprés le théoréme de THALES, on a alors

LB _AB_AB_c
LC AC AC b’
et donc puisque I est entre B et C, bITB) + CR = 5, ou enfin Iy = bar{B(b), C(c)}.
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On a aussi bien siir les deux autres égalités I, = bar{A(a),C(c)} et I3 = bar{A(a),B(b)} ou I, et I3 sont les points
d’intersection des deux autres bissectrices avec (AC) et (AB) respectivement.

Soit alors I’ = bar{A(a), B(b), C(c)}. D’aprés le théoréme du barycentre partiel, on a

I’ = bar{A(a),I; (b + c)} = bar{B(b), I2(a + c)} = bar{C(c), I3(a + b)},
ce qui montre que I’ est sur (Aly), (BI2) et (ClI3), c’est-a-dire sur les trois bissectrices. Par suite, I’ = 1.

2) Soit z € C.

3

z, 2% et z> ne sont pas deux a deux distincts & 22 =zouz® =zouz® =22 &z e {-1,0,1%

Ensuite, pour z ¢ {—1,0, 1},

3 _
z, zzet23sontalignés(:)ﬂ)\ER/Z3—7.:)\(ZZ—Z)(:);iieR(:)zqq eER&zeR.

Finalement, (z,z%,z3) est un « vrai » triangle si et seulement si z n’est pas réel.

Soit alors z un complexe non réel.

O centre du cercle inscrit au triangle (PQR) & O = bar{P(QR), Q(PR), R(PQ)}
S22 — B+ 22—+ 22 z—22 =08 zlz 1 —zZ|(zl + 21 + 2z + 22) =0
Slzl+ 21 +2 +2%> =0 (E) (car z ¢ R)

Ensuite,

m+m+ﬂ+f=0®&+%Hﬂ+ﬂ=0éZ+%ER®Z+%=2+%
_ z2—z _ 1 1 _
Sz—z—zl— =08 (z—-Z)(1——=)=0851— — =0 (car z £ Z)
2z 2| |z|

&zl =1

Posons donc z = ¢! ou 0 ¢ nZ. En reportant dans (E), on obtient

. . . . 0
z solution de (E) & e'® + e 4|1 +e® =04 2cos0 + [€'9/2].2 cos z\ =0

0 0 0 0
& cos 0 + | cos El =0 & 2|cos 2\2 + | cos z\ -1=0& |cosz| est solution de Péquation 2X% + X —1 =0
cos —

€ 171 &
2 2’

&z elji?)

=

0 1 50 1 1 2r
cosz‘—z<:>2cos 271—72<:>c056—72<:>96:|:?+27r2

Les nombres complexes solutions sont donc j et j2.
n° 6

(A,B,C) équilatéral & C =1 /3(B)ouC=1a _-/3(B) & c—a= (—j*)(b—a)ouc—a=(—j)(b—a)

& (-1-j3)a+ji?b+c=00u(-1—jla+jb+c=0&ja+j’b+c=00oujla+jb+c=0
& (12)a+ij’b+c=00uj?a+jb+c =0« jouj? sont solutions de 'équation az? + bz +c = 0.
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Ensuite

(A, B, C) équilatéral & ja+ij’b+c=0ouj’a+jb+c=0
& (ja+ib+c)(ja+ib+c) =0& a? +b% +c? + (j+i?)(ab +ac+bc) =0
& a? +b%+c¢? =ab+ac+ be,

puis

(A, B, C) équilatéral & a? + b2 +c? —ab—ac—bec =0
& —a’+ab+ac—bec—b>+bc+ba—ac—c?+ca+cb—ab=0
(c—a)la=b)+(a—b)(b—c)+(b—c)(c—a)

(b= c)lc—a){a_b) =0

S (c—a)la=b)+(a=Db)(b—c)+(b—c)(c—a)=0&

n° 7 Le discriminant de I'équation Z? — (5 — 14i)Z — 2(5i 4+ 12) = 0 vaut

A= (5—141)2 + 8(51 + 12) = —75 — 100i = 25(—3 — 4i) = (5(1 — 2i))>.

5—14i45—-10i 5—141—-5410i
Cette équation admet donc les deux solutions Z; = 1; L 5—12iet Z; = ! 5 RELLLS —2i.
Ensuite,
z est solution de Péquation proposée & z? =5—12i = (3 —2i)? ouz? = —2i = (1 —1)?

Sz=3—-2iouz=-3+2iouz=1—1ouz=—1+1.

n° 8 Posons, pour n naturel non nul, P = (X% +1)™ — (X — 1)?™.

P = X®™ + (termes de degré < 2n —2) — X2™ 4+ 2nX?" ! + (termes de degré < 2n —2)
=2nX?"1 4 (termes de degré < 2n —2).

Donc deg(P) =2n — 1 et P admet dans C, 2n — 1 racines, distinctes ou confondues.

2+ =z—1)" e Ike{0,..n—1}/22 +1 =wi(z—1)? ot wy = >k
& Ike{0,..n—1)/ (1 —w)z? + 2wz + (1 —wy) =0
Si k = 0, I’équation précédente s’écrit 2z = 0 ou encore z = 0.

Si k est élément de [1,n— 1], AL = w? — (1 — wy)? = 2wy — 1 = 2e27/m 1,

_eZikn/n + dk
Soit di une racine carrée dans C de A, (difficile & expliciter semble-t-il). On a S = {0}U {162—““1/“' ke [l,n—1] }

n° 9 Soient z un complexe non nul, M le point d’affixe z et A le point d’affixe 1.

1 1
Zl=|-| ==l =1&l=1,
z |z|

et

lzZl=lz—11 & OM =AM & M € med[OA] & xpm =

Donc,

o] = H 2= 1] [z =1 et Re(z)
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1+4ix x4y

n® 10 Soient x € R et z = ——. Puisque 1 —ix # 0, z est bien défini et |z| = — = ——— = 1. Enfin,
1—ix [T —ix| 1T+ ix]|
—T+ix+2 2
z= ﬂ =—1+ —— # —1. On a montré que :
1T—ix —ix
1
vxER, 1 €U\ (-1}
Réciproquement, soit z € U\ {—1}. Il existe un réel 0 ¢ 7 + 2nZ tel que z = e®. Mais alors,
) el®/2 cos® +isin®  cos&(1+itan?) T1+itan? 0 0 0w
z=e®=—__=""2 2 _ %7 - — Z (cos = #0car = ¢ = +Z),
e /2 cos§ —ising cos§(1—itand) 1—itan$ ( 2 7 2 # 2 )
et z est bien sous la forme voulue avec x = tan 5
n° 11 a) Soit 0 € R.
1+cosO+1isin® =0& cos® =—Tet sin® =0& 0 € m+ 2nZ.
1 0 —1isin®
Donc, +cos Ts%n existe pour 0 ¢ 7+ 27Z. Pour un tel 0,
1 —cosB +1isin6
1+cos®—1isin@  2cos? 2 —2isin§cos§  cos§ cos(0/2) —isin(0/2) cos§ e 10/2 Ceotan [ 8
= = " 1
T—cos®+isin®  2sin? 9 +2isindcosd  singsin(0/2) +icos(0/2)  sin§ et(m0)/2

0 0
- ler cas.] cotanz >O<:>z S U] 'y —|—k7t<:>9€ U 12k, 7t + 2k

keZ keZ
14 cos® —1sin0

1—cosO +1isin®

)
2¢
14 cos® —1isin®
T—cos+isin0 {cotan< > }

est cotan(= )e~ V"2 (module= cotan(

Dans ce cas, la forme trigonométrique de

NS en}

) et argument= 77—; (27)).

0
- 2éme cas. cotan- <05 0 € U]7t+ 2k, 2(k + 1) 7.

2
kez
Dans ce cas,

14+ cos® —1isin0
1—cosO +1isin®

14 cosB —1isin6 0\ =«

T—cosO+isin® [—cotan (E) ’E] '
1+cos@—isin®
1—cos@+isin®

= —cotan(=).e"/? = | cotan(=)[e*™/?,

N D
N @

et donc,

)
- 3éme cas. cotan 5= 0 & 0 € m+ 2nZ. Dans ce cas, on a

b) Pour 0 ¢ 2n1Z, on a

0
1+ ei® eie/z(efie/z_,_eie/z) ZCOSE
T—el®  ¢i0/2(¢—10/2 _¢i0/2) @ = tcotan 5.
—2isin =
2
1 i0 0
Sife U]Zkﬂ,ﬂ+2k7’[[, ]—l—iele = [Cotanz‘ g]
KEZ B
1+ et® 0 =
Sife kLEJZWszkTE ,2(k + 1), T = [—cotanz,—z].
H—ele

n° 12 (1 +1v/3)? zem/3) =29¢3im — 512,

La forme algébrique d’un complexe est particuliérement bien adaptée a ’addition.
La forme trigonométrique d’un complexe est particuliérement bien adaptée a la multiplication.
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n° 13 i = e'™/? et les racines quatriémes de i sont donc les ei(%J“%), k €1{0,1,

-2

—4
1+iv/3  en/3
{0,1,2,3,4,5}.

Ensuite,

n° 14 Soit z € C tel que |z| > 1.

= —2e /3 = 2¢2i7/3 T,es racines sixiémes de

15373 sont donc les /2el(5T5) k €

Ntz o427 <14z + 224 o+ 2™ < 2™+ 2™ + ..+ 2™ =nlz™ = nz™,

et en particulier, 1 +z+ ... +z" ' #nz". Donc, si 1 +z+ ... +z" 1 —nz" =0, alors |z| < 1.
n® 15
A)- Solutions algébriques.| Pour z € C, posons z = x + iy ot (x,y) € R?.
1
Zl=1& H :j =18 (0+x)2+y?=(1-x)2+v%et (x,y) #(1,0) & 4x =0& x =0.
L’ensemble cherché est la droite (Oy).
2)

1Zl=2 (1+x)?*+y?>=4((1—x)*> +y?) &3> +3y2 —10x + 3 =0et (x,y) # (1,0)

(:)x2+y2—%0x+1 =0et (x,y) # (1,0)

2 16
s (x—g) Py = et x,y) £ (1,0)

2
=4 x—§ —i—yZ:E.
3 9

L’ensemble cherché est le cercle de centre Q (g, O) et de rayon %

3)

ZeR@Z:Z(:)1+Z=]+f
1—2z 1—-2

S1+2)(1—-2)=1-2)(14+Z2)etz#41E&z—z=Zz—zetz#1

Sz=zetz#£1&zeRetz#1.
I’ensemble cherché est la droite (Ox) privé du point (1,0).
4)

T+z 14z

ZciReZ=-7& =———
1—2z 1—-2

ST+2)1-2)=—1—-2)14+Z)etz#1

<:>1722271+Zetz;£1<:>|z\2:1et27£1<:>\z|:1et27£1.

L’ensemble cherché est donc le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point (1,0).

B- Solutions géomeétriques. Soient A et B les points d’affixes respectives —1 et 1 et & 'ensemble cherché. Soit M un

point du plan distinct de B d’affixe z.
1)

Me&&|z4+1=lz—1& AM = BM & M € med[AB] = (Oy).

2) Soit Q =bar(A(1),B(—4)). On a xo = %](XA —4xg) = § et yo = _—](yA —4yg) =0.

3

MeE&|z+ 17 =4z— 17 & AM? = 4BM?

o AM? —4BM? =0 & (AQ + OM)? —4(BO + OM)2 =0

& —30M? + 2(A0 — 4B0).OM + AQ2 — 4B0? = 0

& OM? = %(QAZ —40QB?)
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Or, QA? = (g +1)72 = % et QB? = (g —1)? = g Par suite,

164 16, 16
2 2y _ ! _ _
(QAZ —40B%) = 3(5 — 5) = 5~

Wl =

Ainsi,

Mew:mw:g@ﬂwl:%,

5 4
et on retrouve le cercle de centre Q(=,0) et de rayon .

3 3
3)

14z
1—2z

Meé& ez=—1 ouarg( )_O(n)(:)M_Aou(m,m)_O(n)
& M€ (AB) \ {B}.

et on retrouve la droite (Ox) privée du point (1,0).

4)

Meé&ez=—1 Ouarg<:+z>=§(ﬂ)(:)M:Aou (W,W):%(m

& M est sur le cercle de diamétre [AB] privé de B.

et on retrouve le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point (1,0).

n° 16 Soit f la transformation considérée.

1) f est la translation de vecteur w(3,-1).

2) w=2w+3 & w = -3. f est Phomothétie de rapport 2 et de centre Q(—3,0).
1

5 )
2

) w=T-Yw+2+1e w=1-2i Comme 1 —i=+2e /4 f est la similitude de centre Q(1,—2), de rapport v/2 et

d’angle —g.

N —

1 )
Hw=iw+TE& w= E“ +1). Comme i = e¥/2_ f est la rotation d’angle g et de centre Q(

n® 17
1) Soit z € C. Soient M, A et B les points d’affixes resectives z, 1 et —1.

zsolutionde (E) = z—1)"=z+1)"=z—-1)"=|lz+ 1) =z—1"=z4+1"=z-1=z+ 1]
= AM =BM = M € med[AB] = M € (Oy) = z € iR.

2) Soit z € C.

(z=D" = (—z+ )" ="+ D" = z=D") === ((z=D" = z+D").

Par suite,

zsolutionde (E) & z—1)"—-z4+1)"=0& (—z—1)" — (—z+ 1)™ = 0 & —z solution de (E).
3) Soit z € C.

zsolution de (E) & (z— 1" =(z4+ )" & ke [o,n—1]/z+ 1= "z 1)

eZikn/n eikn/n _ efiknt/n

SJke[l,n-1]/z= Sdke[l,n-1]/z=

eZikn/n + 1
.« . k7t

2isin &7 K
o 3ke [[1,n—1]]/z=% o 3ke [[1,n—1]}/z=icotan%

n

eikﬂ/n + e—ikn/n

n° 18
1) Soit z € C. shz et chz sont définis et donc, thz existe si et seulement si chz # 0. Or,
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chZZO(:)eZ+e_Z=O(:)eZZ=—1(:)ezz:ei”(:)ZzeinJrZinZ(:)zei(ngnZ).

s
th z existe si et seulement si z ¢ 1 (z + HZ).

2) Soitzgéi(lzr—l—ﬂZ).
thz=0&shz=0&8¢e*=e 2 & e** =182z 47 & z € inZ.

Comme 1 (g + HZ) NAinZ = &, thz = 0 si et seulement si z € inZ.

3) Soit z ¢ 1(% —|—7TZ). Posons z = x + iy ot (x,y) € R2.

lthzl <1 & le*—e 2P <le*+e 2P & (e*—e ?)(eF—e Z) < (e* +e ?)(eF + e ?)
AN 762_2 o e—(z—i) < ez—i + e—(z—i) AN z(eZiy + e—Ziy) >0

& cos(2y) >0
Par suite,
Tmzl < = yl <2 s
2 s Y3 ESly<-&zeA
|[thz| < 1 cos(2y) >0 4
4) Soit z € A.

D’apreés 1), thz existe et d’aprés 3), [thz| < 1. Donc z € A = thz € U. Ainsi, th est une application de A dans U.
Soit alors Z € U et z € A.

e’z —1 2, 1427
1 1 .
Puisque Z # —1, % # 0 et on peut poser ] +Z =retfourec R% et 0 €] —m, .
Par suite,
1+Z ;
e?? = ]Jr—z sSe=re® e =ret2ycO+2nZ
(:)xf11 T et ee—l—nZ
=5lrety €5
. . . L 1+Z . T+ 1 )
Maintenant, on ne peut avoir 8 = 7. Dans le cas contraire, on aurait 17~ —r € R* puis Z = — € R. Par suite,
1 0
puisque |Z| < 1, on aurait Z €]—1,1[ et donc ] +§ € R% ce qui est une contradiction. Donc, 0 €] —m, [ puis 5 €l— g, g[.
Mais alors,
the=7 Xx=5mr
zeA 0
Y=2
1 1 i 1 1
Alnsi, tout élément Z de U a un et un seul antécédent z dans A (& savoir z = 3 In % ‘ + %Arg <%> ou Arg <%)

1+Z
désigne I'argument de ] i - qui est dans | — 7, 7).

Finalement, th réalise donc une bijection de A sur U.
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