Planche n° 6. Le bindbme de NEWTON. Les symboles
2 et Il

* trés facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** trés difficile

I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

n° 1 (IT) Identités combinatoires (la difficulté va en augmentant graduellement de facile & assez difficile sans étre insur-
montable).

1) Calculer (g) + (T) bt (2)

2) Montrer que (g) + (n) + (n) +..= (n) + (n) + (n) + ... et trouver la valeur commune des deux sommes.

2 4 1 3 5
3) Calculer | MY (MY (M) et (M) (M) + () +
alculer les sommes | 3 p et | 4 g
n n—1
4) Montrer que ¥n € N*| Vk € [1,n], k<k> _n<k ]).
n\? n\? n\? 2n
5) Montrer que (O) + (1) +..+ (n) = (n) (utiliser le polynome (1 + x)2™).

1 1 2
certain polyndme astucieusement choisi).

1 1
7) Montrer que (E) + (p;: ) + (g) = (gi 1) ou 0 < p < n. Interprétation dans le triangle de PASCAL?

0,0,
6) Calculer les sommes 0. C)L) + 1.<n> + ...+ (2) et 0 + 1 +...+ n:t ] (considérer dans chaque cas un

8) a) Soit I, = J' (1 —xz)" dx. Trouver une relation de récurrence liant I, et I14+1 et en déduire I,;, en fonction de n
0
(faire une intégration par parties dans I, — I 41).

0,6, L) e

t75 4l T3.2n+1)
n° 2 (**T) Quel est le coefficient de a*b?c® dans le développement de (a —b + 2c)?.

b) Démontrer l'identité valable pour n >1:1— + ...+

n° 3 (**I) Développer (a+b+c+d)? et (a+b+c)3.
n° 4 (*¥**) Soit (n,a,b) € N*x]0, +00[x]0, +00[. Quel est le plus grand terme du développement de (a + b)™?

n° 5 (*) Résoudre dans N* I’équation (?) + (n) + (n) =5n.

2 3
n° 6 (IT) Cet exercice est consacré aux sommes de termes consécutifs d’une suite arithmétique ou d’une suite géométrique.
n n n+1
1) (*) Caleuler Y 1,neN\{0,1,2}, > (2i—1),neN*, et Y (3k+7),neN\{0,1,2}.
i=3 i=1 k=4
2) (*) Calculer le nombre 1,1111... = lim 1,11...1 et le nombre 0,9999... = lim 0,99...9.
n—o+oo S~~~ n—+oo S~~~
n n
3) (*) Calculer 1 —1+1— ...+ (=)™ neN*
n
4) (*) Calcul 1+l+1+ = i il
alculer 5 4 7 + ¢ ...—njrilmk_] T
- km .
5) (**) Calculer ];)cos S5 nE N.

n n
6) (**) Soient n € N et 6 € R. Calculer Z cos(k0O) et Z sin(k0).

k=0 k=0
n

k
koK * _ k—1% . . .
7) (***) Pour x € [0,1] et n € N*, on pose S;, = kE_] (-1 - DetermmerngrfOO Sh.
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8) (**) On pose up =1 et, pour n € N, up41 =2uy — 3.
a) Calculer la suite (un — 3)nen.

n
b) Calculer Z Ug.
k=0

n°® 7 (IT) (Cet exercice est consacré aux sommes télescopiques.) Calculer les sommes suivantes :

k% - ! 3 1
1) ( >;m‘*§m

n
2) (***) Calculer S, = Z kP pour n € N* et p € {1,2,3,4} (dans chaque cas, chercher un polynéme P, de degré
k=1
p+ 1 tel que Pp(x 4+ 1) —Pp(x) =xP).
n

3) (**) Calculer Z Arctan
k=1

n
2
4) (**) Calculer Z Arctan L
k=1

1
e (aller relire certaines formules établies dans la planche n° 2).

n° 8 (I) Calculer les sommes suivantes :

I G B Y

1<i<j<n

2) () Y jet Y i

1<i,j<n 1<i<j<n

3™ DU
1<i,j<n
] n n
4) (***) Pour n € N*, on pose un = — Z (5h* — 18h?k? + 5k*). Déterminer lim wu, (utiliser les résultats du
n =1 e n— +o0o
n°7,2)).

n°9 (I)
1) (*) Calculer H (1 + %), n ¢ N*.

k=1
n
2) (***) Calculer H cos zik’ a €]0,m, n € N*.
k=1
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