Planche n° 6. Le bindbme de NEWTON. Les symboles
2 et Il. Corrigé

n n
n°1 1) D’aprés la formule du binéme de NEWTON, Z ( ) Z ( ) xTEx IV k=(14+1)" =
k=0 k=0

E((n—1)/2)

)
. . n n
2) Soit n un entier naturel non nul. Posons S; = E <2k> et S, = E <ijL ]). Alors
k=0 k=0
_ . k() _ no_
$1—-S5, = E (=1 (k)_“_” =0 (carn>1),

k=0
n

et donc S1 =Sy. Puis S1+ S, = Z (
k=0

n

k> =2" et donc Sy =S, =21,

mer -0 (-0

3) Soit n € N. En posant j = e?¥/3

i() 1+ = i() (145" i(g)jz“z(ujz)“.

k=0

,ona:

En additionnant ces trois égalités, on obtient

> (z)(l ) =20 () ()™
k=0

Maintenant,
- si k € 3N, il existe p € N tel que k =3p et 1+ j* +)2k*1+( )P+ (53)
-sik €3N+ 1,ilexistep e Ntel que k=3p+1et 1+i%+i**=1+j(3)
-sik€3N+2, ilexistep e Ntel que k=3p+2et T+j%+j%*=1+32(G3)P

E(n/3)
. n ko, 22Ky n .
Finalement, kgzo (k) (T+i+j“)=3 kE:O <3k)' Par suite,

i()

(2" 4+ 2Re((1+3)™))

wl—

V(14 (1 +™) =

wl-—*
—_

(2™ 4 2Re((—2))) = = (2" +2cos%”)

3

wl-—*

E(n/3)

VneN, Z ( ) (2“+Zcos?ﬂ)

4) Pour 1<k <mn,ona
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2
5) (TT:) est le coefficient de x™ dans le développement de (1 + x)?™. Mais d’autre part ,

1+x)2" = (1+x)"(1+x)" = (i (“>xk> <i (“>xk> .
k=0 k k=0 k

n n 2
n n n
Dans le développement de cette derniére expression, le coefficient de x™ vaut E ou encore g . Or,
= k/\n—k = k

deux polyndémes sont égaux si et seulement si ils ont mémes coefficients et donc
2ny\ i n\?
nj) k)’
k=0

n
n
1ére solution. Pour x réel, posons P(x) = Z k< )xk_1.

6) Soit n € N*.

Pour x réel,

o xktT
1ére solution. Pour x réel, posons P(x) = Z ( ) .On a

= k/k+1
= n
Pl =) (k)x“ = (1+x",
k=0
et donc, pour x réel,
x 1
P(x) = P(0) +J P’(t) dt :J A+t dt=——((14+x)"" =1
0 0 n—+1
En particulier, pour x = 1, on obtient
i (Tkl) B on+1 1
k+1 n+1

n n n+ n+1 _

k=0 k—0 b k n+1 n+1
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k k+1 k
7) Pour 1T <k <n—p, (p;j ) = (p;j_'_;r )— (zi 1) (ce qui reste vrai pour k = 0 en tenant compte de (pz]) =0).

Par suite,

n—p n—p n—p+1 n—p
k Z k+1 k Z k Z k
= P = p+1 p+1 = p+1 = p+1

g n+1y 1 (M +1 '
p+1 p+1
Interprétation dans le triangle de PASCAL. Quand on descend dans le triangle de PASCAL, le long de la colonne p,

1
du coefficient <p> (ligne p) au coeflicient (p> (ligne 1), et que 'on additionne ces coefficients, on trouve (n:[ ]> qui se
P n P

trouve une ligne plus bas et une colonne plus loin.
1

8) a) Pour n naturel donné, posons I, = J (1 —x?)™ dx. Une intégration par parties fournit :
0

1 1

1
In — Lnao :J (1—x2)™ — (1 —x2)™) dx:J x2(1 —x?)™ dx:J x X x(1T—x%)" dx
0 0 0
_ (01—t 1 ! 1 241 g 1
_[_x 2n+1) 0+2(n+1)L“_X) T ey

et donc 2(n 4+ 1)(I,, — Iy41) = L1141 ou encore :

vneN, 2n+3) 41 =2n+1)L,.
On a déja Iy = 1. Puis, pour n > 1,

_2n I o 2n In-2 2><I  (2n)(2n-2)..2
T+l T mtim—1730 07 2n+1)(2n—1)..3.1°

In

b) Pour n entier naturel non nul donné :

06, 6

B 1 n 2 n 4 nfm 2n
3 Ty tetle W_L (1_(1) +(2>X Tt (n>x ) -
1 (2n)(2n—2)...2
. L2\ — —

n° 2 La formule du bindme de NEWTON fournit

9

(a—b+2)7" =) <19<) (a—b)*2e)" *=(a—b)" +..+ <9

>(a —b)%(2¢)® + ... + (2¢)°.
k=0 6

Ensuite,

6 : 6 k 6—k 6 6 44,2 6
(a—1b) :Z(k>a (-b)**=a —...+(4>ab — ..+ bC

k=0
Le coefficient cherché est donc

(9)(6)23:9X8X7x6X5><23:3><4><7><3><5><8:10080.

6)\4 3x2 2

n® 3 Il ne faut pas développer ces expressions avec des étapes intermédiaires utilisant le binome de NEWTON ((a+b+c+
d)?=((a+b)+(c+d))? ou(a+b+c)® =((a+b)+c)?) mais il faut développer directement en comptant les termes.
e Le développement de (a+b+c+d)2=(a+b+c+d)(a+b+c+d) est constitué avant regroupement de 4 x 4 = 16
termes. Ces termes sont de deux types :

- les termes oil la méme lettre est utilisé deux fois aa = a? ...Il y a 4 termes de ce type.

- les 12 autres termes utilisent deux lettres différentes : ab, ac, ...cd. Il y a 6 types de tels termes et chacun

apparait donc 2 fois.
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Au total

(a+b4+c+d?2=a?>+b2+c?+d?>+2(ab+ ac+ ad+bc +bd+ cd)

e Le développement de (a+b+4c¢) = (a+b+c)(a+b+c)(a+b+c)est constitué avant regroupement de 3 x 43 x 3 = 27
termes. Ces termes sont de trois types :
- les termes oil la méme lettre est utilisé trois fois aaa = a3 ...1l y a 3 termes de ce type.
- les termes utilisant trois lettres différentes : abc, ...cba. Tous ces termes sont égaux & abc et il yen a 3 x 2 =6.
- il reste donc 27 —3 — 6 = 18 termes. Ce sont les termes utilisant deux lettres distinctes, 'une des deux étant utilisées
deux fois, du genre aab = a?b. Les termes du genre a’b apparaissent 3 fois : aab, aba et baa. Il y a donc 18/3 =6
types de termes de ce genre : a?b, ab?, ..., c?b.
Au total

(a+b+c)®=a3+b3+c3+3(a?b + ab? + a’c + ac? + b%c + be?) + 6abe.

n
n° 4 Soit n un entier naturel non nul. Le terme général du développement de (a+ b)™ est ux = (k) abmk 0 <k <n.

Pour0<k<n-—1,0na:

n k+1bn—k—1
uk+1_<k+1)a ~_n—ka

Uk n akpn—k k+1b°
k

Par suite,

Ul g ke Sm-kKa>(k+1bsk< na-b

U k+1Db a+b’
.na—>b D . a : : :
ler cas. Si T >mn—1 (ce qui équivaut an < E)’ alors la suite (ux)o<k<n est strictement croissante et le plus grand
terme est le dernier : a™.
na—b>b

2éme cas. Si

=Ny

< 0 (ce qui équivaut a n <
b = (ce qui éq <

grand terme est le premier : b™.

), alors la suite (ux)o<k<n est strictement décroissante et le plus

. na—
3éme cas. Si 0 <

< n—1. Dans ce cas, la suite est strictement croissante puis éventuellement momentanément

constante, suivant que

soit un entier ou non, puis strictement décroissante (on dit que la suite u est unimodale).

na—>b na—>b
N k=E
b ¢ N, on pose (a+b

grand des termes est celui d’indice k, atteint une et une seule fois.

Si

)41, la suite u croit strictement jusqu’a ce rang puis redécroit strictement. Le plus

na—>o
a+b
n°® 5 Pour n > 3,

Si

€ N, le plus grand des termes est atteint deux fois a l'indice k et a I'indice k 4 1.

(n) n <n> N (n) :5n<:>n+n(n—1) +n(n—1)(n—2) _5n

1 2 2 2 6
Sn(-24+3n-N+n-1Nn-2)=0&5n*-25=0
& n=5.
n° 6
n 2
1) Soit n > 3. (Il ne faut pas écrire Z = Z — mais directement (ler terme+dernier terme)x (nombre de termes)/2.)
=3 i=1  i=1
i_ B+n)(n-2) (n—-2)(n+3)
i= = .
= 2 2

(Le suivant est un classique : en additionnant les impairs consécutifs on obtient les carrés 1+3=4,44+5=9,9+7 =16
...) Soit n € N*.

(© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés. 4 http ://www.maths-france.fr



i=1 2
et
s (19+3n+10)(n —2)
> Bk+7) = 5 z(3n+29)( 2) = z(3n +23n —58).
k=4

2) Soit n € N*. Posons u, =1,11...1. On a
——

1

7iL71——1On+179 1 N\_lo_ 1
ook T 9 Ton+t )9 9 Ton

1— —
10

10
tend vers 0, et donc, u, tend vers —.

1
Quand n tend vers +oo, o Ton 5

1,11111....:]—0.

Soit n € N*. Posons u, =0,99...9. On a
—

n

1

n 1 — —
B 9 9l qm 1
”“_ka_m T
o -0

1
Quand n tend vers 400, — tend vers 0, et donc, u, tend vers 1.

Ton
0,9999.... = 1. '

3) Soit n € N*. Posons up, =1 —1+1—...+(=1)""". Ona

n—1
T—(=n" 1 0 si n est pair
_ 1)k __ V7 1\
un_Z( Nt = 1T—(=1) _2(1 (=1) )_{ 1 sin est impair

k=0
1
. L T 1 .
4) SmtneN.;272217]:1—27.Quandntendvers +00, on obtient
- 2

5) Soit n € N.

n n n
cos — (Z elk“/2> = Re( Z

k=0 k=0
1— n+1 Jirt/2 el(n+1)7‘[/4 _2isin (TLZUTC (n+ ”7_[ nm
Re ( 1—ein/2 ) Re < e/A 2isin V2sin === cos 7
1 (2n+1)71+1_ Tsine€d4NU (4N+1)
2T 27 Osine (4N+2)U (4N +3)

s 37
En fait, on peut constater beaucoup plus simplement que cos0 + cos 5 + cos Tt + cos 5 = 1+0—14+0=0¢etona

immeédiatement Sgn =1, Sqny1 =S4n +0=1, Sgni2 =San+1 —1=0¢€t Sgn+3 =Sans+2+0=0.
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n n
6) Soient n € N et 0 € R. Posons C,, = Z cos(kB) et S, = Z sin(k0). Alors, d’aprés la formule de MOIVRE,

k=0 k=0
Cn +1iSn =) (cos(kf) +1isin(k0)) =) ™ =3 ()",

k=0 k=0 k=0
- ler cas. Si 0 ¢ 2nZ, alors e'® £ 1. Par suite,

. . .. (n+1)0 . (m+1)0

Cn +1Sn = 7] _ el(n_ﬂ)e = eie(““”_”/z—_21Slrl . 2 ei“e/ziSln . 2
1— el —2isin % sin %
Par suite,
noe . m+1)0 .nd . (n+1)0
€oS — sin ———— sin — sin ————
Cn =Re(Cp +i8p) = —2—5—2— et Sy = Im(Cp +i8y) = — 22—~
sinz sinz
- 2éme cas. Si 0 € 2nZ, on a immédiatement C,, =n+1et S, =0.
Finalement,
noe . m+1)0 .nd . (n+1)0
N cos —-sin ——— . sin —-sin ———
vmeN, Y cos(ko) = , SOEML Y sin(ke) = o 5i 0 ¢ 2nZ
sin — sin —
k=0 k=0
n+1si0 € 2nZ 0sib € 2nZ

7) Soient x € [0,1] et n € N*. Puisque —x # 1, on a

k=1 k=0
Par suite,
: A () (o
— / — — — — —
sn(x)_sn(o)+Josn(t) dt JO T d L]Hdt L Tt dt =In(T +x) L Tt dt
Mais alors,
X (_gm X () X 4n X n+1 1
\Sn(x)—ln(1+x)\zj Sl gJ (1) dt:J' dtht“dt:X <1
o 1+t o| 1+t o 1+t 0 n+1 " n+1
Comme tend vers 0 quand n tend vers 400, on en déduit que

n

vx€[0,1], lim Y (1) XM =

n— —+oo
k=1

En particulier,

8) a) Soit n € N. un+1 —3 =2u, — 6 =2(un — 3). La suite (un — 3)nen est donc une suite géométrique, de raion q = 2
et de premier terme ug — 3 = —2. On en déduit que, pour n entier naturel donné, u, —3 = —2 x 2™. Donc,

vneN, u, =321, I

b) Soit n € N.

n n n 2n+17]
Zuk:Z:’)—ZZZk::&(n—k])—Zﬁ =-—2""2 1 3n 45,
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n°’7
1 (k+D-k_ 1 1
k(k+1)  k(k+1) k k+1’

s 1 LI 1 1
R M LR e
= k(k+1) = k k+1 n+1 n+1

1) Pour tout entier naturel non nul k, on a et donc

1 1 (k+2)—-k 1
Pour tout naturel non nul k, on a kT k<2 Zk(k+1)(k+2) =5 (

1 1
k(k+1)  (k+1)(k+2)

) et donc

- 1 = 1 Rya 1 B (n+3)
];kk—H (k+2) ;( k(k+1) (k+1)(k+2))_E(E_(n+1)(n+2)>_4(n+1)(n+2)'

2) Soit n € N*.
- Calcul de S;. Posons Py = aX2 +bX+c. On a

PiX4+1)=Pi(X)=a((X+1)>=X3)+b((X+1)=X) =2aX+ (a+b).

Par suite,
1 1
Pi(X+1)—P:(X) = X(:)Za—1eta+b—0(:)a—z tbz—z
X2 X X(X=1
ch=g-7-77
Mais alors,
n n
nn+1
> k=) (Pi(k+1)— (k)):P1(n+1)—P1(1)—%.

k=1 k=1
- Calcul de S». Posons P, = aX® + bX2 +¢X+d. On a

Po(X+1)=Pa(X)=al((X+ 12 =X3)+b((X+1)2=X2) +c((X+1)=X)=3aX?>+(3a+2b)X+a+b+ec.

Par suite,
5 1 1 1
P2(X+1)=P2(X) =X 3a=Tet3a+2b= Oeta+b+c—0<:>a—§ tb:—zetc:g
X3 X2 X XX=12X-1)
Ppb=———+-—-= .
chE3 77 Tg 6
Mais alors,

nn+1)2n+1)
c .

Zkz = Z(Pz(k+])_P2(k)) =P2(n+1)—P2(1) =
k=1

k=1
- Calcul de S3. Posons P3 = aX* + bX3 +¢cX2 +dX+e. On a

Ps(X+1)=P3(X) = a((X+D* =X +b(X+12 =X3) +c(X+ 1) =X +d((X+1) = X)
=4aX3 4 (6a+3b)X?> + (4a+3b+2c)X+a+b+c+d.

Par suite,

P3(X4+1)—P3(X)=X3e4a=1,6a+3b=0,4a+3b+2c=0eta+b+c+d=0

1 1 1
<:>C1—Z b——z C—Zetd—O
<:P X_4_X_3+X_Z—M
3T T2 T a T 5

(© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés. 7 http ://www.maths-france.fr



Mais alors,

n

2 2
ZkSZZ Ps(k 1) — Ps(K)) = Ps(n + 1) — P3(1) = 2217
k=1

- Calcul de S4. Posons P4 =aX?+bX*+ X3+ dX2+eX+f. On a
PaX+1)—PaX) =a((X+ 1) =X)+b(X+ 1) =X +c((X+1)2 =X3)+d(X+1)2-X?)

+e((X+1)=X)
=5aX* + (10a+4b)X> + (10a+ 6b+3c)X?> + (5a+4b+3c+2d)X+a+b+c+d+e.

Par suite,
Pa(X+1)—PsX)=X* & 5a=1, 10a+4b =0, 10a+6b+3c =0, 5a+4b+3c+2d=0
eta+b+c+d+e=0
1 1 1 1
Sa=5 ¢T3 “e="3
X5 Xt X3 X X(X=1)(6X3—=9XZ+X+1)
e B BT 30 '
Mais alors,

nn+1En® +9m?+n—1)

D K= (Palk+1) = Pa(k)) =Pa(n+1) = Pa(1) =

k=1 k=1 30
vn € N*|
2
= nn+l) «., nn+H2n+1) « ; (n+1)? =
Zk:f,Zk: - ,Zk—i >k
k=1 k=1 k=1 k=1
o (n+1)(6n3 +9n? —l—n—])
t k*
et ) 30

3) Soit n € N*. On rappelle que (planche n° 2, exercice n° 7)

V(a,b) €]0,4+00[?, Arctana — Arctanb = Arctan a

Soit alors k un entier naturel non nul. On a

Arctan k2+17k+1 = Arctan % = Arctan(k 4+ 1) — Arctan k.

Par suite,

n

Z Arctan k I Z(Arctan(k + 1) — Arctan k) = Arctan(n + 1) — Arctan 1 = Arctan(n + 1) — —
k=1

4) Soit n € N*. Pour k entier naturel non nul donné, on a

2 (K —
Arctan — = Arctan (kD) —(k—1)

2 T~ Arctan(k 1) — Arctan(k —1).

Par suite,

n

n 2 n n
Z Arctan = Z(Arctan(k + 1) — Arctan(k — 1)) = Z Arctan(k +1) — Z Arctan(k — 1)
k=1 —

k=1 k=1
n+1 n—1

= Z Arctank — Z Arctank = Arctan(n + 1) + Arctann — Arctan 1 — Arctan0
k=2 k=0

= Arctan(n+ 1) + Arctann — g
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n° 8

1) Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Parmi les n? couples (i,j) tels que 1 < 1,7 <n, il y en a n tels que i =j et donc
n?—n=nn-1)tels que 1 <1i,j <neti#j. Comme il y a autant de couples (i,j) tels que i > j que de couples (i,j)
nn-—1)

5 couples (1,j) tels que 1 <1< j <n. Finalement,

tels quei < j,ily a

2) Soit n € N*.

. ) (n+1) _nin+1)
=3 (Y] =nYy =MD il

1<ij<n  i=

=
-
Il
-
-
Il
-

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

> )‘i(Z)) ZJ—H—ZJ ;j

1<i<ji<n j=2
nmn+ 1)( 2n—|—1) 1) - (n—i—1)71 - nn+1) 2n+17]
2 N 2 3
( n—H)
3) Soit n € N*.
. (n+1)
ij = i il = 7
1<i,j<n 1<i<n 1<5<n

4) Soit n € N*.

NgE

n 2
22 < k2> ( h2> ( n+1)(2n+1))
1§§§n 1; =1 6

Zk4 nm+06En>+mM2+n—1)
30

n
Comme d’autre part, Z ht =

h=1
n‘(n+1)(6en® +9n? +n—1)
E h* = E <§ h4> ngh4 30 ,

1<h,k<n k=1

,on a

n?m+1)(6n®+Mm? +n—1)
30

et bien sir E k4 =
1<h,k<n

. Par suite,

. 1 o (n+1)(6n3+9n2+n+14)_]Snz(n+1)2(2n+1)2
nT s 30 36

1 G G 5 (15 12 ) .

=5 <2n —2n°+n 33 + termes de degré au plus 4

= —1 + termes tendant vers 0
Par suite,

lim u, =-—1.
n— +oo

n°9

1) Soit n € N*.
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a 7 a
2) Soit a €]0, [ et 1 € N*. Alors, pour tout entier naturel non nul k, on a 0 < Zk < 5 < 5 et donc sin 7K #£0.
On sait alors que pour tout réel x, sin(2x) = 2sin x cosx. Par suite, pour tout entier naturel non nul k,

. a . a a a sin(a/2%7)
sin(2 x z_k) zzslnz—kcosz—k et donc cosz—k = W.

Mais alors,

Hsm (a/2 1)
k=1
Hsin(a/zk)

k=1

sin(a/2%)
sin a
L sin(a/2n)"

COS = — e PN

1
2 14 2sinfa/2¥) 2

n n . (a/zk_])
H a S

~
Il
-

sin(a/2%)

B
It
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