Planche n° 9. Dimensions. Espaces vectoriels de

dimension finie. Corrigé

n°1: ee4 et es ne sont clairement pas colinéaires. Donc (e4, es5) est une famille libre et dim G =rg (eq,e5) = 2.
Ensuite, puisque e; et e, ne sont pas colinéaires, on a 2 < dim F < 3.
Soit alors (A, u,v) € R3.

A=0((3)—(2)
=49 v=A=0(1)—(2) =A=p=v=0.
Ap+2v=0(1)

Aep +pnex +ve;3 =0= A tptv=0 |

1
A+u+v=0 (2
3
AIAN+3u+v=0 (

On a montré que : V(A,u,v) €R3, (Ae; +ues +ves=0=A=u=v=0).
(e1,e2,e3) est donc libre et dim F =rg (e1,e,e3) = 3.

e Comme F C F+ G, dim (F+ G) > 3 ou encore dim (F+ G) = 3 ou 4. De plus :

dim (F+G)=3&F=F+G& GCF&{es,e5) CF

On cherche alors (A, 1, v) € R3 tel que eq4 = Aeq + pes +ves ce qui fournit le systéme :

(1)
A+p+v=0 (2
AAt+pt+v=—1 (3)
INH3u+v=2 (4)

(3) — (2) fournit A = —1 puis (1) — (2) fournit v = —2 puis (2) fournit p = 4.
Maintenant, (4) n’est pas vérifiée car 4 x (—1) +3 x4 —2 = 6 # 2. Le systéme proposé n’admet pas de solution et donc
e4 € Vect(eq, ez, e3) = F. Par suite, dim (F+ G) = 4.

Enfin,

At p+2v=-1

dim (FNG) =dim F+dim G —dim (F+G)=34+2—-4=1.

dim(F) = 3, dim(G) = 2, dim(F+ G) =4 et dim(FN G) = 1.

n°2: OnaH; CH;+H;et done dim (Hy +Hz) > n—1 ou encore dim (H; + Hz) € {n — 1,n}. Donc

MmM-—T)+M=-T)—-n=-1)=n-1
dim (H; NH2) =dim H; +dim H; —dim (H; + Hy) = ou
MmM-—T)+n—-1)—-m=n-2

Maintenant, si dim (H; + Hz) =n — 1 = dim H; = dim Hj, alors H; = H; + H; = H; et donc en particulier, Hy = Hy.
Réciproquement, si Hy = H, alors Hy + Hy, = Hy et dim (Hy + Hz) =n—1.

En résumé, si Hy et H, sont deux hyperplans distincts, dim (H;NH2) = n—2 et bien str, si H; = Hy, alorsdim (H;NHy) =
n—1.

Sin = 2, les hyperplans sont des droites vectorielles et l'intersection de deux droites vectorielles distinctes du plan vectoriel
est de dimension 0, c’est-a-dire réduite au vecteur nul.

Sin = 3, les hyperplans sont des plans vectoriels et I'intersection de deux plans vectoriels distincts de ’espace de dimension
3 est une droite vectorielle.

n°3: Ona
n =dim E = dim (Ker f + Ker g) = dim (Ker f) + dim (Ker g) — dim (Ker f N Ker g),
mais aussi,

n =dim (Im f) + dim (Im g) —dim (Im fNIm g) = 2n — dim Ker f — dim (Ker g) — dim (Im f N Im g).
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Par suite,

n + dim (Ker fNKer g) = dim (Ker f) + dim Ker g =n —dim (Im fNIm g)

puis n + dim (Ker f N Ker g) = n — dim (Im f N Im g) = dim (Ker f N Ker ¢g) + dim (Im f N Im g) = 0 ou encore
dim (Ker f N Ker g) = dim (Im f N Im g) = 0, et finalement, Ker f N Ker g = Im f N Im g = {0}. Ceci montre que les
sommes proposées sont directes.

n°4 : 1) Si P est un polynome de degré inférieur ou égal a n, alors P(X + 1) — P(X) est encore un polyndme de degré
inférieur ou égal a n. Par suite, @ est bien une application de E dans lui-méme.
Soient alors (P, Q) € E2 et (A, n) € R2.

QAP 4+ uQ) = (AP + uQ)(X+ 1) — (AP + uQ)(X) =A(P(X + 1) = P(X)) + p(Q(X + 1) — Q(X))
=A@ (P) + ne(Q).

@ est linéaire de E vers lui-méme et donc un endomorphisme de E.

2) Soit P € E.

PeKer ¢ & Vx € R, P(x+ 1) = P(x). Montrons alors que P est constant.

Soit Q = P — P(0). Q est un polynéme de degré inférieur ou égal a n s’annulant en les entiers naturels 0, 1, 2,... (car
P(0) =P(1) =P(2) =...) et a ainsi une infinité de racines deux a deux distinctes. Q est donc le polynoéme nul ou encore
Vx € R, P(x) = P(0). Par suite, P est un polynéme constant.

Réciproquement, les polyndémes constants sont clairement dans Ker ¢ et donc

Ker ¢ = {polynémes constants} = Ro[X].

Pour déterminer Im ¢, on note tout d’abord que si P est un polynome de degré inférieur ou égal a n, alors @(P) =
n—1

P(X+1)—P(X) est un polyndéme de degré inférieur ou égal & n—1. En effet, si P = ap, X™ + Z axX* (avec a, quelconque,
k=0
éventuellement nul) alors

@(P) = an((X4+1)™ —X™) + termes de degré inférieur on égal an — 1
= an (X™ — X™) 4 termes de degré inférieur on égal an — 1

= termes de degré inférieur on égal an — 1.

Dong, Im (@) C Ry _1[X]. Mais d’apres le théoréme du rang,

dim Im (@) = dim R, [X] —dim Ker (¢) =(n+1) —1=n=dim Ry_1[X] < +o0,

et donc Im @ = R,,_1[X]. (On peut noter que le probléme difficile « soit Q € Ry,,_1[X]. Existe-t-il P € R [X] tel que
P(X+1)—=P(X) =Q7?» a été résolu simplement par le théoréme du rang.)

n°5 : Soit u=(x,y,z,t) = xer +yes +ze3 + teg € R*. Alors,

f(u) =xf(er) +yf(e2) + zf(e3) + tf(es) = x(2e1 + e3) +u(—e2 + es) +z(e1 + 2e3) + t(ex — es)
= (2x+z)er + (—y +t)ez + (x + 2z)e; + (y — t)es.

Par suite,
2x4+2=0
—y+t=0 x=z=0
ueKer f&s Xt 22 =0 (:){ —t
y—t=0

Donc, Ker f ={(0,y,0,y), y € R} = Vect((0,1,0,1)).

Ker f = Vect((0,1,0,1)).
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Soit u’ = (x/,y’,z',t') € R*.

1
2x +z=x' x=z(2x"—z")
Y A A 4 -y +t:U/ 4 f? / /
u —(X,y,Z,t)EImf@H(X,y,Z,t)ER/ / <:>E|(vavz'»t)€]R/ Z——(*X +ZZ)
x+2z=z 3 ,
y—t=t’ t=y+y
y' +t'=0
sy =t/
(siy’ # —t', le systéme ci-dessus, d’inconnues x, y, z et t, n’a pas de solution et si y’ = —t’, le systéme ci-dessus admet

1 1
au moins une solution comme par exemple (x,y,z,t) = <§(2x’ —2'),0, = (—x"+22"),y")

3
Donc, Im f = {(x,y,z,t) € R*/ y+t =0} = {(x,u,2,—y)/(x,u,2) € R?} = {xe1 +y(es —es) + ze3, (x,u,z) € R*} =
Vect(eq, ez — es, e3).

Im f - (vavzv —U)/(X,U,Z) € R3} = VeCt(e1’ez - 64’ 63)'

Autre solution pour la détermination de Im f.
Im f = Vect(f(e1),f(e2),f(e3), f(es)) = Vect(2e; +e3,—ez +es,e1 +2e3,e2 —es) = Vect(2e; +e3,e1 +2e3,e2 —e4). Mais
d’autre part, d’aprés le théoréme du rang, dim (Im f) =4—1 = 3. Donc, (2e; +e3,e; +2e3,e2 —e4) est une base de Im f.

n° 6 : Soient (z,z') € C? et (A, ) € R?.

fAz + uz’) = Az + uz’) + a(Az + pz’) = Az + az) + u(z’ + az’) = AMf(z) + pf(z’).
f est donc R-linéaire. On note que f(ia) =i(a —|al?) et que if(a) =1i(a + |a?). Comme a # 0, on a f(ia) # if(a). f n’est
pas C-linéaire.

Soit z € C\ {0}. Posons z=r1e'® ot r € R et 0 € R.

zeKerfez+az=08¢e® +ae ¥ =0se® = —qa.
ler cas. Si|a| # 1, alors, pour tout réel 0, e*'® # —a. Dans ce cas, Ker f = {0} et d’aprés le théoréme du rang, Im f = C.
2éme cas. Si |a| = 1, posons a = el*.

x+7

20 — g e ot g c x4+ 2nZ &0 € + 7.

Dans ce cas, Ker f = Vect(e!(*+7)/2). D’aprés le théoréme du rang, Im f est une droite vectorielle et pour déterminer
Im f, il suffit d’en fournir un vecteur non nul, comme par exemple f(1) =1+ a. Donc, si a # —1, Im f = Vect(1 + a). Si
a=-1,VzeC(C, f(z) =z—zZ=2ilm (z) et Im f =1iR.

n°7: 1) Pour (x,y) € R?, posons f((x,y)) = (x',y").

2 4 2 [ X =oax+yy
e 2R & 3o Boys) € R Vixy e, { 5 2Ty
2) Avec les notations précédentes,
P e . o z+z Z—Z, . .,Z+Z Z—Z
z/=x"+1iy —(ocx+YU)+1([3x+6y)—(oc—2 +Y— ) +1i(B 3 + 5 )
_(a+d By x—0  PBt+vyv\_ =
—( 3 +1 > >z+< > +1 > Z=az+ bz
. atd By a—=0 Bty
oua—T—i-l 5 etb—T—l—l 7

3) Réciproquement, si z’ = az + bz, en posant a = aj +1ia, et b = by +1ib, ot (a7, az,by,bz) € R*, on obtient :

x"+1y’ = (a1 +iaz)(x +iy) + (b1 +ib2)(x —iy) = (a1 + by )x + (—az + ba)y +i((az + b2)x + (a1 — b1 )y)

et donc,

{ x" = (a3 +by)x+ (b2 — a2y
y' ' =(az+b2)x+ (a1 —by)y

(© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés. 3 http ://www.maths-france.fr



n® 8 : Par définition, rg (W +v) =dim (Im (w4 v)).
Im (w+v) ={ulx) +v(x), x € E} C {u(x) +v(y), (x,y) € E2} =Im u+ Im v.

Donc,

rg(u+v) =dim (Im (u+v))
<dim (Im u+Im v) =dim (Im u) + dim (Im v) —dim (Im uN Imv)

<dim (Im u) + dim (Im v) =rg u+rgv.

On a montré que :

Vu,v) € (Z(E,F))? rg (u+v) <rgu+rgv.

Ensuite,
rgu=rg (u+v—v) <rg (u+v)+rg (—v) =rg (W+Vv) +1rgV,

(il est clair que Im (—v) = Im v) et donc rgu —rgv < rg (u+ v). En échangeant les roles de u et v, on a aussi
rgv—rg u=rg (u+v) et finalement

Y(u,v) € (L(E,F))?, rgu—1g vl <1g (W+V).

n°9: 1)
e (1)=(2). Si Ker f = Im f, alors pour tout élément x de E, f(x) est dans Im f = Ker f et donc f(f(x)) = 0. Par suite,
f2 = 0. De plus, d’aprés le théoréme du rang, n = dim (Ker f) 4+rg f = 2 rg f ce qui montre que n est nécessairement pair
n
t f==.
et que rg 3
¢ (2)=(3). Sif> =0et n=2rgf (€ 2N), cherchons un endomorphisme g de E tel que fo g+ go f = Idg.
Posons v =rg f et donc n = 2r, puis F =Ker f =Im f (dim F =7).

Soit G un supplémentaire de F dans E (dim G =r). Soit (eq,...,e.) une base de G. Pour i € [[1,], on pose e; = f(e]).
Montrons que la famille (eq, ..., e;) est libre. Soit (A1, ...,A;) € R".

Zmei_o;xf<ZAe{> =0= ) Mef€Ker fNG={0}=>Vie{l, ., A =0,
i=1 i=1

i=1
car la famille (e)1<i<r est libre. (e, ..., e.) est une famille libre de F = Im f de cardinal r et donc une base de F = Ker f =
Im f. Au passage, puisque E =F® G, (er,..., er, €], ..., e}) est une base de E.

Soit alors g ’endomorphisme de E défini par les égalités : Vi € [1,7], g(ei) = e/ et g(e{) = e; (g est entiérement déterminé
par les images des vecteurs d’une base de E). Pour i élément de [1,7], on a alors :

(fog+gof)ei) =f(e{) +9(0) =ei +0 =e,
et

(fog+gof)le]) =fle)) +glei) =0+ef =e¢f.
Ainsi, les endomorphismes fo g+ g o f et Idg coincident sur une base de E et donc fog+ gof =Idg.

e (3)=(1). Supposons que f2 = 0 et qu'il existe g € .Z(E) tel que fog+ gof = Idg. Comme f2 = 0, on a déja
Im f C Ker f. D’autre part, si x est un élément de Ker f, alors x = f(g(x)) + g(f(x)) = f(g(x)) € Im f et on a aussi
Ker f C Im f. Finalement, Ker f = Im f.

2) L’existence d’une base (e1,...,€p, e{,...,e{,) de E vérifiant les conditions de I’énoncé a été établie au passage (avec
p=r=rgf).

n° 10 : 1) Soient k un entier naturel et x un élément de E.

x € N = f*x) =0= f(f*(x)) =f(0) =0 = f*1(x) =0 = x € Ni41.
On a montré que : Vk € N, Ny C Nyy1. Ensuite,

x€hey1 = e/ x=FfFy) = Fz(=fy) € E/x=f(z) = x € L.
On a montré que : Vk € N, Iy C Ii.
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Vk € N, Ny C Nk+] et Vk € N, Tkt C L. I

2) a) Soit k un entier naturel. Supposons que Ny = Ny 1. On a déja Nyy1 C Nyi2. Montrons que Nyio C Nyyg.
Soit x un élément de E.

x € Niy2 = 72 (x) =0 = "1 (f(x)) = 0 = f(x) € N1 = Ny = f5(f(x)) =0
=>fk+1(x) =0=%x € Nx41.

b) On a {0} = Np C Ny C Nj... Supposons que chacune de ces inclusions soient strictes. Alors, 0 = dim Ny < dim N; <
dim Nj3... Donc dim Ny > 1, dim N> > 2 et par une récurrence facile, Yk € N, dim Ny > k. En particulier, dim N7 >
n+1>n=dim E, ce qui est impossible. Donc, il existe un entier naturel k tel que Ny = Ny1.

Soit K =€ {k € N/ Ny = Ny;1}. K est une partie non vide de N et admet donc un plus petit élément que I’on note p.
Puisque f est non injectif, {0} = Ny g N; et donc p € N*. Par définition de p, pour k < p, Ny g N1 et, d’aprés le a)

et puisque N, = N 41, on montre par récurrence que pour k = p, on a Ny = Nj,.

peN,VkeN, (k<p=Ng#Ngpretk>p= N =Ny

Remarque. L’hypothése « dim(E) < 400 » est essentielle pour assurer I'existence de p. Par exemple, soit f 'endomor-
phisme de R[X] qui & un polynéme P associe P’. Alors Ng = {0}, N7 = Ro[X], N2 =R;[X], ..., N, =R, _1[X], ...et donc
Vk € N, Ny g Nyy1-

¢) 0 <dim Ny < ... < dim N, montre que pour k < p, on a dim Ny > k et en particulier p < dim N, =n.

p<n

3) Puisque Ny C N1, que Ii41 C Ik et que dim E < 400, on a :

Ni = Nyi1 & dim Ny = dim Ny & n—rg (f) =n—r1g (f*"") & dim (Ix) = dim (Ix1) & Ik = Tipr.
Donc, pour k < p, Ix % Ix41 et pour k > p, Ix = k4.

4) Soit x € I, NN, Alors, fP(x) =0 et 3y € E/ x = fP(y). D'ot, f?P(y) =0 et y € N2, = N,, (puisque 2p > p) et donc
x = fP(y) = 0. On a montré que I, NN, = {0}. Maintenant, le théoréme du rang montre que E = dim (I,) +dim (Ny) et
donc E =1, ® N,,.

Posons f,1, = f’. f/ est un endomorphisme de I,,, surjectif, car
Imf’ =f'(L,) = f(Ip) = 41 = Ip.

Puisque dim I, < 400, on sait alors que f' € ¥.Z(1,,).

5) Soient k un entier naturel et gy la restriction de f a Iy.

D’aprés le théoréme du rang, dx = dim (I) = dim (Ker gi) + dim (Im gy ). Maintenant, Im gx = gk (Ix) = f(Ix) = Ixi1
et donc dim (Im gy) = dyx41. D’autre part, Ker gy = Ker f,;, = Ker fN Iy.

Ainsi, pour tout entier naturel k, dx — dx1 = dim (Ker f N Iy). Puisque la suite (Ix)xen est décroissante pour I'inclusion,
la suite d’entiers naturels (dim (Ker f N Ix))xeny = (dx — dks1)ken est décroissante.

n®11: 1) Soit p(€ N*) I'indice de nilpotence de .
Par définition, uP~" # 0 et plus généralement, pour 1 <k <p —1, uX #£ 0 car si uk =0 alors uP~! = ukouP~ "% =0
ce qui n’est pas.
Puisque uP~! # 0, il existe au moins un vecteur x non nul tel que uP~'(x) # 0. Soit x un tel vecteur.
Montrons que la famille (u*(x))o<k<p—1 est libre.
p—1
Soit (Ax)o<k<p—1 € KP tel que Z Axuk(x) = 0. Supposons qu’au moins un des coefficients Ay ne soit pas nul. Soit

§ = Min (K € {0, op— T}/ A £0).
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p—1 p—1 p—1 p—1
> MuFx) =0= ) MauFx)=0=ur <Z )\kuk(x)> =0= ) AP THR(x) =0
k=0 k=1 k=1 k=1

SAMuP T (x)=0 (carpourk>i+1, p—1—i+k>petdoncuP "1k =0)

= A =0 (caruP™'(x)#£0).
Ceci contredit la définition de 1 et donc tous les coefficients Ax sont nuls.K On a montré que la famille (uk(x))ogkgpq
est libre.

2) Le cardinal d’une famille libre est inférieur ou égal & la dimension de l'espace et donc p < n.

Par suite, u™ =uP ou™"P =0.

3) On applique le n° 10 (mais on peut aussi refaire le raisonnement du n° 10 dans cette situation particuliére).

Puisque un! #0,on a Np_q g Ny,. Par suite (d’aprés le n°10, 2)), les inclusions Ny C Ny C ... € N;, = E sont toutes

strictes et donc

0 <dim N7 <dim Njy... <dim N, =n.

Pour k € [0,n], notons di est la dimension de Ny. Pour k € [O,n—1], on a dx+1 > dk et une récurrence facile montre
que, pour k € [0,n], on a dy > k.
Mais si de plus, pour un certain indice 1 élément de [0,n— 1], on a d; = dim N; > i, alors, par une récurrence facile, pour
1<k <n,onadg > ket en particulier d, > 1 ce qui n’est pas. Donc,

Vk € [0,n], dim (Ny) =k,

ou encore, d’aprés le théoréme du rang, vk € [0,n], rg (u*) =n —k, et en particulier rg (u) =n —1.

rg(u) =n—1T1.

n°12: Soit x € E.

x € Ker (f —2Id) NKer (f —31d) = f(x) =2x et f(x) =3x = 3x —2x =f(x) = f(x) =0 = x =0.
Donc, Ker (f —2Id) NKer (f —3Id) = {0} (méme si f2 — 5f + 61d # 0).

Soit x € E. On cherche y et z tels que y € Ker (f —2Id), z € Ker (f —3Id) et x =y + z.

y+z=x etdonc{y:3x_f(x)

e Siy et z existent, y et z sont solution du systéme { 2y + 3z = f(x) z—f(x)—2x

e Réciproquement . Soient x € E puis y = 3x — f(x) et z = f(x) — 2x. On a bien y + z = x puis
f(y) = 3f(x) — f2(x) = 3f(x) — (5f(x) — 6x) (car f* = 5f — 61d)
=6x —2f(x) =2(3x — f(x)) =2y
et y € Ker (f —2Id). De méme,

f(z) = 2(x) — 2f(x) = (5f(x) — 6x) — 2f(x) = 3(f(x) — 2x) = 3z,
et z € Ker (f —3Id). On a montré que E = Ker (f — 2Id) + Ker (f — 3d), et finalement que

E = Ker (f —21d) @ Ker (f —3d).
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