Planche n° 12. Suites

* trés facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** trés difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

U +uUp +...+uUn
n+1

1) Montrer que si la suite (wn )nen vers un réel £, la suite (v )nen converge et a pour limite {. Réciproque ?

2) Montrer que si la suite (un )nen est bornée, la suite (vn)nen est bornée. Réciproque ?

3) Montrer que si la suite (un)nen est croissante alors la suite (vn )nen Pest aussi.

n®1: (***IT) Soient (un)nen une suite réelle et (v )nen la suite définie par : Yn € N| v, =

n® 2 : (***)  Soit (un)nen une suite réelle. Montrer que si la suite (un)nen converge au sens de CESARO (c¢’est-a-dire si
la suite (vn)nen définie au n° 1 converge) et est monotone, alors la suite (uy )nen converge.

n
n® 3 : (**IT) Pour n entier naturel non nul, on pose H,, = Z — (série harmonique).
k=1
1) Montrer que : Yn € N*, In(n+1) < H,, <14 1In(n) et en déduire lim Hy.

n— 400
2) Pour n entier naturel non nul, on pose u,, = Hy, —In(n) et v, = Hy — In(n + 1). Montrer que les suites (u,) et

1
(vn) convergent vers un réel y € [z, 1} (v est appelée la constante ’EULER). Donner une valeur approchée de y a

1072 pres.
n°4 : (**) Soit (Un)nen une suite arithmétique ne s’annulant pas. Montrer que pour tout entier naturel n, on a

o 1 n+1
> =

o Wkl UoUn1

~

n

1
o . (®% :
n°5 : (**) Calculernhm Z

—+0o0
k=1

12422+ ... +k%

n® 6 : (***) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On pose up = a et vp = b puis, pour n entier naturel donné,
Un +Vn

Un+1 = - et Vni1 = {/Un41Vn.
a
bsin (Arccos())
sin rccos(b)

Arccos (%)

Montrer que les suites (uy ) et (vy) sont adjacentes et que leur limite commune est égale a

n® 7 : (**) Limite quand n tend vers +oo de

n

])2) Zkz
5) VnZ 6)vn+1—vn 1)L

£(n-32)) "

1
n° 8 : (**) Etudier la suite (u,) définie par v +1—y/n = ——.
2yn+u,

sinn " n! L 22k
— - /2
1) ) <1+n> 3) o 4) 8) k|:|1z .

n°9 : (**T) (Récurrences homographiques).
u
Déterminer u,, en fonction de n quand la suite u vérifie :1) Yn € N, un 1 = - 2) upig =

ne pas se
3—2u, Un (ne p

poser de questions d’existence).
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n® 10 : (**) Soient (u,) et (vn) les suites définies par la donnée de up et vo et les relations de récurrence

2un +vn  Un + 2vn
Un+1 = 3 et 3 .

Etudier les suites u et v puis déterminer u, et v, en fonction de n en recherchant des combinaisons linéaires intéressantes

de u et v. En déduire lim u, et lim vy.
n— +o0 n— +o0

Vn +Wn Un +Wn Un +Vn

n°® 11 : (**) Meéme exercice avec Un41 = 3 et vl = > et wni1 = 3

n® 12 : (*¥**) Montrer que les suites définies par la donnée de up, vo et Wy réels tels que 0 < up < vo < wy et les
relations de récurrence :

3 1 1 1 Un + Vv + Wi
= 4+ — 4+ —etv = JUnvawn et w =)
Unit Un Vi Wi n+1 nVnhvn n+1 3

ont une limite commune que ’on ne cherchera pas a déterminer.

n°® 13 : (***I) Soit u une suite complexe et v la suite définie par v, = [un|. On suppose que la suite ( /vy ) converge
vers un réel positif {. Montrer que si 0 < £ < 1, la suite (u,) converge vers 0 et si £ > 1, la suite (v ) tend vers 4oo.
Montrer que si { = 1, tout est possible.

n° 14 : (***I)
Un 41

1) Soit u une suite de réels strictement positifs. Montrer que si la suite ( ) converge vers un réel {, alors ( /1,)

Un
converge et a méme limite.

2) Etudier la réciproque.

1 !
3) Application : limites de a) {/C%, b) p/ B

n
c)
n!

V! n2 n! -

n® 15 : (*) Soient u et v deux suites de réels de [0, 1] telles que hIJIrl unvy = 1. Montrer que (uy) et (v) convergent
n— +o0o

vers 1.

n® 16 : (**) Montrer que si les suites (u2) et (1) convergent alors (u,) converge.
1 n 1 n+1
n® 17 : (***T) Etudier les deux suites u,, = (1 + E) et vy, = (1 + E) .

n
. 1 1
n® 18 : (**T) Meme exercice avec U, = —etvp =un + —.
k! |
! n.n!
k=0

o] W
n°® 19 : (**T) Meéme exercice avec U, = — | =2vn+Tetv, = — | = 2yn.
- (Z5)-> (%)

n°® 20 : (**T) Déterminer u, en fonction de n et de ses premiers termes dans chacun des cas suivants :

1) vneN, 4uno =4uny1 + 3un.
2) Vn e N, dun o =uy.
3) VneN, dup i =4un g + 3un + 12,
g vnen, 2 -1 1
Un+2 Un+1 Un
5) Vn>2, un =3un 1 —2u, 2 +nd.
6) Vn € N, uni3 —6uni2 + 1Mupyg —6uy =0.
7) ¥V eN, Unia — 2Uny3 +2Uni2 — 2Unyt + Uy =10,

n
n® 21 : (****) On pose u; =1 et, Vn € N*, up 1 =1+ —. Montrer que lim (w, —vn) = =.
n n— 400 2
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n® 22 : (***) Montrer que, pour n > 2,

cos(n) ]\/2+\/2+ 4+V2 —1radlcaux)etsm(7-[) ]\/2 2+ .. +\/Z( n — 1 radicaux).
En déduire lim Zn\/ —\/2+ ...+ V2 (n radicaux).
n—+oo

n° 23 : (**¥*)
1) Montrer que pour x réel strictement positif ona:In(T+x)<x<(1T+x)In(1+x).

vn!

1 k41
2) Montrer que H (1 + ) <e < H (1 + ) et en déduire la limite quand n tend vers oo de

n® 24 : (¥***)  Soit (un) = Pr ) avec Pn € Z et qn € N*, une suite de rationnels convergeant vers un irrationnel x.
n

Montrer que les suites (|pn|) et (gn) tendent vers +oo quand n tend vers +oo.
n° 25 : (**) Donner un exemple de suite (u,) divergente, telle que Yk € N* \ {1}, la suite (uyxn) converge.

n® 26 : (***I) Soit f une application injective de N dans N. Montrer que lim f(n) = +oo.

n— —+oo
n® 27 : (***I) Soit u, 'unique racine positive de ’équation x™ +x — 1 = 0. Etudier la suite (u,).

n° 28 : (****I) Etude des suites (un) = (cosna) et (vy) = (sinna) od a est un réel donné.

a
1) Montrer que si = est rationnel, les suites u et v sont périodiques et montrer dans ce cas que (u, ) et (v ) convergent

si et seulement si a € 2nZ. a
2) On suppose dans cette question que e est irrationnel .

a) Montrer que (u,) converge si et seulement si (vy,) converge .
b) En utilisant différentes formules de trigonométrie fournissant des relations entre u,, et vy, montrer par 'absurde
que (un) et (vy) divergent.

a
3) On suppose toujours que 7 est irrationnel. On veut montrer que I’ensemble des valeurs de la suite (un) (ou (vi))

est dense dans [—1, 1], c’est-a-dire que Vx € [—1,1], Ve > 0, In € N/ Ju, — x| < € (et de méme pour v).
a) Montrer que le probléme se raméne a démontrer que {na + 2k7, n € N et k € Z} est dense dans R.
b) Montrer que E = {na + 2km, n € Net k € Z} est dense dans R (par I’absurde en supposant que inf(ER% ) > 0

a
pour en déduire que = €Q).
c) Conclure.

n® 29 : (****) Montrer que 'ensemble E des réels de la forme u, = sin(In(n)), n entier naturel non nul, est dense dans

[—-1,1].
n° 30 : (***) Calculer infye)o ((sup,en(|sin(ne)l)).

n°® 31 : (**I) Soit (un) une suite réelle non majorée. Montrer qu’il existe une suite extraite de (u,) tendant vers +oo.

n® 32 : (***) Soit (un) une suite de réels éléments de 10, 1] telle que Vn € N, (1 — un)uni1 > —. Montrer que (un)

1

converge vers z .
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