Planche n°® 12. Suites. Corrigé

€
n°1: 1) Soit € > 0. Il existe un rang no tel que, si n > ng alors [uy, — £ < =. Soit n un entier naturel strictement

2
supérieur a M.
] n ] n
=l = g D 72 (w0
k=0 k=0
] n .I no .I n
<S——= ) hu—l=—=> hu—l+—s > lu—4
n+1 = n+1 = +1 Kt 1
= L T & 1 AL
SN T SR TR
n—i—]k:O +1k:n0+12 n—l—]kzo n—l—]k:OZ
T &
- e _
n+1 Zo e — U+ 2
Mo
Maintenant, Z [ux — £| est une expression constante quand n varie et donc, hm ] Z [ux — £ = 0. Par suite, il
k=0

€
existe un entier nq > ng tel que pour n > nq, —— u — 4 < =.
1 = no tel que p > 1,n+]Z\ k=<3

€ €
Pour n > 1, on a alors \vn—€\<z+zzg

On a montré que Ve > 0, Iny € N/ (Vn € N)(n > ny = v, —{| < ¢). La suite (v,) est donc convergente et lirf vn = L.
n— +o0o

Si la suite u converge vers { alors la suite v converge vers {. I

La réciproque est fausse. Pour n dans N, posons u, = (—1)™. La suite (u,) est divergente. D’autre part, pour n dans N,
n

1
Z(fﬂk vaut 0 ou 1 suivant la parité de n et donc, dans tous les cas, [v,| < ——. Par suite, la suite (v, ) converge et

= n+1
lim v, =0.
n—+oo
2) Si u est bornée, il existe un réel M tel que, pour tout naturel n, [u,| < M.
Pour n entier naturel donné, on a alors
] n n
| < —— u (n+1)M = M.
Inl_n+1];)\k\ Z +1)M

La suite v est donc bornée.

Si la suite u est bornée alors la suite v est bornée. '

psin=2p,peN
—psin=2p+1, peN "’
u n’est pas bornée car la suite extraite (uyp) tend vers +oo quand p tend vers +oo. Mais, si n est impair, vqa =0, et sin
1T n T n+1 1
<

est pair, v, = —— X Up = 2(%—}—1)’ et dans tous les cas [v,| < i S = 7 et la suite v est bornée.

3) Si u est croissante, pour n entier naturel donné on a :

La réciproque est fausse. Soit u la suite définie par : Yn € N, u, = (—=1)"E (%) = {

1 n+1 1 n 1 n+1 n
n —Vn=_——">= — = T oy - 2
Ve n+2l;)““ n+1l;)““ m+1n+2) (mH)Z““ (nt )Z““
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La suite v est donc croissante.

Si la suite u est croissante alors la suite v est croissante. '

n® 2 : Supposons sans perte de généralité u croissante (quite & remplacer u par —u).
Dans ce cas, ou bien u converge, ou bien u tend vers +oo.

Supposons que u tende vers +00, et montrons qu’il en est de méme pour la suite v.
Soit A € R. Il existe un rang ngy tel que pour n naturel supérieur ou égal a ng, u,, > 2A. Pour n > np + 1, on a alors,

Vn = n+1<Z““+ Z ““)— 1Z et 101)2/\

k=no+1

n—ng)2A
Maintenant, quand n tend vers 400, —— Z wy + 70) tend vers 2A et donc, il existe un rang n; a partir duquel
n+1 4 n+1

(n— no)ZA
A.
1 Z Wt 7
On a montre que :YmeN, Ing e N/ (Vne€N), (n>ny = v, > A). Par suite, lirf vn = +00. Par contraposition, si
n— -+oo

v ne tend pas vers +o00, la suite u ne tend pas vers +oo et donc converge, d’aprés la remarque initiale.

1
n°3 : 1) La fonction x — — est continue et décroissante sur ]0, +oo[ et donc, pour k € N*, on a :
X

1 1 k+1 1
—— =(k+1-k)——= < —dx<(k+1—-k)= ==
P L )k—H_L x skl -Tg
k+1] 1 k 1
Donc,pourkZ],—ZJ' —dxet,pourkZZ,—SJ — dx.
k kX k k—1 X
En sommant ces inégalités, on obtient pour n > 1,
n 1 n k+1~| n+1
HHZZEZZJ'k ;dXZJ1 _dlen(n+1)a

et pour n > 2,

1 L "
Hn_HkZzESHkZzJ ];dx:1+L S dx=1+In,
cette derniére inégalité restant vraie quand n = 1. Donc,

vneN Inn+1)<H, <T+Inn.

2) Soit n un entier naturel non nul.

1 1 T‘L+]] n+1 1 1
un+1*un:n—ﬂfln(n—l—])-i-lnn:n—ﬂfJ' —dx:J (——) dx <0

1
car la fonction x — — décroit sur [n,n + 1]. De méme,
X

S A DO L RN P
L L T . 41 o

1
car la fonction x — — décroit sur [n + 1,1 + 2]. Enfin,
X

1
Up —Vvp=Inn+1)—Inn=1In (] +H)

et donc la suite u —v tend vers 0 quand n tend vers +oo.

Finalement, la suite u décroit, la suite v croit et la suite uw — v tend vers 0. On en déduit que les suites u et v sont
adjacentes, et en particulier convergentes et de méme limite. Notons 7y cette limite.
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Pour tout entier naturel non nul n, on a v, < v < un,, et en particulier, vy < vy < u; avec vz = 0,5... et u; = 1. Donc,

€ 1 1
Y Ak
Plus précisément, pour n entier naturel non nul donné, on a

102

1 1 1
Ogunvn§—<:>ln<1—|——>§0,005<:>—§eo’0051<:>n27
2 n n 20,005 _

7= 199,5... & n > 200.

2 102
et une valeur approchée de vz00 &

Donc 0 < v —vip0 < prés (c’est-a-dire arrondie a la 3 éme décimale la plus

proche) est une valeur approchée de y & 1072 prés. On trouve y = 0,57 & 1072 prés par défaut. Plus précisémént,

Y = 0,5772156649... (v est la constante d’EULER).

n®4 : Soit r la raison de la suite u. Pour tout entier naturel k, on a

T Ug+1 — Uk 1 1

Uk Uk 41 Uk Uk 41 Uk Uk 41

En sommant ces égalités, on obtient :

r“ 1 _i<1 1 >_1 1 Unpi—u  (n4+1r
S Uk Uk 41 =0 Uk Uk+1 Uo Un1 UoUn+1 UoUn+1 ’
=] (m+1)
Si r £ 0, on obtient Z = ,et siT =0 (et up #0), u est constante et le résultat est immédiat.
=0 Uk Uk+1 UoUn 41

k

k(k+1)(2k +1
n°®5 : Soit k un entier naturel non nul. On sait que Z i? = # Déterminons alors trois réels a, b et ¢
i=1
tels que, pour entier naturel non nul k,
___ 6 e, b . c
k(k+1)2k+1) k k+1 2k+1 "7
Pour k entier naturel non nul donné,
a. b L a(k+1)(2k+ 1)+ bk(2k+ 1)+ ck(k+1)  (2a+2b+c)k?+ (3a+b+c)k+a
kK k+1 2k+1 k(k+1)(2k + 1) n k(k+1)(2k 4+ 1) '
Par suite,
2a+2b+c=0 a==6
() &< 3a+b+c=0 &4¢ b=6
a==6 c=-24
et donc,

b 6 Tl - 1 LI
* RN ——— — — 4 3 .
V“EN‘;k(k+1)(zk+1) 6<;k+;k+1 ;zkﬂ)

n
1
Ensuite, d’aprés le n° 3, quand n tend vers +oo, Z = Inn+vy+ o(1) puis
k=1

n 1 n+1] 1
Zk—H:ZE:H*‘“*] —1+1n(n+1)+Y+0(1)—lnn+ln<1+H> +y—1+4o0(1)=Inn+vy—14o0(1).
k=1 k=2

Enfin,
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2n+1 1 n 1

ZZK]T:_]+ Z E_Z_k:_]+H2n+1_%Hn
k=1 k=1

k=1

Nl-—‘

=h(2n+1)+v—

(Inm+vy)—T+0(1)=In2+Ilnn+1In (1 2] )er—%lnn—%y—] +o(1)

1 1
:zlnn-l-lnz—l—z]/—]-l—o(])

Finalement, quand n tend vers 400, on a

u 1 1 1
) - —1—4(= 24-2y-1))=63-4m2 .
2 TP P——— 6(1nn+Y+1nn+Y 1 (21nn+ln +2Y 1)) 6(3—41n2)+o(1)

Donc,

a a s
n° 6 : Posons o = Arccos —. « existe car 0 < — < 1 et est élément de }O, 5 [ De plus, a = bcos «. Enfin, pour tout

108 7 o
entier naturel n, — € ]O, = [ et donc, cos — > 0.
2n 2 2n

1 b /
On a up = bcosx et vo = b puis ug :z(uo—i-vo):z(]—l—coux)—bcos —etv1 = /U1Vvo = /b cos? —><b bcos—
b
puisuzzzcos%cﬂ+cos%)=bcos%cos 2—2etvz—\/bcos%coszz—2 Xbcosz—bcoszcoszz...

108 18
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, v, =b | | COS —— % et Uy = vy cos —.

k=1 2"
o o
C’est vrai pour n =1 et si pour n > 1 donné, on av,, =b | | COS — " et U, = v, cos — I alors,
k=1
1 2
Uni] = z(vn COS — o +vn) = v, COS T
puis
x x
Vil = /Uni1Vn = Y COS =—— JLES) (car cos JIES) > 0),
n+1
x o

et donc, v,41 =D | | COS —— " pUisS Up+1 = Vn41COS =—— T

k=1
On a montré par récurrence que

x
vYn € N¥, vn—bl—[cos2 et U, = vy CcOos —.

ZT‘L
k=1

. Vn+1 [0 . . , .
Pour tout entier naturel non nul n, on a v, > 0 et —— = cos T < 1. La suite v est donc strictement décroissante.

Vi 2n

Ensuite, pour tout entier naturel non nul n, on a u,, > 0 et

L« 2
Un+1 :Vn—H CObZ“'H :COb 2ntl :1 ]+# >l(]+]):]
Un Vn cos o8 — 2 08 — 2
2n PAL VA

La suite u est strictement croissante. Maintenant, pour n € N*,
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n n 1 _oc
o sin 2T
vn:bl |cos—:b| | —s
2k 26 0.4
k=1 k=1 < Sl 3
sin o
=
2" sin —
211
sin o sin o . o sin o
Donc, quand n tend vers +o00, v, ~ — = o puis u,, = vy, cos o~ Vo ~ .
n___
2 7

sinoc Vb2 —a?
x Arccos (E) '
b

Ainsi, les suites u et v sont adjacentes de limite commune b

sinm 1 1 sinn
n°7: 1) Pour n € N* ‘S—. Comme — — 0, 0.
n n n—+oo n n— +oo
. sinn
lim =0.

n— +oo n

" 1 1 "
2) Quand n tend vers +o0, In <<1 + —> > =nln <1 + —> ~n x — = 1. Dongc, In (<1 + —> > tend vers 1 puis,
n n n n

] n
(1 + —> = enn(1+1/1) tond vers e! =e.
n

n! .
3) Pour n € N*, posons u, = —-. Pour n entier naturel non nul, on a
n

Unpr  (n+1)! n" o n " "
Un  ml X(nHJ"*‘_(nH) _<1+n '

u u 1
Donc, quand n tend vers +oo, Nl enn(141/n) — e-n(1/ndo(1/n) — e=1+0(1)  Ajngi —1 tond vers o= 0.36... <
Un Un
1. On sait alors que lim wu, =0.
n— +oo

1 1 1 1
4) Porn>1, —=—— <u, < ——=—— Or, et tendent vers T quand n tend vers
1 1 1 1
(nfz)z (n*z)2*1 (n*z)z (n*z)2*1

400 et donc, d’aprés le théoréme de la limite par encadrement, la suite u converge et a pour limite 1.

5) Quand n tend vers +oo, ¥n2 = ewn(n’) = e2Inn/n — eo(1) ot donc V/n2 tend vers 1.

lim Vn2=1.

n— +oo
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1

6) y/n+l—y/nN=—— —
) VAT V= e
1 i nn+H2n+1) 2m* 1
nd — 6n3 Tend 6
n
8) H 2%/25 — 23 T 5T | Pour x réel, posons f(x Z . T est dérivable sur R en tant que polynéme et pour

tout reel X,

(5 m-E0)

X1\’ Mm+Dx"(x—1)— T —=1)  nx™' —(n+1)x"+1
i = (X)) = -

Pour x # 1, on a donc

x—1 (x —1)2 N (x —1)2
ook N 3T Ll
En particulier, Z T = f (E) -2 1 2r — 4 (d’aprés un théoréme de croissances comparées). Finalement,
k=1 (z—-1)2
2
n
[T25% — 2% =a.
k=1
n°8 : Soit n e N.
1 1
——=vn+l-yn&2nt+u, = —— S 2ynt+u, =vn+1+yn
2ym+uy vn T+l —ym " vn

1
dn+un)=(Wn+1+vn)? (:)un:—n+ 2n+1+2y/nn+1)
1
(:)un:Z(—znwWJrZ\/n(nqL]))

Par suite, quand n tend vers +o0,

B n+1+1 T _1+n 1+] 1 _1+n 1/n
tn="7"% " 2 2\V TR ) ]

2
T4+— 41
n
1 1 1 1 1 1
_Z+§ ] —Z+Z+O(])—§+O(1)
T4+ =41
n
. oo
La suite (u,) converge et a pour limite 5
n°9 : 1) Calcul formel de wy.
Soit x € R. 3% =x&2x2 —2x=0& x =0 oux = 1. Pour n entier naturel donné, on a alors
_tn —1
un+1—1:3—2un :3un_3:3un_]
Un+1 Un Un Un
3—2u,
. up —1 w-—1 Uo
Par suite, Un =3" o , puis u, = m
2) Calcul formel de u,.

4(x—1)

Soit x € R. =x & x%2 —4x+4 =0& x =2. Pour n entier naturel donné, on a alors

1 B 1 Un un72+271+ 1
Ungr —2 4un —1) 2un—2)  2un—2) 2 un—2"
Un
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1 1 2(ug —2
Par suite, ——— = L 4+ ——— puisu, =2+ (o )

Up —2 2 Uy —2 (uo—Z)n—i—Z'
1
Unt1 —Un = 3(Vn —n)
n® 10 : Pour tout entier naturel n,ona < v, —v, = —1(\),1 —Un)
1
Vn+1l — Un41 = g(vn —Un)

La derniére relation montre que la suite v—u garde un signe constant puis les deux premiéres relations montrent que pour
tout entier naturel n, sgn(un 1 — Un) = sgn(vn —un) et sgn(viny1 —vn) = —sgn(vy — Uy ). Les suites u et v sont donc
monotones de sens de variation opposés.

Si par exemple ug < vy, alors, pour tout naturel n, on a :

U < Un S Ungt SVt Svp <vo.

Dans ce cas, la suite u est croissante et majorée par vo et donc converge vers un certain réel {. De méme, la suite v est
décroissante et minorée par up et donc converge vers un certain réel {’. Enfin, puisque pour tout entier naturel n, on a

2un +vn 20+ ¢

= ———— on obtient par passage a la limite quand n tend vers l'infini, { = et donc £ = £’. Les suites u

Un+1
et v sont donc adjacentes. Si up > vy, il suffit d’échanger les roles de u et v.

Calcul des suites u et v.

—_

. . : . 1
Pour n entier naturel donné, on a v 11 — uny1 = = (v — uyn ). La suite v — u est géométrique de raison 3 Pour tout

3
1

naturel n, on a donc v, —un, = _n(VO —Up).

D’autre part, pour n entier naturel donné, v4+1 + Un+1 = vn + Un. La suite v+ u est constante et donc, pour tout entier

naturel n, on a v, +un, =vo + uo.

En additionnant et en retranchant les deux égalités précédentes, on obtient pour tout entier naturel n :

1 1 1 1
Un =5 (Vo +Uo+ (Vo —uo) | etvn =5 [ vo+uo— (Vo —uo) |.

2 3 3n
Uy +v
En particulier, £ ={' = %.
o . 1 "
n®11 : Pour tout entier naturel n, on a Un11 —Vny1 = *z(un —vn) et done, upy — v = —5 (uo —vo).

\" n\"
De méme, en échangeant les roles de u, v et w, v, —wy, = (_E) (vo —wp) et wn —un = (_E) (wo —vp) (attention,

cette derniére égalité n’est autre que la somme des deux premiéres et il manque encore une équation).
On a aussi, Unt1 +Vne1 +Wni1 = Un +vn + Wy et done, pour tout naturel n, u, +vn + wn = U + vo + Wo.

Ainsi, un, vn et Wy sont solutions du systéme

Vn —Up = (%) (vo —uo)

Wn —Un = <%> (Wo —uo)

Un +Vn +Wn =Up + Vo +Wo

Par suite, pour tout entier naturel n, on a

1 "
Un =3 ((uo +vo +wo) + (—§> (Zuo—vo—Wo))
1 n"
Vn =3 (Wwo +vo +wo) + -3 (—uo + 2vo — wo)
1 "
wn =3 (uo + vo +wo) + —3 (—uo —vo + 2wo)
Les suites u, v et w convergent vers m.
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n® 12 : Montrons tout d’abord que :

3
V(x,y,2) €0, 400l*, (x <y <z= < gz < XY TE)
1T 1 1 3
-+ —+-
X Yy z
_x+y+z 7 3
Posonsm—f,g—f/@eth_ﬁ,
X Yy z

Soient y et z deux réels strictement positifs tels que y < z. Pour x €]0,y], posons

1
M) — = (Inx+Iny + Inz).

=1 —Ilng=1 =
u(x) =lnm-—1Ing n( 3 3

u est dérivable sur ]0,y] et pour x €]0,yl,

1 1 1 1
<

/ J— —_ _— — — =
W s T T S i 3

2 1
u est donc décroissante sur 0, y] et pour x dans ]0,y], u(x) > u(y) =1In < y3+ Z) — g(Zlny +Inz).
. ) : P 2y+z\ 1 .
Soit z un réel strictement positif fixé. Pour y €]0, z], posons v(y) = In —3 (2Iny +1nz). v est dérivable sur 10, z]
et pour y €]0, z,
2 2 2 2
v'(y) < =0.

T 2utz 3z 3z 3z
v est donc décroissante sur ]0, z] et pour y dans ]0,z], on a v(y) > v(z) = 0. On vient de montrer que g < m.

En appliquant ce résultat & —, — et —, on obtient — < — et donc h < g.
x'y z g h

3
Enfin, m < g =zet h> ————— = x. Finalement,

T 1 1
xﬁhégéméz.l

Ce résultat préliminaire étant établi, puisque 0 < Uy < vp < Wy, par récurrence, les suites u, v et w sont définies puis,
pour tout naturel n, on a u, < v, <wy, et de plus up < up < Upt1 < Wiyt <wy <wp.

La suite u est croissante et majorée par wy et donc converge. La suite w est décroissante et minorée par up et donc
converge. Enfin, puisque pour tout entier naturel n, vy, = 3wy41 —un — Wy, la suite v converge.

Soient alors a, b et c les limites respectives des suites u, v et w.

X X X

Puisque pour tout entier naturel n, on a 0 < up < U, < vy < wy, on a déja par passage & la limite 0 <up <a<b <c.
Toujours par passage a la limite quand n tend vers +oco :

3 1 1 1
e a'v'e Zbe = ab + ac b e a
b= ¥abe s b?2=ac (:){a25ac+4c2—0 S (a=cetb=c)ou(a=4cetb=—2c).
a+b+c a+b=2
-
b = —2c est impossible car b et ¢ sont strictement positifs et donc, a =b =c.

Les suites u, v et w convergent vers une limite commune.

n° 13 : Supposons que la suite ( /vy, ) tende vers le réel positif £.

1—1¢
e Supposons que 0 < { < 1. Soit ¢ = —

1+4

114
€ est un réel strictement positif et donc, Ing e N/Vne N, (n>ng = v, <{+ — = T)
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1T4+0\" 1+¢ 141
Pour n > ng, par croissance de la fonction t +— t™ sur R*, on obtient [un| < (%) .Or, 0< % < % =1

] n
et donc (T) tend vers 0 quand n tend vers +oc0. Il en résulte que u,, tend vers 0 quand n tend vers +oo.

-1 1+¢
e Supposons que £ > 1. Ing e N/ Vn € N, (n > ng = vy > {— — = %) Mais alors, pour n > ny,
T4+ \" 14+ 141 T4+ 0\"
un| > (%) . Or, % > % =1, et donc (%) tend vers 400 quand n tend vers +o0. Il en résulte que

|un| tend vers +o0o quand 1 tend vers +oo.

Soit, pour « réel et n entier naturel non nul, u,, = n%*. Y, =e* = tend vers 1 quand n tend vers +o0, et ceci pour
toute valeur de «. Mais, si « < 0, u,, tend vers 0, si « =0, u,, tend vers 1 et si &« > 0, u, tend vers +oo. Donc, si { =1,
on ne peut rien conclure.

n®14 : 1) Supposons £ > 0. Soit € un réel strictement positif, élément de ]0, £[.
TnoeN/W¥neN, M>mnp=0<l—=< 2 4 5y,
2 Un 2
€

Un Upn—71 Up—2 Up,y+1 n—To g\ To
noon T Uy, on A Uy, (’,—z <up < ug, (’,—I—z , et donc
Upn—1 Un—2 Up_3 Un,

(a7 (- 8) " (12 5) = v s g (04 ) (045).

Pour n > nyp, puisque u, =

€ €
Maintenant, le membre de gauche de cet encadrement tend vers { — 5 et le membre de droite rend vers { + 5 Par
: . ; g\ Mo/m 3
suite, on peut trouver un entier naturel n; > mg tel que, pour n > ny, (un,)"/™ (Qf z) (Ef z) >0 —¢, et

—no/n
(uno)vn(ﬂ-i-%) ° (E—I—%)<€—|—£.Pourn2m,onaalors€—5<{‘/un<€+e.

On a montré que Ve >0, 3n; e N/ (Y\neN), (n>n; = —¢e < Yu, <+ ¢). Donc, y/u, tend vers {.
On traite de fagon analogue le cas { = 0.

2) Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. Soit u la suite définie par

Vp €N, Uz, = aPbP et upp1 = aP P,

(on part de T puis on multiplie alternativement par a ou b).

1
Alors, 2p/uz, = Vab et 2r /Uy, 7 = aZrrTbzT — \/ab. Donc, /u, tend vers v ab (et en particulier converge).

. o U2pt U2p+2 . Un1 . . o
On a bien sir —21 = q et —P7= = b. La suite ( n ) admet donc deux suites extraites convergentes de limites

Uzp U2p+1 Un
distinctes et est ainsi divergente. La réciproque du 1) est donc fausse.

2n
3) a) Pour n entier naturel donné, posons u, = ( )

n
Uni1  (2n+2)0 n2 (2n+2)2n+1) 4n+2
Un  (2n) (m+D12 m+1)2 Con+17

u n
Ainsi, "1 tend vers 4 quand n tend vers +oo, et donc < > tend vers 4 quand n tend vers +oo.
\/ n

Un
TLT'I.
b) Pour n entier naturel donné, posons u,, = o
Unpr (D™l ]+1 "
W,  ont (m+N n) -
u n
Ainsi, "1 tend vers e quand n tend vers +oo, et donc YU, = ﬁ tend vers e quand n tend vers +oo.
Un vn!
. ., (3n)!
¢) Pour n entier naturel donné, posons u,, = — -
nsnnl!
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Unyr  (Bn+3)! nZn nl Bn+3)3n+2)3n+1) ( n )Zn

U, (Bn)! (m+ 122 (m+ 1) Mm+1)2n+1) n+1
_36Bn+2)Bn41) 1T
B (m+1)2 '
: N amm(41/m) _ 2n(ro(l)) _ gm2to(1) Unt1 2 :
Maintenant, 1+E = e nn(l+1/n) — e=2nl5+o()) = e=2+0(1) ot donc " tend vers 27e~“. Par suite,
419

1 ./(3n)!
2 o tend vers Pl

n®15 : D’aprés le théoréme de la limite par encadrement :

0 <upvn <un < 1= uconverge et tend vers 1.

Il en est de méme pour v en échangeant les roles de u et v

n°16 : SiuZ — 0, alors u,| = y/u2| — 0 et donc u, — 0.
3

SiuZ —€#£0, alors (un) = (ﬁ—;) converge.
n

(’exercice n’a d’intérét que si la suite u est une suite complexe, car si u est une suite réelle, on écrit immédiatement

Un = /ud (et non pas un = Juz)).

n® 17 : Les suites u et v sont définies & partir du rang 1 et strictement positives.

Pour tout naturel non nul n, on a :

n+1 n
Unt1 _ (Nt 2 n _ (M) In(n+2)4ninn—(2n+1) In(n+1)
Un n+1 n+1 )

Pour x réel strictement positif, posons alors f(x) = (x + 1)In(x +2) + xlnx — (2x + 1) In(x + 1).
f est dérivable sur ]0, +oo[ et pour x > 0,

1 241
i) = T n(x+2) 41+ Ix— =
x+2 x4+ 1

= = 2 s
- +In(x+2)+1+1Inx ——

1 1
=+ — 2) -2 .
X+2+X+1+lnx+ln(x+ ) In(x+1)

—2In(x+1)

—2In(x +1)

De méme, f’ est dérivable sur ]0, +oco[ et pour x > 0,

1 1 1 1 2
122 112 T xTxi2 x4
x(x+1)2 —=x(x+2)2 4+ (x + 12 (x +2)2 +x(x + 1)2(x + 2) — 2x(x + 1) (x + 2)?
x(x+1)2(x +2)?
X2 =3 F (P 2x 1) (X F A FA) + (X 2x) (X2 2x + 1) — 2(x +x) (X% + 4x + 4)
x(x + 1) (x +2)?

f”(x) —

_ 3x+4 -0
Cox(x+1)2(x +2)2 ’

f’ est strictement croissante sur ]0, +ocol et donc, pour x > 0,

. . 1 1 t(t+2)
!/ !/
f(x)<thr_i1 f(t)_thrf (t z—l—t ]—l—ln(t ”2>—0.

Dong, f est strictement décroissante sur 10, +oo[. Or, pour x > 0,
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fx)=x+1)In(x+2)+xIlnx— (2x+ 1) In(x + 1)

_(x—l—(x—l—])(2x+1))lnx+(x+1)ln<1+§>(2x+1)ln<1+%)

2 1
In(71+ - In{1+ -
2 1 X X
=In{1+-)—In{1+-])+2 -2 .
x x 1

2
X X
. . In(14+u) .
On sait que hm0 ———— =1, et donc, quand x tend vers +oo, f(x) tend vers 0+0+2—2 = 0. Comme f est strictement
u— u
décroissante sur ]0, +oo[, pour tout réel x > 0, on a f(x) > . liI+n f(t) =0.
— +00
u
f est donc strictement positive sur ]0, +oo[. Ainsi, Yn € N*| f(n) > 0 et donc Mt _ ef(n) > 1. La suite u est strictement
n

croissante.
-I x

(Remarque. On pouvait aussi étudier directement la fonction x — <1 + —) sur ]0, +ool.)
X

On montre de maniére analogue que la suite v est strictement décroissante. Enfin, puisque u,, tend vers e, et que v,, =

1 . .
1+ o u, tend vers e, les suites u et v sont adjacentes.

n n+1
1
(Remarque. En conséquence, pour tout entier naturel non nul n, (1 + E) <e< (1 + E) . Par exemple, pour n = 10,

10
donc 2,70... < e < 2,73... Ces deux suites convergent vers e lentement).

10 1
on obtient ﬁ) <e< (— et donc, 2,59... < e < 2,85... et pour n = 100, on obtient 1,01'%° < e < 1,010 et

n® 18 : Il est immédiat que u croit strictement et que v — u est strictement positive et tend vers 0.
De plus, pour n entier naturel donné,

1 1 T nn+D)+n—(n+1)?% —1
n+1)! + M+ xm+1) nxnl  nm+D)xm+1)  nn+1)xm+1)

Vn+1 _Vn:( | <0,

et la suite v est strictement décroissante. Les suites u et v sont donc adjacentes et convergent vers une limite commune (a
savoir e).

n n
1 1

(Remarque. Dans ce cas, la convergence est trés rapide. On a pour tout entier naturel non nul n, Z ol <e< Z W +

k=0 k=0

et n =5 fournit par exemple 2,716... < e < 2,718...).
n xn!
n®19 : Pour n entier naturel non nul donné, on a
1 1 2 1 2
Uni) —Un = —2Vm+2+2Vn+1= — > — =0
T T T Vitl Vnti+vn+2 Vat+l Vatil4+v/n+d

De méme,

1 1 2 1 2
Vil —Vn = —— —2Vn+1+2yn= - < - =0
o Vo Vil Vnil+vmn vVntl Jnilt+vntl

La suite u est strictement croissante et la suite v est strictement décroissante. Enfin,

2
v+ vn+T1’

et la suite v —u converge vers 0. Les suites u et v sont ainsi adjacentes et donc convergentes, de méme limite.

Vn—Up =2Vn+1-2y/n=
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1T 3
n° 20 : 1) L’équation caractéristique est 4z —4z—3 = 0. Ses solutions sont —3 et 5 Les suites cherchées sont les suites

] n n
de la forme (u,) = (7\ <—> +u <%) > ol A et u sont deux réels (ou deux complexes si on cherche toutes les suites

2
A p=ug
complexes). Si up et u; sont les deux premiers termes de la suite u, A et p sont les solutions du systéme 77\ n 3u
] ] 272 "
et donc A = 4_1(3u0 —2uq) et u= Z(uo + 2uq).
vn e N, ](3 —2uq) ] TL—l—]( + 2uq) 3"
Un = 2 W w1 > 2 Wo w1 > .
. 1 1 1/1 " 1 "
2) Clairement uy, = 4—nu0 et Upni1 = 4—nu1 et donc u,, = 5 2—n(1 + (=1)™)upg +2 x 2—n(1 —(=)™)uy |.
1
vneN, u, = AT ((T+(=1)™)uo +2(1T = (=1)™)uq).
] n 3 n
3) Les solutions de ’équation homogéne associée sont les suites de la forme A <§> +un <z> .
Une solution particuliére de I’équation proposée est une constante a telle que 4a =4a + 3a + 12 et donc a = —4.
" 3\"
Les solutions de 1’équation proposée sont donc les suites de la forme (—4 +A (_E) +un (E) ) ollt A et p sont les
A+ p=4+uo 1 1
solutions du systéme A L 3u 4y et donc A = 1(4 +3up—2uy) et u= 4_1(]2 +ug + 2uq).
2 2

1 N" 1 3\"
Yn €N, un—4+1(4+3u02u1)<z> +Z(12+uo+2u1)<z> .

1
4) La suite v = — est solution de la récurrence 2vy 12 = vn41 — vy et donc,
1+iv7) VAN 1
(vi) est de la forme | A _ et donc u, = = =
4 4 1+iv7 1—iv7
A —7 +u 1

5) Les solutions de ’équation homogene associée sont les suites de la forme (A + p2™).
1 est racine simple de I’équation caractéristique et donc il existe une solution particuliére de ’équation proposée de la
forme un, = an* +bn3 +cen? +dn. Pour n > 2, on a

n=3Un 1 +2up s = (an*+bnd +cen? +dn) —3(an—1*+b(n—-13 +cn—-12+dn—-1))
+2(am—=2)"+bn -2 +cn—2)? +dn—-2)

—a( P 3m =D+ 2 -2+ b3 =3(n—1)°+2(n-2)3)
+ecm?=3n—172+2m-22)+dn—-3n—-1)+2(n—-2))
a(—4n® +30n? —52n 4+ 29) + b(—3n? + 15n — 13) + c(—2n +5) + d(—1)
3( —4a) +n?%(30a — 3b) + n(—52a + 15b — 2¢) 4+ 29a — 13b + 5¢ — d.

+b
+d

uest solution & —4a=1et30a—3b=0et —52a+15b—-2c=0et29a—13b+5c—d =0

1 5 49
<:>C1——1, b——z, C——Z, d = —36.

1
Les suites cherchées sont les suites de la forme (Z(n3 +10n? +49n + 144) + A + u2“>.
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6) Pour tout complexe z, z3> — 6z% + 11z — 6 = (z — 1)(z — 2)(z — 3) et les suites solutions sont les suites de la forme
(o0 + B2™ +y3").

7) Pour tout complexe z, z* — 223 + 222 — 2z 4+ 1= (22 +1)2 = 2z(z2> + 1) = (z— 1)?(22 + 1).
Les solutions de ’équation homogéne associée sont les suites de la forme o + pBn + yi™ 4+ &(—1)™.

1 est racine double de ’équation caractéristique et donc I’équation proposée admet une solution particuliére de la forme
Un = an’ +bn® +cn’® 4+ dn* + en3 + fn2. Pour tout entier naturel n, on a

Untd — 2Uns3 4+ 2Ung2 — 2Unpt +un =a((n+4) =2m+3)" +2n+2)" =2n+1)7 +n’)
+b(M+4)°—2Mm+3)°4+2n+2)°-2(n+1)°+n
+e((n+4)°=2n+3°+2m+2)°-2(n+1)°+n
+d(n+4*—2+3)*+2m+2)* =2+ 1*+nH

P —2n+3°2+2n+2)2=2n+1)2+n3)

+e((n+4
f(n+4)?2 —2mn+324+2Mn+2)?-2n+1)?2+n?)

= a(84n> + 840n* +4340n3 + 12600n? + 19348n + 12264)

+ b(60n? + 480n> + 186012 + 3600n + 2764)

+ c(40m3 + 240n? + 620n + 600) + d(24n? 4 961 + 124) + e(12n + 24) + 4f

=n5(84a) + n*(840a + 60b) + n3(4340a + 480b + 40c) + n?(12600a + 1860b + 240c + 24d)

+1(19348a + 3600b + 620c + 96d + 12¢) + (12264a + 2764b + 600c + 124d + 24e + 4f)

u est solution si et seulement si 84a =1 et donc a = 8]_4’ puis 840a+60b = 0 et donc b = f%, puis 4340a +480b+40c =0
et donc ¢ = ;_471’ puis 12600a + 1860b + 240c + 24d = 0 et donc d = —]5—2 puis 19348a + 3600b + 620c + 96d + 12e =0 et

donc e = 7; puis 12264a + 2764b + 600c + 124d + 24e +4f =0 et donc f = ]]—2

La solution générale de I’équation avec second membre est donc :

vneN, u, = 11@(2717 —28n° +119n° — 70n* —413n3 + 14n?) + « + P+ yi™ + 6(—1)™, (o, B,7v,8) € C*.

n® 21 : Tout d’abord , on montre facilement par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, u,, existe et u, > 1.

. . n . .
Mais alors, pour tout entier naturel non nul n, 1 < w41 =14+ — < 14 n. Par suite, pour n > 2, 1 < u,y < n, ce qui
n
reste vrai pour n = 1.

YneN* 1 <u, <n.

Supposons momentanément que la suite (U, —/N)n>1 converge vers un réel {. Dans ce cas :

n n 1 { 1
Vi OA\VR

D’autre part,
1\ /2
un+1:\/n+1+€+0(1):\/ﬁ(1+g> +l+o(1) =vn++o(l),

1
et donc ¢ — (1 —{) = o(1) ou encore 2¢ — 1 = 0. Donc, si la suite (un — v/N)n>1 converge vers un réel £, alors { = 7

Il reste & démontrer que la suite (U, — /N)n>1 converge.
On note que pour tout entier naturel non nul,

Uni] — Up = L(—LL%LqLunan) = 1 (%(1 +\/4n+1)—un> (un—%(l —\/4n+1)>.

Un Un
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1 1 1
Montrons par récurrence que pour n > 1, 2(1 +vin—-3) <uy < 5(1 + v4n+1). Posons v, = 7
1
Wn = 2(1 +vaAn+1).

1
.Sln:1,V]:]Su]:1§z(]—|—\/§):W1

e Soit n > 1. Supposons que vy < un < wy. Alors,

(1+ vAn —3) et

TR LS S LIPS SR
Vinti+1 - T T T T a3+

Mais, pour n > 1,

sgn <%(1 +VIn+5)— (1+ 7%3“0 =sgn((1+ vV +5)(1 +vVdn —3) —22n + 1+ Vdn —3))

=sgn(vAn +5(1 +v4n —3) — (4n + 14+ V4n — 3))

=sgn((4n 4+ 5)(1 + vV4n — 3)2 — (4n + 1 4+ v4n — 3)?) (par croissance de x — x2 sur [0, +oo[)
sgn((4n+5)(4n —24+2vV4n —3) — ((4n+1)? +2(4n+ 1)Vdn — 3 +4n —3))

=sgn(—8+8v4n —3) =sgn(v4n —3—1) =sgn((4n—3)—1) =sgn(n —1) = +

2n
Donc, u <T4+——<w .
n+1 \/m+] n+1

D’autre part,

2n S+ VAT (VAin+T+1)2 1

1+ = = _
vaAn+1+1 vin+1+1 2VAn+1+1) 2

et donc ving1 <ungpr <wnga.

T+ vIn+1) =vn41,

On a montré par récurrence que

1

vn € N*| %(1 +vVIn-3)<u, < =(T+vin+1),

N

(ce qui montre au passage que u est croissante).

Donc, pour n > 1,

1 3 1 1
— —_ — — < — < — —
2+ n—; vn<up \/ﬁ_z-i- n+4 vn,

ou encore, pour tout n > 1,

1 3 1
Maintenant, comme les deux suites - =

2 4 [ 3 _

d’apreés le théoréme de la limite par encadrements, la suite (W, —1/1)n>1 converge ver

1
convergent toutes deux vers 3

1

24 1 _
n+Z+\/ﬁ

1

Sz.

T T 2
n® 22 : e [’égalité proposée est vraie pour n = 2 car cos 7= cos 1= %

1/
e Soit n > 2. Supposons que cos(zln) =5 2+ V24 ..v/2 (n—1 radicaux).

est dans ]O, g [),

Alors, puisque cos( ) >0 (car

us Tt
2n+1 2T1+]

T
cos (zﬁm) = ] +COZ (z_n) = J % <1 +% 2+ 2+ \/Z) = % \V2+V2+ V2, (n radicaux).

On a montré par récurrence que,
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Ensuite, pour n > 2,

i (2) = /2 (1= cos (5255)) = 2Y2= V2 v2 (-1 radican

Enfin,
B . Tt 1T
2™\ 2 — 2+,_,\/§_2“><251an%~+002“ 2n+1_7t

Donc,

: n _ —
im 2 \V2—\2+.V2=m

n® 23 : 1) Pour x réel positif, posons f(x) =x—1In(1+x) et g(x) = (x+1) In(x+1) —x. f et g sont dérivables sur [0, +oo[
et pour x >0, on a

et

g’/ (x)=In(x+1)+1—-1=In(x+1) >0.

f et g sont donc strictement croissantes sur [0, 4+oo[ et en particulier, pour x > 0, f(x) > f(0) = 0 et de méme, g(x) >
g(0) = 0. Finalement, f et g sont strictement positives sur ]0, +oo[ ou encore,

Vx>0, In(14+x) <x < (14+x)In(T +x).

2) Soit k un entier naturel non nul.

o 1 1 1 1 . . 1 1 .
D’apreés 1), In (]+E) < X < (1+E>ln (]+E>’ ce qui fournit kln <1+E) <1< (k+1)n (]+E>’ puis, par

stricte croissance de la fonction exponentielle sur R,

1 k 1 k+1
k * 14+ - 14+ — .
VEN,O<(+k> <e<<+k)

En multipliant membre & membre ces encadrements, on obtient pour tout naturel non nul n :

n 1 k N n 1 k+1

k=1
Maintenant,
n+1
K1
11[ _ k_ﬁ K+ 1 k_g m+1"
k) k L - oonl
k=1 k=1 Kk
k=1
De méme,

‘IT‘L
m+D"

On a montré que vn € N*,
n! n!
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Vn e N*, (n+1)"/m™.

n—+1 vnl In+1
< < -
n n

o=

n
D’aprés le théoréme de la limite par encadrements, comme tend vers 1 quand n tend vers 'infini de méme que

n

1
(n+ 1)/ =enm+1/M 6n a montré que tend vers - quand 1 tend vers +oo.

n® 24 : Soient x un irrationnel et (Z—n) une suite de rationnels tendant vers x (pr, entier relatif et g, entier naturel
n/ neN

non nul, la fraction Pn n’étant pas nécessairement irréductible). Supposons que la suite (qn)nen ne tende pas vers +oo.
n
Donc :

A >0/ (Vno € N)(In > no/ qn < A)
ou encore, il existe une suite extraite (qe(n))nen de la suite (qn)nen qui est bornée.

La suite (qq(n))nen est une suite d’entiers naturels qui est bornée, et donc cette suite ne prend qu’un nombre fini de
valeurs. Mais alors, on peut extraire de la suite (qg(n))nen et donc de la suite (qn)nen une suite (qy,(n))nen qui est
constante et en particulier convergente.

Pyp(n)

Ay (n)
a partir d’un certain rang.

La suite (py(n))nen = ( ) X (y(n))nen est aussi une suite d’entiers relatifs convergente et est donc constante
neN

Ainsi, on peut extraire de la suite (py,(n))ney et donc de la suite (pn)nen une suite (Pg(n))nen constante. La suite
(do(n))nen est également constante car extraite de la suite constante (dy,(n))nen et finalement, on a extrait de la suite

Pn . Po(n)
— une sous suite | —— constante.
dn nenN q o(n) neN

Mais la suite (D_n) tend vers x et donc la suite extraite (
neN

dn

Po(n)

Po(n)

o(n)

) tend vers x. Puisque ( ) est constante,
neN neN

o(n)
n)

onaVvneN, Potn)

= x et donc x est rationnel. Ceci est une contradiction et on a montré que lim g, = +o0.
o(n) n— +oo

Enfin si la suite (Jpnl|)nen ne tend pas vers +o0o, on peut extraire de (pn)nen une sous-suite bornée (py(n))nen. Mais

Po(n)

alors, la suite < tend vers x = 0 contredisant l'irrationnalité de x. Donc, lirf [pn| = +o0.
mn— +00

do(n)/ nen
n°25: Onposeuy=0,u1=0,uy=1,uz=1,ug =0, us = 1,... c’est-a-dire

0 si n n’est pas premier

yneN u, = . .
€N Un {151nest premier

Soit k un entier naturel supérieur ou égal & 2. Pour n > 2, 'entier kn est composé et donc, pour n > 2, ux, = 0. En
particulier, la suite (Uxn)nen converge et a pour limite 0. Maintenant, ’ensemble des nombres premiers est infini et si
Pn est le n-iéme nombre premier, la suite (pn)nen est strictement croissante. La suite (up, )nen est extraite de (Un)nen
et est constante égale a 1. En particulier, la suite (up, Jnen tend vers 1. Ainsi la suite (un)neny admet au moins deux
suites extraites convergentes de limites distinctes et donc la suite (un)nen diverge bien que toutes les suites (Ugn)nen
convergent vers 0 pour k > 2.

n® 26 : Soit f une application de N dans lui-méme, injective. Montrons que lim f(n) = +oo.

n— +o0
Soient A un réel puis m = Max(0,1+ E(A)).
Puisque f est injective, on a card(f~' ({0, 1, ..., m}) < m+ 1. En particulier, f~'({0, 1, ..., m}) est fini (éventuellement vide).
0sif1({0,1,...m}) =2
Max (f*1 ({o,1,..., m})) sinon
Par définition de ng, si n > ny, n n’est pas élément de £-1({0,1,...,m}) et donc f(n) > m > A.
On a montré que VA € R, Ing € N/ (Vn € N), (n > ng = f(n) > A) ou encore ngrfoo f(n) = +oo0.

Posons ng =1+ {
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n® 27 : Pour n entier naturel non nul et x réel positif, posons f,,(x) =x™ +x — 1.

1 1
Pour x >0, f1(x) =0 & x = = et donc ug = =

2 2
Pour n > 2, f,, est dérivable sur R* et pour x > 0, f/ (x) = nx"~ ' +1 > 0.
f. est ainsi continue et strictemnt croissante sur Rt et donc bijective de RT sur f,(R™) = [f(0), 11111 fu(x)[=
X— +00
[—1, 4+ool, et en particulier,
dlx € [0, +oo[/ frn(x) =0.
Soit u,, ce nombre. Puisque f(0) = —1 < 0 et que f,,(1) =1 > 0, par stricte croissance de f, sur [0, +ool, on a :

mnmelN O<u, <.

La suite u est donc bornée. Ensuite, pour n entier naturel donné et puisque 0 < u,, <1 :

fn-H (un) :uK-H +un_] <‘LLK +un_] :fn(un) :O:fn+1(un+1))

et donc fr41(un) < fry1(ung1) puis, par stricte croissance de f,, 1 sur R*, on obtient :

meN, up <ungr.

La suite u est bornée et strictement croissante. Donc, la suite u converge vers un réel £, élément de [0, 1].

1—¢ 1414
Si0 << 1,il existe un rang no tel que pour n > ny, ona:un§€+T:%

n
T—un,=up < (T) et quand n tend vers vers +o00, on obtient 1 —{ < 0 ce qui est en contradiction avec 0 < £ < 1.

lim u, =1. I
n— +oo

Donc, { =1.
2pm .
n°®28: 1) Posons a= T oup €Z, qe N*et PGCD(p, q) = 1. Pour tout entier naturel n, on a

. Mais alors, pour n > ngp, on a

2 2
Un+q = COS ((n + (ﬂ%) = Cos (n%t + an) = cos(na) = u,.

La suite u est donc g-périodique et de méme la suite v est g-périodique. Maintenant, une suite périodique converge

si et seulement si elle est constante (en effet, soient T une période strictement positive de u et £ la limite de u. Soit
ke{0,..., T—1} [uk — wol = [uksnT — Unt| = [{ — €] =0 quand n tend vers Uinfini).

2
esia¢2nZ, a= %T oup €7Z,q>2 PGCD(p,q) =1 et % € Z, alors uy # up et la suite u n’est pas constante et

donc diverge
e et si a € 27Z, la suite u est constante et donc converge.

. , . a . . . . ~ .
En résumé, si 5 € Q, la suite u converge si et seulement si a € 2nZ et il en est de méme pour la suite v.
T

2)a) et b) Pour tout entier naturel n,

Vi1 =sin((n 4+ 1)a) = sin(na) cos a + cos(na) sin a = u, sin a + v, cos a.

Vn+t1 —Vncosa

. a . . . R < .
Puisque — ¢ Z, sina # 0 et donc u,, = . Par suite, si v converge alors u converge. De méme, & partir

sin a
de cos((n + 1)a) = cos(na) cosa — sin(na) sin a, on voit que si u converge alors v converge. Les suites u et v sont donc

simultanément convergentes ou divergentes.

Supposons que la suite u converge, alors la suite v converge. Soient £ et {’ les limites respectives de u et v. D’apreés ce qui
précéde, £ et £’ sont solutions du systéme :

{sina+{' cosa=1¢' {sina+{'(cosa—1)=0
{cosa—{'sina = {. {(cosa—1)—{'sina = 0.

Le déterminant de ce systéme vaut —sin®a — (cosa — 1)2 < 0 car a ¢ 2nZ. Ce systéme admet donc I'unique solution

€ =10" =0 ce qui contredit I'égalité £ + ' = 1. Donc, les suites u et v divergent.
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3) a) Soit E/ = {na+2km, n € N, k € Z}. Supposons que E’ est dense dans R et montrons que {u,,, n € N} et {v,, n € N}
sont dense dans [—1,1].

Soient x un réel de [—1,1] et b = Arccosx, de sorte que b € [0, 7] et que x = cosb.

Soit € > 0. Pour n entier naturel et k entier relatif donnés, on a :

na+2kr—>b. . na+2kn+b
> ) sin( 5

U, — x| =|cos(na) — cosb| =|cos(na + 2km) — cos b| = 2| sin( |
na+2km—b
2

= |na+ 2kmt — b|

<2 ‘ ‘ (I'inégalité | sin x| < |x| valable pour tout réel x est classique)

En résumé, Vk € Z, Yn € N, Ju,, — x| < |na + 2kt — b|. Maintenant, si E’ est dense dans R, on peut trouver n € N et
k € Z| tels que ma + 2kt — b| < € et donc |u, — x| < €.
Finalement, {u,, n € N} est dense dans [—1,1]. De méme, on montre que {v, n € N} est dense dans [T, 1].

1l reste donc a démontrer que E’ est dense dans R.

b) Soit E = {na + 2km, n € Z, k € Z}. E est un sous groupe non nul de (R,+) et donc est soit de la forme xZ avec
o = inf(EN]O, +oo[) > 0, soit dense dans R si inf(EN]0, +oo[) = 0.
Supposons par l'absurde que inf(EN]0, +o0o[) > 0. Puisque E = «Z et que 27 est dans E, il existe un entier naturel non nul

T
g tel que 2T = q«, et donc tel que x = ?

2pmt
Mais alors, a étant aussi dans E, il existe un entier relatif p tel que a = px = ik € 2nQ. Ceci est exclu et donc, E est

dense dans R.

¢) Soit x dans [—1,1]. D’aprés ce qui précéde, pour ¢ > 0 donné, il existe n € Z tel que |cos(na) — x| < ¢ et donc
lumn| — x| < &, ce qui montre que {u,, n € N} est dense dans [—1,1]. De méme, {v,, n € N} est dense dans [—1,1].

Si % ¢ Q, {cos(na), n € N} et {sin(na), n € N} sont denses dans [—1,1].

n® 29 : Soit x dans [—1,1] et ¢ > 0.
T T
Soit 8 = Arcsinx. Donc 0 est élément de [—z, z} et x = sin0). Pour k entier naturel non nul donné, il existe un entier

Ny tel que In(ny) < 0 + 2k < In(ny + 1) & savoir ny = E(e®+2%7). Mais,

1 1
0<Inng+1)—In(ng) =In <1 + —) < —
119%3 119%3

(d’apres 'inégalité classique In(14x) < x pour x > 0, obtenue par exemple par I’étude de la fonction f : x — In(1+x)—x).
Donc,

0<0+2kmt—In(ny) <ln(ng +1) —In(nk) < nl’
Kk

puis

|sin(0) — sin(In(ny))| = 2 3 3

0 + 2km — In(ny)
2

. (9+2k7‘[—1n(nk)> (9+2k7‘[+1n(nk))‘
Sin COS

1
=10 4+ 2kt — In(ng)| < —.
Nk

IN

d

Soit alors ¢ un réel strictement positif.

Puisque ny = E(e®+2k7)

1

tend vers +o0o quand k tend vers oo, on peut trouver un entier k tel que . < ¢ et pour cet
k

entier k, on a |sin® — sin(In(ny))| < €.

On a montré que Vx € [—1,1], Ve > 0, In € N*/ |x —sin(lnn)| < ¢, et donc

{sin(lnn), n € N*} est dense dans [—1,1].
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n° 30 : Pour a €]0, [, posons f(«) = sup, ey(lsin(na)]). {(sin(na), n € N} est une partie non vide et majorée (par 1)
de R. Donc, pour tout réel o de ]0, 7t[, f() existe dans R.

2
Si « est dans [E i

3a?]a

f(ot) = sup, (] sin(na)]) > sin o > ? —f (;T) .

3

i i
Si « est dans ]0, §]' Soit ng 'entier naturel tel que (np — 1 < = < npa (no existe car la suite (na)nen est strictement

croissante). Alors,

<mnoo = (n, —1)oc+oc<z+oc<z+z——
= os AR 3 =373 3

w3

Mais alors,

flot) = sup, en(lsin(na)f) = [sin(noa)| =

S

~i(3)

. 2n
Si « est dans ?,7'[ , on note que

)= fln—a) > (3),

flo) = supyen(l sin(na)]) = sup, (I sin(n(m — «)

car 71— « est dans ]0, g].

™ V3

On a montré que Vx €]0,7t[, (o) > f (—) = —. Donc, infy 1o nf(suppey(lsin(na)|)) existe dans R et

3 2
E):ﬁ

infoccjo (5P sin(ne)])) = Mitiqeio,n((super (| sin(noc) = f (3

7

V3

infoceJo,n[(SuPneN“ sin(na))) = o

n® 31 : La suite u n’est pas majorée. Donc, VM € R, In € N/ u, > M. En particulier, Inp € N/ un, > 0.
Soit k = 0. Supposons avoir construit des entiers ng, 1n1,..., Nk tels que ng <Ny < ... < ng et Vi € [0,k], un, > 1i.

On ne peut avoir : ¥n > ng, uy < k+ 1 car sinon la suite u est majorée par le nombre Max{uo, wy, ..., un, , Kk + 1}
Par suite, Inxy1 >/ Un,,, 2 k+1.

On vient de construire par récurrence une suite (Un, Jkeny extraite de la suite u telle que Vk € N, u,, > k et en

particulier telle que lim u,, = 4o0.
k— 400

, et

ANy

n° 32 : Siu converge vers un réel £, alors £ € [0, 1] puis, par passage a la limite quand n tend vers +oo, {(1 —£) >

1 1
donc (¢ — =)? < 0 et finalement { = =. Par suite, si u converge, lim u, = =.
2 2 n— +o0 2

De plus, puisque la suite u est a valeurs dans 10, 1[, pour n naturel donné, on a :

1 /1 2
Un(T—un) ==~ 5 —uUn < = <Upygr(T—uy),

et puisque 1 —u, >0, onadoncVn € N, u, < Un1.
. . . 1
u est croissante et majorée. Donc u converge et lim u, = = (amusant).
n—-+oo 2
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