Planche n° 13. Comparaison des suites en I’'infini.

Corrigé

n—1
n°1: 1) Tout d’abord, pour n > 1, —— existe et est élément de [—1,1]. Donc, Arccos existe pour tout entier
n
naturel non nul n.

1 n-—
tend vers 1 et donc Arccos

n —
Quand n tend vers +oco0, tend vers 0. Mais alors,

n
/ 2
1~sin<Arccosn1)— 1<n_1) zq/gflzNME.
n n n on n

1 1
2) Arccos o tend vers 1 et donc Arccos o 1.

3) ch(ymn) =

n
Arccos

Tevm g evmy < levm,
2 2

1 1\" \"
J~n x — =1 et donc, (1 + —) = enIn1+1/n) tend vers e. Par suite, (1 + —) ~e.
n n n

4) nln(1+ !
n

argchn
vnt +n? —1

argchn=In(n+ vn?—-1)~In(n+n)=In(2n) =Inn+Imn2~Inn.

5) argchn existe pour n > 1 et comme, pour n > 1, nt4+n?2—1>n*>0, existe pour n > 1.

argchn Inn  Inn

vt tnZ—1 Vot n?

Donc,

6) —yv/nln(yn+1) = —y/nln(y/n)—y/nln (1 + %) =—y/nln(y/n)—y/n (% +o0 (%)) =—ynn(yn)—1+o0(1),
et donc
(14 V)V = e~ VRIVE-T+o(1) _ o—valm(vm-1 _ 11
e \/T—L\/ﬁ
7)

In (cos %) (lnsin %) ~ (cos% - 1> In (%) ~ (2]?) (—Ilnn) = 1;72
1\*°  /m\3/5 2 /1 1 35 \3/5 6 1
3/5 _ (T _ 2 _ (T _2(L il (T __° 2
8) (Arctann) (2 Arctann) (2) (1 - (n +o (n))) (2) 1 Gy +o (n))’ et donc

(5)" tareannys = (57 (1=14 540 (1))~ (3 5em

(="
N

(="
N

=

> 0 de sorte que 41+ (

<1, et donc 1+

— 1 existe. Ensuite,

9) Tout d’abord, pour n > 1, ‘

1
N

El

quand 1 tend vers 400,

n°2: Pourn>2 ona

k!
Mai Sksn-2, o= =
ais, pour 0 <k <n-—2, nn—1)..(k+1) = nn—1)

Par suite,
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n—2
! 1
On en déduit que Z ol tend vers 0 quand n tend vers +o0o0. Comme o tend aussi vers 0 quand n tend vers +o00, on en
k=0

.I n

déduit que — E k! tend vers 1 et donc que
n! 5
k=

n°3: 1) Soit ¢ > 0.

Les suites u et v sont équivalentes et la suite v est strictement positive. Donc, il existe un rang ng tel que, pour n > ny,
£ .

lun — vnl < fv“' Soit n > ng.

U, Uy — Vi 1 &
Ml 5 g

Va Va Vo =
1 [ & £
<o <Z|ukvk+z 5 )
k=0 k=no+1
1 [& € 1T & €
< — U —v “Vu | =— U — v =
<o (Z| RS A L e
k=0 k=0
o
Maintenant, I’expression Z [u — vk est constante quand n varie, et d’autre part, V,, tend vers +oo quand n tend vers
k:glo
400. On en déduit que Vo Z lux — vi| tend vers 0 quand 1 tend vers +oo. Par suite, il existe un rang n; > ng tel que,
™ k=0
1T & €
n>ny, — — < =.
pour m. mi, y- Z luk — Vil >
k=0
U, e ¢ )
Pour n > ny, on a alors |— — 1| < = + = = ¢. On a montré que
A 2 2
U,
Ve>0,dn; eN/yneN n>n; = v——1 < e).
n
. . Un
Ainsi, la suite — tend vers 1 quand n tend vers +oo et donc U,, ~ V4.
n
2)
2 2 1
2 n + ] - n|= ~ = —.
( Vi) Vn+l+ymn 2yn  yn
De plus,

iz(\/kﬂ —VKk)=2vVn+1-2V1.

k=1

et cette derniére expression tend vers +o0o quand n tend vers 4oo.

1 1
En résumé, pour n > 1, \/_ﬁ >0, 2(vn+1—+/m) >0, de plus quand n tend vers +oo, ﬁ ~2(v/n+1—4/n) et enfin,

n
Z 2(vVk+ 1 —VXk) tend vers +0o quand n tend vers +oo. D’aprés 1),
k=1

i\/i_Niz(\/m—\/E)zzs/—nH—z\ﬁd\/ﬁ.

k=1 k=

~
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M+ Inn+1)—mlnn=MmM+1—-m)lnn+ (n+ 1) In(1 +%)=1nn+1 +o0(1) ~Inn.

n

Comme Z((k + 1) In(k+1)—klnk) = (n+ 1)In(n+ 1) tend vers +oo et que les suites considéres sont positives, on en
k=1
déduit que

n n

In(n) =) Ink~> ((k+Dn(k+1)=klnk)=(n+1)Inn+1)~nn.
k=1 k=1

n

1

- N~

321 T nhoe 2/ et In(n!) o nlnn.

oo

(=™ 1

+ —. On a alors
n

n°4: e Pourn > 1, posons u, =

Inn
2 n 1 1 (=1)"n(ln(n+ 1) —Inn)
_ o) = A oy (_ _
N(Un + Uny1 n) 1+n+] +n(=T1) (lnn ln(n—l—l)) o In(n T 1) + o(1)
(=1)™nln(T +1/n) (=D)™(1 +0(1))
= 1y = CRO )y — o).
k) oD T oM =ell
2 1 2 .
Donc, n(un +Un1 —;) = 0(1), ou encore Un +Unt1 = - +O(E)’ ou enfin, Un +Un41 ~ - Pourtant, 1, est équivalent
o (=nm R on
& o et pas du tout a o (Inun| = o +00).

2 1 I
un+un+1 NE#UnNT—L.

3 1
e Supposons maintenant que w, + Uyn ~ m et montrons que uy ~ —.
n n
1 1 1
On pose vy = Up — = Il s’agit maintenant de montrer que v, = 0(;) sous I’hypothése v, +von = o(;).
€
Soit ¢ > 0. Il existe ng € N tel que, pour 1 > ng, njvy + vanl < 7
Soient n > ng et p € N.
P
‘Vn‘ = |Vn +Von —Von —Van + ...+ (_”p (VZVn +v2¥’+‘n) + (_”p+]v2p+‘n| < Z |v2kn +vZ“*‘n‘ + |v2V+1n
k=0

1

P [
€ 1 € +1
2D s el = =2
k=0 ]—z

£
< n +[Vopsinl

Maintenant, la suite u tend vers 0, et il en est de méme de la suite v. Par suite, pour chaque n > ny, il est possible de

€
choisir p (fonction de n) tel que vyp+1,| < 75,7 ¢e que I’on fait.

, . . . . . N € & .
En résumé, si n est un entier donné supérieur ou égal a ng, njvy| < 5 + 7= €. On a montré que

Ve >0, dnp e N/VYneN, (n>ngy = nvy| < e).

1
=

3 1 I
un+u2n~ﬁz>un~z.
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1 1 1
Par suite, v, = o(—) et donc w,, = — 4+ o(—), ou encore u, ~
n n n




T
n°5 : 1) Il est immédiat que la suite u est définie et & valeurs dans [—1, E]'

T s T
Plus précisément, ugy € ]O, z}, et si pour n >0, un € ]O, z}, alors un41 €J0,1] C }O, z] On a montré par récurrence

que, Vn € N, u, €]0, z].

. . 7T . NI TN . T .
Soit 1 € N. Puisque u,, € }O, z}, on a Un41 = sin(u,) < uy (d’aprés l'inégalité classique : ¥Vx € ]O, z}, sinx < x). La
suite u est donc strictement décroissante. Puisque la suite u est d’autre part minorée par 0, la suite u converge vers un

T T
réel noté £. Puisque pour tout n € N, 0 < u, < 5 onal<{< 5 Mais alors, par continuité de la fonction x — sinx sur

[O, g] et donc en £, on a

{= lim up41 = lim sin(u,) =sin( lim w,) = sin(f).
n—+oo n— 400 n— 400

s
Or, six € }O, E}’ sinx < x et en particulier sinx # x. Donc, { = 0.

La suite u est strictement positive, strictement décroissante, de limite nulle.

2) Soit « € R. Puisque u,, tend vers 0 quand n tend vers +oo,

3 o 2 o 2
) w uw o
Up = (sinfun))* = <un — ?" + O(ui)) =u? (1 — ?“ + o(ui)) =uf(1— —6“ +o(u?))
2
_ u% _ O‘un+oc + (u121+oc)
(xu2+oc 1
et donc, uy ; —uy = -+ o(uff"‘). En prenant o = —2 et en posant v, = —— — —-, on obtient alors
6 u?
n+1 n
1
Vn = g + 0(])
n—1 1
D’aprés le lemme de CESARO, — Z vk tend également vers 3 Mais,
n
k=0
1< 1““(1 1) 1(1 1)
— vk — - — -
n ]é n ];) ui ., 2 n\ud ul

Ainsi, % (u]—121 — ulg) = % + o(1) puis, 13_721 = % + ul% +o(n)= % + o(n). Donc, LI:I_TZI ~ %, puis uZ ~ % et enfin, puisque

la suite u est strictement positive,
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