Planche n° 17. Polynémes. Corrigé

* trés facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

n°l:
1) Soitn>2.On a

1 n—I1

n—1
H eikﬂ/n H (-I . efzikn/n)'
k=1

n—1
an = H zli(eikrt/n o efiknt/n) _
k=1

\n—1
(21) bl
Maintenant,
n—1 )
H eikﬂ/n — e%(1+2+...+(n—1)) — eiﬂ(n—])/Z(ein/Z)n—1 — in—1,
k=1

1 1
et donc ——— H eltkm/m —
k=1

(2i)n—1 m—1°
n—1 )
1l reste & calculer H (1 — e 2tkm/my,
k=1

lére solution. Les e 21%/™ 1 <k <n—1, sont les n — 1 racines n-i¢mes de 1 distinctes de 1 et puisque X" —1 =
(X =114+ X4 ...+ X" 1), ce sont donc les n — 1 racines deux deux distinctes du polynéme 1+ X + ...+ X" 1. Par

n—1 n—1
suite, 1+ X+ ... + X1 = H(X — e /1) et en particulier H(] —e Py 141+ 1=n.
k=1 k=1
2éme solution. Pour 1 < k < n—1, posons zx = 1 — e Zkm/M Teg 7, sont deux & deux distincts et racines
—1 —1
du polynéme P = (1 —X)" —1 = —nX + %Xz... + (=1)"X™ = X (n—l— %X— et (1)“X"1).

Maintenant, z;, =0 & e 2%/ =1 & k € nZ (ce qui n'est pas pour 1 <k <n—1). Donc, les z, 1 <k <n—1,
sont n — 1 racines deux & deux distinctes du polynoéme de degré n —1: —n + X — ... + (=1)"X"~'. Ce sont ainsi
toutes les racines de ce polyndéme ou encore

—n+ MX—...#—(—])"X“J =(-n" (X —zk).

En particulier, en égalant les coefficients constants,

n—1
(=" x ()" [ 2 ==,
k=1

n—1
et donc encore une fois H (1 —e 2W/my —p,
k=1
Finalement,
L n
\V/TLZ 2, HSIDT = 1
k=1

2) Soit n un entier naturel non nul.

mn mn n
1, i(aiks Cifatkm 1 Cilatkm ko
by = I I z(el(ﬂ+n)+e 1(a+“)):2_n | Ie i(a+£x) I |(621(a+ “)+1).
k=1 k=1

Ensuite,



n
. K _im . .
H e ila+5F) e 1nae T (1+24...4m) _ e~ inag 1(n+1)7r/2'

k=1
n n
s k7T : k7t s 7T 3
D’autre part, soit P = H(X + e?HatSE)) = H(X — (—e?H @ T5E)Y)). Pour tout k, on a (—62‘(“+k7)“ = (—1)ne2ina,
k=1 k=1
Par suite, les n nombres deux a deux distincts —eZi(‘““%, 1 < k < n sont racines du polynéme X™ — (—1)
degré n. On en déduit que, P = X" — (—1)"e2ina,

Par suite, H 2Ha+5E) L 1) = P(1) =1 — (—=1)"e?ine = 1 — e2inadnm g
k=1

n eZina , de

1T . » . 1 » n . m
by = z_n ina, 1(n+1)7r/2(] . 621T1ﬂ+‘r17'[) _ 2_n(e ina+(n+1)%3) _ el(na+(n K ))

cos(na+ (n+1)
on—1

)

N

__(e~Hnat(n+1)F) 4 pilnat(n+)F))

k k
cn est défini & Vk € {1,...,n}, a+—7-[§éz+7TZ<:>Vk€N, af—7r+f+7tZ<:>a§éE+EZ
n 2 n 2 2 n

1 621 a+km/n) -1
Pour les a tels que ¢, est défini, on a ¢, = . m
k=1
1 1 =
_ ,2i(a+km/n) : e L
Pour 1 <k <n, posons wy =e puis zx = T On a donc ¢y, = nU

«—

kt+ 1’ y
. T

sont racines du polynéme P = (1 4+ X)™ — e?i"¢(1 — X)™. Maintenant, les a + — sont dans [a, a + 7| et donc deux &

Puisque zx = on a wi(l —zx) =142z et donc, pour 1 <k <n, wi(1 —zi)™ = (14 z)™ ou encore, les zj

n
deux distincts puisque la fonction tangente est injective sur tout intervalle de cette forme.

ler cas. Si e*™® = (—1)™ alors P est de degré n et P = (1 — Jreting) H — zx). En évaluant en 0, on obtient
k=1
n
(] s n 21,11.(1 H =1 _eZina.
k=1
D’ou,
f[ efine  ]_glina  eina —2isin(na) 1  sin(na)
b _g2ina T pinm _ g2ina © pinm/2pina “Disinn(a— g) T qn sinn(a_ g) .

Finalement, ¢ = (1) Lﬂa)n
sin(n(a — %))

2
__sin(Zpa)
Sin(Zpa — pT[)
Si n est impair, posons 1= 2p + 1. ¢y = c2p1 = (—1)° tan((2p +1)a).

Si n est pair, posons N =2p, p € N*. ¢, =c3p = = (=T)P.

N . 2d T PP
2¢éme cas. Si e?in® = (—1)", alors 2na € nn + 27Z ou encore a € 5 + mZ. Dans ce cas, ¢, n’est pas défini.

n°® 2 : Tout d’abord

X+l —1),_ M+ DX (X=1) = X" X — (n+ )X 41
X—1 N (X—1)2 - (X—1)2

Q=(T+X+..+X") =

nn+1)

5 . Puis, pour 1 <k <m—1, wg # 1 et donc, puisque wy =1,

Ensuite, wo =1 et donc, Q(wo) =14+2+...+n =



nwp ™ — m+ Nl +1 _nw— (1) 41 n

Qleww) = (Wi —1)2 (wy —1)? T w1
Par suite,
n—1 n—1
n+1 ntn+1)
- 2 H(wk -1
k=1
n—1 ) n—1
Mais, X* —1 = (X = 1)(1 + X + ... + X™ 1) et d’autre part X™ — 1 = H(X — ety — (X — 1) H(X — wy). Par
k=0 k=1
n—1 . n—1
intégrité de R[X], (X —e* /™) = 1 4+ X+ ... + X! (Une autre rédaction possible est : Vz € C, (z—1) H (z—wyg) =
k=1 k=1
n—1 n—1
(z—1)(142z+...4z"" ") et donc Vz € C\{1}, H(Z*“’U = 1+z+...42z"" et finalement Vz € C, H (z—wy) = THz4... 42" ]
k=1 k=1
car les deux polynomes ci-contre coincident en une infinité de valeurs de z.)
n—1 n—1
En particulier, H(] —wy) =141+ .. +1"" =n ou encore H (wr —1) = (=)™ "n. Donc,
k=1 k=1
ﬁQ(w LG S B o Vi G )
4 A R JEES S 2 ‘

T km
n° 3 : Il faut prendre garde au fait que les nombres xj = cotan?( I +—) ne sont pas nécessairement deux a deux distincts.
n o n

ler cas. Sim est pair, posons n = 2p, p € N*.

k7t k7t
Sn = Z cotan? (— + E) + ]; Cotan2(4— + E)
p—1 p—1
k 2p—1—%k
= Z cotanz(; + 2_71) + Z cotan2(4— + (2p g )71)
k=0 0
—1
n  (2p—1—K)m 5 n km 5, T e 5 k7t
tan?(— 4+ ——————) = - = — d =2 t — 4+ —
Or, cotan (4p + P ) = cotan® (7t ap Zp) cotan (4p + > ) et donc Sy, ];)co an (4 + Zp)
Mais cette fois ci,
n kn _ wm (p—-1n 2p—-T1)nx 2pnt =
0<k<p-1=20< —+—< — = LA
L e Y = b a2
et comme, la fonction x — cotan? x est strictement décroissante sur ]0, 2[ les x, 0 < k < p—1, sont deux a deux
distincts. .
Pour 0 <k <p—1, posons yx = cotan(l + —T[)
4  2p
(2k+1)171/4‘p +1 . ) .
Yk = 2kt )in/4p _ ] = e ZHFDI/AP (y K — 1) =y +1
= (Y + 1) = eZFNIm(y — )20 = (—1)2““ (Y —1)%P = —(yp —1)%P
= (Ve + D7+ (g =D =0 = 20437 — Cou 2 4+ (-1)P) =0

=xp —Cix L (-1 =0.

Les p nombres deux & deux distincts xy sont racines de I’équation de degré p : zP — Cﬁpzpfl + ...+ (=1)P =0 qui est
de degré p. On en déduit que



p—1

Sn=2) % =205, =nn-1).
k=0

2éme cas. Sim est impair, posons n=2p+1, p € N.

2p
km 5 T P ud km
= t tan® = E t
> ZC‘“‘“ zp+n+zp+1)“°an2+k:p+1coan(2(2p+n+zp+1)
p—1
T kmt
:2§ tan? +
kzocoan S T

La méme démarche ameéne alors a S,, = 2C%p+1 =n(n-—1).

Dans tous les cas,

n°4:
1) Pour tout réel a,

2p+1
eZP e — (cosa +isina)?P ! = E CZ]OJr1 cos’? 1 a(isina)
puis

sin((2p + 1)a) = Im(e*?PF1e Z C%;T1 cos? P q(—1) sin?*! a

[
Pour 1 <k <p, en posant a = ——, on obtient :

2p+1°
k7t ; ; kmt
vk e{l, ..., c! (=1 sin?*! —— =0.
{1, vl Z 2p+1 cos” 2P+1( )’ sin 311
. kTt us . py1 KT
Ensuite, pour 1 < k < p, 0 < < = et donc sin“P*’ ——— = 0. En divisant les deux membres de (x) par
2p +1 2 2p+1
sin?P+! , on obtient :
vk €{1,...,p}, Z CIH cotan?® ) T _
e Cpi 2p+1
. 2 kmt . .. kmt T
Maintenant, les p nombres cotan sont deux a deux distincts. En effet, pour 1 < k < p, 0 < — < —=.
2p+1 2p+1 2
Or, sur ]0, E[’ la fonction x — cotanx est strictement décroissante et strictement positive, de sorte que la fonction
X — cotan? x est strictement décroissante et en particulier injective.
P
Ces p nombres deux & deux distintcs sont racines du polynéme P = Z(—] )jCi)T] XP). qui est de degré p. Ce sont
j=0

donc toutes les racines de P (ces racines sont par suite simples et réelles). D’apres les relations entre les coefficients et
les racines d’un polynéme scindé, on a :

P 3

k —C 2p—1
Z cotan? T 12‘p+1 _ p(2p )'
— p+1 CZ‘p+1 3



puis,

P P
1 _ o, ko p@p—1) 2plp+]1)
Z . _ZU—i—cotan 2p+])—p+ 3 = 3 .

k=1 sin k=1

2p+1
2) Pour n entier naturel non nul donné, on a
n+1 1 n 1
Unpr — U Zkz k2:n+1 >0,
=1
et la suite (un) est strictement croissante. De plus, pour n > 2,

n

““:;%:”ZZQ <1+Z Z — = —1+1—%<z.
k= k= k=2

La suite (u,) est croissante et est majorée par 2. Par suite, la suite (u,) converge vers un réel inférieur ou égal a 2.

T T
3) Pour x élément de [0, z], posons f(x) = x—sinx et g(x) = tanx —x. f et g sont dérivables sur [0, E] et pour x élément
i

de [0, z], f/(x) =1—cosx et g’(x) = tan? x. f’ et g’ sont strictement positives sur ]0, 2] et donc strictement croissantes
sur [0, g]. Comme f(0) = g(0) =0, on en déduit que f et g sont strictement positives sur 0, g[.
7 . <15 s 1 1
Donc, Vx €]0, z[, 0 < sinx < x < tanx et par passage a I'inverse Vx €]0, z[, 0 < cotanx < < < — =
sin
k k 2p+1 1 k
4)Pour1Skgp,0<—ﬂ<7—tetdonc0<cotan T[ < P+ < .Puis,cotam2 " <
2p +1 2 2p+1 k7t sin k7t 2p 41
2p+1
2p+1)2 1 1 o .
( = )ﬁ < — En sommant ces inégalités, on obtient
n
2p+1
p(2p — 1) 2 k7 L 1 2p(p + )72
t =
3(2p +1)2 (2p+1ZZC°an i1 ST g 2p+121;8m2 k7t 3(2p +1)2

2p+1
m? m?
Les membres de gauche et de droite tendent vers 3 quand p tend vers l'infini et donc la suite (up) tend vers <

n°5: X®—7X 4+8X3 —7X+7=(X0+8X3+7)—(7X*+7X) = (X3 + D)X +7)—=7X(X3+1) = (X3 +1)(X3 —7X +7) et
3X5 —7X343X2 -7 =3X*(X3+1)—7(X3+1) = (X3 +1)(3X? — 7). Donc,

(XC—7X4+8X3 —7X4+7)ABX> = 7X3+3X2—=7) = (X3 + D((X3 =7X+7) A (3X% =7)).

Maintenant, pour ¢ € {—1,1}, (e\/z)3 — 7(£\/§) +7=—(¢ %\/g) +7#0.

Les polynomes (X3 —7X +7) et (3X? —7) n’ont pas de racines communes dans C et sont donc premiers entre eux. Donc,
(X6 —7X* 4 8X3 —7X+7)A(BX> —7X3 +3X2 —-7)=X3 + 1.

n°6 : SoitneN.

(X 4+ 1)™ — X™ — 1 est divisible par X? + X + 1 & j et j? sont racines de (X 4+ 1)™ — X™ — 1
& j est racine de (X + 1) — X" —1
(car (X +1)™ — X" ! est dans R[X])
SO+ =" —1=0& (5" =" —1=0,
Sin €6z, (—j2)" —j"—1=-3+£0.

Sinel+6Z, (—*)"—j"—1=—j2—j—1=0.
Sine2+4+6Z, (-2 —j"—1=j—j2—1=2#£0.



Sine3+6Z, (%) —j"—1=-3+#0.

Sine€d4+6Z, (—52)" — —1:j2—j—1=2j27é0.

Sine5+6Z, ()" —ji"—1=——j2—-1=0.

En résumé, (X 4+ 1)" — X™ — 1 est divisible par X + X + 1 si et seulement si n est dans (1 + 6Z) U (5 + 6Z).

n°® 7 : Soit P un polynéme non nul a coefficients réels.
Pour tout réel x, on peut écrire

k !
P(x):?\H X — ay) H x —zj)(x —z;))P3,
i=1 j=1

ou A est un réel non nul, k et 1 sont des entiers naturels, les a; sont des réels deux a deux distincts, les o et les 3; des
entiers naturels et les (x — z;j)(x —Z;) des polynémes deux & deux premiers entre eux a racines non réelles.

1
Tout d’abord, pour tout réel x, H((x —zj)(x — Z_j))ﬁi > 0 (tous les trinomes du second degré considérés étant unitaires
i=1
sans racines réelles.)

k
Donc, (Vx € R, P(x) > 0) & (¥x € R, A] J(x — ai)* > 0).

i—
Ensuite, si Vx € R, P(x) > 0, alors liril P(x) > 0 ce qui impose A > 0. Puis, si un exposant «; est impair, P change de
X— 400

signe en ai, ce qui contredit '’hypothese faite sur P. Donc, A > 0 et tous les o sont pairs. Réciproquement, si A > 0 et si
tous les o sont pairs, alors bien siir, Vx € R, P(x) > 0.

Posons A = VA H {)%/2 A est un élément de R[X] car A > 0 et car les a; sont des entiers pairs. Posons ensuite

1 1
Q1= H(X - Zj)ﬁi et Q2 = H(x fz_j)ﬁj. Q1 admet apres développement une écriture de la forme Q1 =B +1iC ou B et C
j=1 =1
sont des polynomes a coefficients réels. Mais alors, Q2 = B — iC. Ainsi,

P=A%Q:Q, = A%(B +iC)(B—1iC) = A%(B% + C?) = (AB)? + (AC)? = R? + §2,

ol R et S sont des polynomes a coefficients réels.

n® 8 : SiP est de degré inférieur ou égal a 0, c’est clair.
n

Sinon, posons P = Z a X* avec n € N*.
k=0

P(P(X)) =X =P(P(X)) —=P(X) + P(X) =X = Y ar((P(X))* = X*) + (P(X) = X)

=Y a((PX)* = X¥) + (P(X) = X).
k=1

Mais, pour 1 <k < n, (P(X))* —X¥) = (P(X) = X)((P(X))*~ " + X(P(X))* 2 + ... + X¥ 1) est divisible par P(X) — X et il
en est donc de méme de P(P(X)) — X.

n°9:
1

1) Posons P = Z aiXjoul > 1 et ou les a; sont des entiers relatifs avec a; # 0.
i=0
Pm+km) = Zai(n—i-km)l = Zai(nI—I—Kim) = Zainl—l—Km:m—l—Km:m(K—l— 1),
i=0 i=0 1i=0

ou K est un entier relatif. P(n 4+ km) est donc un entier relatif multiple de m = P(n).



2) Soit P € Z[X] tel que ¥n € N, P(n) est premier.
Soit n un entier naturel donné et m = P(n) (donc, m > 2 et en particulier m # 0). Pour tout entier relatif k, P(n+km)
est divisible par m mais P(n + km) est un nombre premier ce qui impose P(n + km) = m. Par suite, le polyndme
Q = P—m admet une infinité de racines deux & deux distinctes (puisque m # 0) et est donc le polyndme nul ou encore
P est constant.

n°10 :
1) Déja, Py est dans E.
1

Soit n un naturel non nul. P, = E(X + 1)...(X+n) et donc, si k est élément de {—1,...,—m}, Ph(k) =0 € Z.

1
Si k est un entier positif, P, (k) = a(qu 1..(k+n)=Cr  €Z.
Enfin, si k est un entier strictement plus petit que —m,

Pr(k) = =(k+1)..(k+n) = (—1)“%!(—k— ..(k—n)=(-1)"CY_, € Z.

1

nl
Ainsi, Vk € Z, P(k) € Z, ou encore P(Z) C Z.

2) Evident

3) Soit P € C[X] \ {0} tel que Vk € Z, P(k) € Z (si P est nul, P est combinaison linéaire & coefficients entiers des Py).
Puisque Vk € N, deg(Px) = k, on sait que pour tout entier naturel n, (Px)o<x<n est une base de C,[X] et donc, (Px)ken
est une base de C[X] (tout polynéme non nul ayant un degré n, s’écrit donc de maniére unique comme combinaison
linéaire des Py).

Soit n = degP.

Il existe n + 1 nombres complexes aop,..., an tels que P = agPo + ... + anPn. Il reste & montrer que les a; sont des
entiers relatifs.

I’égalité P(—1) est dans Z, fournit : ap est dans Z.

I’égalité P(—2) est dans Z, fournit : ap — a; est dans Z et donc ay est dans Z.

L’égalité P(—3) est dans Z, fournit : ap — 2a; + a; est dans Z et donc a, est dans Z...

L’égalité P(—(k + 1)) est dans Z, fournit : agp — aj + ... + (—=1)¥ay est dans Z et si par hypothése de récurrence, ay,...,
ax_1 sont des entiers relatifs alors ay 1’est encore.

Tous les coefficients ayx sont des entiers relatifs et E est donc constitué des combinaisons linéaires a coefficients entiers
relatifs des Py.

n®11 : On prend n > 2 (sinon tout est clair).
=(X—e — e %) est & racines simples si et seulement si e e '® ou encore e ou enfin, a ¢ nZ.
(X 'La)(X 1(1) t S 3 3 1 3 t 1 t 3 1ia ia 2ia ] ﬁ ¢ Z

ler cas. Si a € Z alors, P =0 =0.Q.
2¢éme cas. Si a ¢ nZ, alors

P(e'?) = sin a(cos(na) + isin(na)) — sin(na)(cos a + isina) + sin((n — 1)a)

=sin((n—1)a) — (sin(na) cos a — cos(na)sina) = 0.

Donc, e*® est racine de P et de méme, puisque P est dans R[X], e~'¢ est racine de P. P est donc divisible par Q.

n—1
P=P—P(e'?) =sina(X™ — e'™%) —sin(na)(X — e'*) = (X —e'%)(sina Z Xt 1-ketka _gin(na))
k=0
= (X —e')S.

Puis,



-1
S—§S_ S(e—la) = gin anZ elka(xn—l—k e—l(n—]—k)a) = gin a(X _ e—ia) Z elka( Xn—Z—k—je—ija)
k=0 b P
n—2 n—2-k n_2 ' '
=sina(X—e ') ( Z Xn-2-kdeikilay — i q(X — e 19) Z( Z et(k—i)ajn-2-1
k=0 j=0 1=0 k+j—L
n-2 1
=sina(X—e ') (Z et(Zk—Dajyn-2-1
1=0 k=0
Maintenant,
l i .
Y eilzu el —ef e sin((141)a)
¢ =€ 1 - . .
1 —e?ta sina
k=0
Donc
n—2 n_2
i in((1+1 )
s=simax—et) Y. TUOIDUye2m_ (ote) T gin(us a2,
= sin a —
et finalement
. . n-—2 n—2
= (X—e')(X—e7') 3 sin((k+1)a)X* 27 = (X = 2Xcosa+1) }_ sin((k+ 1)a).
k=0 k=0

n®12 : Soit P un polynéme de degré n superieur ou égal a 2.
Posons P = A(X — z1)(X — z2)...(X — z1) ol A est un complexe non nuls et les zx des complexes pas nécessairement deux

a deux distincts.

Py (TIx-z)=) oo\
i=1 t

i=1 j#Ai
et donc

LI

P/
?:ZX—Zi'

i=1

Soit alors z une racine de P’ dans C. Si z est racine de P (et donc racine de P d’ordre au moins 2) le résultat est clair.

Sinon,

.I n
En posant A; = m, (Ai est un réel strictement positif) et en conjugant, on obtient Z Ai(z —zi) =0 et donc
s i=1
n
D Az
z = S5—— =bar(zi(M), ., Zn (An)-

S
i=1



n®13 : On suppose que n = degP > 1.
On pose P = A(X — z1)(X — 22)...(X — z,) o A est un complexe non nul et les zy sont des complexes pas nécessairement
deux a deux distincts.

D’apres I'exercice precedent
X — Zk

/

P
Si P est divisible par P/, 3(a,b) € (Cz\{(0,0)}/ P = (aX+Db)P’ et donc 3(a,b) € C2\{(0,0)}/ P T XTo
/

que la fraction rationelle 7 a exactement un et un seul pole complexe et donc que les zy sont confondus.

ce qui montre

En résumé, si P’ divise P, 3(a,A\) € C*/ P =A(X—a)™ et A #0.
Réciproquement, si P = A(X — a)™ avec A # 0, alors P/ = nA(X — a)™! divise P.
Les polynomes divisibles par leur dérivée sont les polynémes de la forme A(X — a)™, A € C\ {0}, n € N*, a € C.

n° 14 : Soit P un tel polynéme. —2 est racine de P 4+ 10 d’ordre au moins trois et donc racine de (P 4+ 10)’ = P’ d’ordre au
moins deux.

De méme, 2 est racine de P’ d’ordre au moins deux et puisque P’ est de degré 4, il existe un complexe A tel que
P/ =A(X—2)2(X+2)%2 = A(X2 —4)2 = A(X* —8X2 + 16) et enfin, nécessairement,

JA,n) eC?/P :)\(%x5 — §x3 4+ 16X) + p avec A # 0.

1 8
Réciproquement, soit P = )\(EX5 — §X3 +16X) + 1 avec A # 0.

P solution & P + 10 divisible par (X 4 2)3 et P — 10 est divisible par (X —2)3
SP(=2)4+10=0=P/(=2) =P"(=2) et P2) +10=0="P'(2) =P"(2) & P(=2) = —10 et P(2) = 10
32 64

A%+ % —32) + =10 ,
32° o’ @HZOGtA(%f%_F:’,Z)_Fu:]O
A= — 2 432) + =10
5 3
75
Su=0etA= 23
N . N . _ 75 ] 8 3 ]5 5 25 3 75
On trouve un et un seul polyndéme solution a savoir P = 128(5X 3)( +16X) = 128X 16X n 8X

n°® 15 : Les polyndémes de degré inférieur ou égal a 0 solutions sont clairement O et 1.

Soit P un polynéme de degré supérieur ou égal a 1 tel que P(X?) = P(X)P(X + 1).

Soit a une racine de P dans C. Alors, a?, a*, a®..., sont encore racines de P. Mais, P étant non nul, P ne doit admettre

qu'un nombre fini de racines. La suite (a?" )nen ne doit donc prendre qu’un nombre fini de valeurs ce qui impose a = 0 ou
la| =1 car si |a| €0, 1[N]1, +oo[, la suite (|a2"|) est strictement monotone et en particulier les a?" sont deux & deux distincts.

De méme, si a est racine de P alors (a—1)? Pest encore mais aussi (a—1)%, (a—1)%..., ce qui impose a =1 oula—1| = 1.

En résumé,

(aracine de Pdans C) = ((a=0oula/=1)et (a=Toula—1/=1))=(a=0oua=1Toulal=la—=1/=1).
Maintenant, [a| =|la—1|=1&Ja=1et|al =]a—1] < a € C((0,0),1) Nmed[(0,0), (1,0)] ={—j,—j?}.

Dong, si P € R[X] est solution, il existe K, «, B, v, K complexe non nul et «, § et 'y entiers naturels tels que P =
KX*(X — 1B (X +3)Y(X+3j2)Y (—j et —j% devant avoir méme ordre de multiplicité).

Réciproquement, si P = KX*(X — 1)B(X +§)Y(X +32)Y = KX*(X — 1)B(X2 =X +1)7.
P(X?) = KX?¥(X2 = 1)B (X4 = X2 +1)Y = KX?¥(X = 1)B(X 4+ 1)B (X% = V3X + 1)V (X% + V3X + 1)

et



P(X)P(X+ 1) = KX¥(X = 1)P(X? = X+ 1)yK(X + 1)*XP(X? + X + 1)Y
=KEXOTP (X — 1P (X + )X (X2 =X+ 1)Y(X* + X +1).

Par unicité de la décompdsition en produit de facteurs irréductibles d’un polynéme non nul, P est solution si et seulement

siP=0ouK=1letax=pety=0.
Les polyndémes solutions sont 0 et les (X2 — X)* ot & est un entier naturel quelconque.

n°16 : a est solution du probléeme si et seulement si X> — 209X + a est divisible par un polynéme de la forme X2 + «X + 1.
Mais
X5 —209X + a = (X* + aX + 1)(X> — aX? + (a? = )X — (o — 2a)) + (& — 3? —208)X + a + (o — 2x).
Donc a est solution & dax € C/ { 2(4:__3;(32;2228 =0 . Mais, o* —3x? —208 = 0 & o? € {-13,16} & « €
(—4,4,1v/13, —1V/13} et la deuxiéme équation fournit a € {56, —56, 15i/13, —151v/13}.

n°® 17 : On note que P(1) =1 £ 0 et donc que l'expression proposée a bien un sens.
5 5 5
ax +2 Z 3 1 P’(1) 12
> =Y (1+ )=5-3) =5-3 =5-3=-=-31.
ma—1 & ax — 1 =1 —ax P(1) 1
n°18:
1)
x+y+z=1
S ) WiAxztyz Sor=1 0y=03=—4
xXyz
xyz = —4

& x, y et z sont les trois solutions de Péquation X3 — X% —4X +4 =0
& x, Y et z sont les trois solutions de I’équation (X — 1)(X —2)(X +2) =0
S (X,y,Z) € {(1a2) 72)» (],72,2), (2, 1 ) 72)» (Zv 72, 1)a (72v ]vz)a (72v2) 1)}
2) Pour 1 < k < 4, posons Sy = x* +y*+2z8+t5. Ona S; = O'% — 20,. Calculons S3 en fonction des ox. On a

0? =53 +3Zx2y + Gnyz =53 +3Zx2y + 603 (*). Mais on a aussi $1S; = S3 + szy. Donc, szy =

o (0% —207) — S3. En reportant dans (x), on obtient cf? =S3+ 3(0? — 207102 — S3) + 603 et don,

S3 = %(—0? +3(G? — 20102 —S3) +603) = G? — 307102 + 303.

Calculons S3 en fonction des oy. Soit P = (X —x)(X —y)(X —z)(X —t) = X* — 01 X3 + 02X? — 03X + 04.

P(x) +P(y) +P(z) + P(t) =0 & S4 — 0153 + 0252 — 0357 +404 =0
& S, =07 (G? — 30102 +303) — 0'2(0'% —202) + 03071 —404

& Sy = 0] — 4030, + 40103 + 205 — 40y,

Par suite,

o1 =0 o1 =0
720‘2:‘10 622—5
S9N 30520 Y o03=0
203 — 404 =26 o1=6

& x, Y, z, et t sont les 4 solutions de 1’équation X*—5X2+6=0
& (x,y,2,t) est I'une des 24 permutations du quadruplet (vV2, —v2,v3,—V/3)
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n®19 : Le polynéme nul est solution. Soit P un polynéme non nul de degré n solution alors n =n—1+n — 2 et donc
n = 3. Posons donc P = aX3 + bX? + cX 4 d avec a # 0.

P(2X) = P/ (X)P"(X) & 8aX3 + 4bX? + 2cX + d = (3aX? + 2bX + ¢)(6aX + 2b)
& (18a? — 8a)X3 + (18ab — 4b)X? + (4b? + 6ac — 2c)X +2bc—d =0
& 18a? —8a =18ab —4b = 4b% + 6ac —2c =2bc—d =0

(:)a:getb:c:dzo.

4
Les polynomes solutions sont 0 et §X3.

n°® 20 : O n’est pas racine de P.
On rappelle que si 1 = %, (p € Z*, g € N, p Aq = 1) est racine de P, alors p divise le coefficient constant de P et

q divise son coefficient dominant. Ici, p divise 4 et q divise 12 et donc, p est élément de {+1,+2, +4} et q est élément de

. 1T 1 2 4 1 1 1
{1,2,3,4,6,12} ou encore 1 est élément de {+1,+2, +4, :l:2 :l:3 :I:3 :l:3 :|:4,:|:6 :I:lz}

2
Réciproquement, on trouve P(g) = P(%) = 0. P est donc divisible par
2 1
12(X = 3)(X = ) = (3X=2)(4X 1) = 12X2 — 11X + 2.
Plus précisément, P = (12X2 — 11X + 2)(X2 + X +2) = (3X — 2)(4X — 1)(X — _]%ﬁ)(x— _]%ﬁ).
n°21 : Pour n >0, posons P, = (X —1)2" — X2 +2X — 1. P (0) = P, (1) = Pn(%) =0. P, admet 0, 1 et % pour racines

et est donc divisible par X(X — 1)(2X — 1) = 2X3 —3X? + X.

Sin=0oun =1, le quotient est nul. Si n = 2, le quotient vaut —2.
Soit 1 > 3. On met succesivement 2X — 1 puis X — 1 puis X en facteur :

n—1

Po=((X=1)" = (X" + (2X = 1) = ((X=1)2=X2) Y _(X—1)2FX2"T78 4 (2X — 1)

k=0
ZX _ ~| Z 2kX2(n—1—k) + ]) ZX _ ] Z ZkXZ(n—1—k) +1— X2n—2)
- n—1 _n
:(ZX_])( ( _‘I) ( ])Zk 1X2n 1-k) Z
k=1 s
n—1 2n—1
= (X=X =1)(= ) (X=1)2 xRy XK
k=1
n-2 2n—1
=(2X=T)(X=1)(= ) (X=nZIx2=170 3 Xk (X —1)2"3)
k=1
n-2 2n-3 2n-3
_ (ZX*‘I)(X*])( Z(X 1)2k—1x2(n—1 —k) Z xk — Z )Zn 3— ka 3xk)
k=1 k=1
n-2 2n-3 2n—-3
_ X(2X _ ])( ”( (X _ ])2k—1 X2n—2k—3 Z xk— 1 Z ])2ﬂ—3—kcl2<n73xk—1 )
k=1 k=1

11



n+m-—1

1= (X+ (] n+m 1T _ Z Cn+m 1Xk(] _X)n+m—1—k

n+m-—1

_ Z Cn+m ]Xk 1— X)T‘L+mf1 k Z Cn+m 1xk(-| 7x)n+m7]7k

n+m-—1

(1—=x)™ Z Cck K 1Xk X)nflfk ' Z CTkH_m_]kan(] 7X)n+m71fk
k=n
n+m—1 n—1
Soient U= Y  Clym X M(1=X)"M T et V=3 Ck, o X¥(1=X)" "7 Uet V sont des polynomes tels
k=n k=0

que UX" +V(1—=X)™ =1. De plus, pour n < k < n+m—1, deg(Xs M (1=X)"™ 1K) =k —n4nt+m—-1-k=m—-T<m
et donc deg(U) < m et de méme pour 0 <k <n—1, deg(X*(1 =X T ¥)=k+n—1T—k=n—1<net deg(V) <n.
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