Planche n° 20. Déterminants

* trés facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** trés difficile
I : Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

—2a a+b a+c
n°1: (**) Montrerque | b+a —2b b+c |=4(b+c)(c+a)la+b).
c+a c+b —2c

n®2: (**) Pour a, b et c deux a deux distincts donnés, factoriser

o oo X
oo X0
a Xo o
X a oo

n® 3 : (***) Calculer :

a 0 b
0 a b 0
1) det(]i —jl)i<ij<n 2) det(sin(ai + a;))i1<ij<n (@1,...,an étant n réels donnés) 3) 0 0
D0 0 :
0 b a O
b 0 a
X 1 0 0
1 1 1
11 0 0 0 =X 1
4y 0 o 1 ]5)det(Chl ) )i<ij<pin 6)
S 10 : 0
10 ... 0 1 o ... ... 0 =X 1
a ... ce. Qp—2 Qp-1—X
n®4 : (***I) (Déterminant de VANDERMONDE) Soit A = (X})O<ij<n Ol XQ,..., Xn sont n + 1 complexes. Calculer

detA = Van(xog,...,Xn).

1
a; + bj
sont 2n réels tels que toutes les sommes a; + bj soient non nulles. Calculer detA (en généralisant I'idée du calcul d'un
déterminant de VANDERMONDE par l'utilisation d’une fraction rationnelle) et en donner une écriture condensée dans le
cas a; = by = 1.

n® 5 : (¥***) (Déterminant de CAUCHY et déterminant de HILBERT) Soit A = < > oll a1,..., An, b1,...,bn
1<ij<n

n° 6 : (****) Soit A = (aij)i<i,j<n O, pour tout i et tout j, a; j € {—1,1}. Montrer que det A est un entier divisible
par 2T,

=]

2
n°® 7 : (***) Résoudre le systétme MX =U ou M = T2 s e T et U=
1ol L O

A B

n° 8 : (***I) Soit (A,B) € (M,(R))? et C = ( B A

) € M3 (R). Montrer que detC > 0.

n°9 : (**I) Soit A = (ai;j)i<ij<n e B = (bij)i<ij<n avec by; = (—1)"J a; ;. Montrer que detB = detA.
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n® 10 : (***I) Déterminer les matrices A, carrées d’ordre n, telles que pour toute matrice carrée B d’ordre n on a
det(A + B) = detA + detB.

a; a ... ... Qn
an a az an—1
An-1 Gn g n-2
n°® 11 : (****) (Déterminant circulant) Soit A = . — . et P = (w(k_”(l_”)@k,gn
az as ... an aj

ot w = e?"/™ Calculer P? et PA. En déduire detA.
n°® 12 : (***I) Calculer det(comA) en fonction de detA puis étudier le rang de comA en fonction du rang de A.

n°® 13 : (***I) (Dérivée d'un déterminant) Soient a; ; ((i,j) élément de {1,...,n}?) n? fonctions de R dans R, dérivables
sur R et A = (aij)1<i,j<n. Calculer la dérivée de la fonction x — det(A(x)).

x+1 1 1 X+ a; X X
1 x+1 " : x x+ az
Applications. Calculer 1) ; ; 2) : :
: . . 1 : . . X
1 cee e 1 x+1 X ... X x+4an
n°® 14 : (***I) Calculer
1T 1 ... 1 o 1 ... 1 a b ... b
T 0 . : 1T 0 . : b a
1) |0 o e et s s o s 2) det((T45—1)%) 3)
: .0 1 : 0] : a b
1 ... ... 1 0 1 ... ... 1 0 b ... ... b a
ar+x c+x ... c+x 2 1 0o ... 0
b+x ax+x . : 1 2
4) ; ; b, ¢ complexes distincts 5) | o .. .. ..
: - Qn-1+x cHx S T 20
b+x b+x an +x 1 ... 0 1 2
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