Planche n® 21. Systémes linéaires. Corrigé

n°1 : m est un paramétre réel.

1) det(S) = 2(m(m—5)—6)+ (3(m—5)—3)+7(6—m) =2m? —14m+12 = 2(m—1)(m—6). Le systéme est de CRAMER
si et seulement si m ¢ {1, 6}.

e Sim ¢ {1,6}, les formules de CRAMER fournissent alors :

- 1 e 2 | _4m-ami108  2Am-6)2m-9) 2m-9
T2m-m-6 |5 3 T 2m-Nm-6 2m-Nm-6 m-1
- ] ‘e ) 14m — 84 l4(m—6) 7
TTam-m-6| 5, 5 T 2m-NDm-6 2m-Nm-6 m-1

1 2034 ~14m + 84 _14(m —6) 7
z= -1 m 5 |= = = —
2(m—1)(m—6) 2 3 7 2m—1)(m—6) 2(m—1)(m—6) m—1

m-9 7 7
Simg(1,6),. =4 ("7 — .
m—1"m-—1 m—1

2x+3y+z=4
e Sim =1, le systéme s’écrit { —x+y+2z=5 . Or,
7x+3y—4z=7

2x+3y+z=4 z=4—2x—3y z=4—2x—3y z=4—2x—3y
—x+y+2z=5 &< —x+y+24—2x—3y)=5 &< 5x+5y=3 &< x+y=3/5 .

x+3y—4z=7 7x+3y—4(4—-2x—-3y)=7 15x + 15y = 23 x+y=23/15

&m:Ly:gI

2x+3y+z=4
e Sim =6, le systéme s’écrit ¢ —x+6y+2z=5 . Or,
x+3y+z=7

3
2x+3y+z=4 z=4—2x—3y z=4—2x—3y x=z
—x+6y+2z=5 &< —x+6y+24—2x—3y)=5 &< —5x=-3 &
7x+3y+z=7 7x+3y+(4—2x—3y) =7 5x =3 Z:%;fgy

Sim—6,<7—{<é E3y),y€R}.

Autre solution (dans le cas ot m € {1,6}). Un déterminant principal est

2 1
-1 2

premiéres équations comme équations principales et x et z comme inconnues principales. Le systéme des deux premiéres

équations équivaut a

=5 # 0. On peut choisir les deux

3+ (m—6)y
X=—"

5
14— (2m+3)y -
5

z =

La derniére équation fournit alors une condition nécessaire et suffisante de compatibilité (les termes en y disparaissent
automatiquement pour m € {1,6} et donc pas la peine de les calculer).
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7x+2y+(m—5)z:7(:)7w +3y+(m-—>5)

S14m—-6)=0&5 m==6.

14— (2m+3)y
5

=7&821+14(m—-5)—-35=0
. R . . . 3 1
Si m =1, le systéme n’a pas de solution et si m = 6, ’ensemble des solutions est g,y, 5 - 3y),yeR,.

2) det(S) =2(-8m —4+2)— (4m + 1) +5(2m + 2m + 1) = 0. Le systéme n’est jamais de CRAMER. Un déterminant

principal est ‘ = 3 # 0. On peut choisir les deux premiéres équations comme équations principales et x et z comme

1 2
‘ om—4— (dm+ 1)y
inconnues principales. Le systéme des deux premiéres équations équivaut a 3m 48 _3|_ (5m+2)y - La derniére
B 3
équation fournit alors une condition nécessaire et suffisante de compatibilité.
em—4—(4 1 -3 8+ (5 2
Sx —y+4z=3m—2& 50 3(m+ Wy pa23mt Z(“H W 3m 2

&S56m—4)+4(-3m+8)—-383m—-2)=09(m+2)=0& m=-2.

_ 4 _
Sim#£-2, .7 =0 81m:—z,5ﬂ:{( fet+7y 1 8y),y€R}.

3 3

1T 1 1
3)I 1T m 1 = —2m? 4+ 2m = —2m(m — 1). Le systéme est de CRAMER en x, Y et z si et seulement si m ¢ {0, 1}.

m -1 —-m

e Sim € {0, 1}, les formules de CRAMER fournissent :

3—t 1 1
2m? -2 —2m2 +2
“mim =N gy m —2m(m—1)
1 3—1t 1 2 2
1 —2m* —2 -2 2 1
y=— ~| 1 mA2emt T _ F2m 2”‘”( 1m+m):m+]t+1
—2m(m —1) m -1+t —-m —2m(m —1) m-
1 1 3—1t 2 2
2 2 -2 2
2= — ] ~1 1 m m24me :““*“;)H( s m)z—m+:t+1.
—Zm(m —1) m —1 -1+t —2m{m —1) m-
1 1
Sime{01), Z=14(—t41, 0 2™ 1 k) terl.
m—1 m—1
X+y+z+t=3 PN
e Sim=0,onécrit { x+z=2 (:){t_ o
y+t=1 B Y
x+ty+z+t=3 t=0 t=
eSim=1,onécrit{ x+y+z—t=3 &< x+y+z=3 &< x= . Dans ce cas, I’ensemble de solutions
x—y—z—t=-1 x—y—z=—1 z=2—y

est {(1,y,2—vy,0), z € R}.

Sim=1,={(1,y,2—vy,0), y e R}
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1)

1 2 3 m m+6 2 3 m
2 1 3 6 1 3
det(S)=1| 3 T y | = 216 m T 5 [ (G =G+ G+ G+ Cy)
m 3 2 1 m+6 3 2 1
1 2 3 m 1 2 3
T 1T m 3 0o -1 m—3 3—m .
=(m+6) 1 m 1 2 =(m+6) 0 m—2 -2 2-m (Li « Ly — Ly, pourie€{2,3,4})
1 3 2 1 0 1 —1 1—m
—1 m—3 3—m —1 m—3 0
=(m+6)|m—2 -2 2-m|=(m+6)|m—2 -2 —m| (C3«C3—-0Cy)
1 -1 1—m 1 —1 -m
—1 m—3 0 —1 m—3 0
=—-mm+6)| m—2 -2 1|=-mm+6)|m-3 -1 0| (L «—1Ly—13)
1 -1 1 1 —1 1
—mm+6)| ™3 o mm—2)(m—4)(m+6)
=—m(m m—3 1 =m(m m m .

Le systéme est de CRAMER si et seulement si m ¢ {0,2,4,—6}. Dans ce cas, les formules de CRAMER fournissent

m—1 2 3 m 0 2—-(m—1) 3—m(m—-1) m-—3(m-—1)
1 T m 3 1 1 m 3
mm-—2)(m—4)(m+6)x= 0 o1 o= . ] ;
0 3 2 1 0 3 2 1
3—-m —m24+m+3 —2m+3 5m—6 —-mZ4+5m—3 —2m+3
=—| m 1 2 =—| m—6 -3 2
3 2 1 0 0 1

=—[-3(5m—6) — (m—6)(—m? 4+ 5m — 3)]

=—m3+11m? —18m = —m(m —2)(m —9).

etxr—f‘rn‘—i9
T (m—=4)(m+6)
T m—1 3 m
2 1 3
mm-2)m-4m+6y=|35 o T 5
m 0 2 1
—2m+3 0 —m?4+m+3 —2m+3
2 1 m 3
- 3 0 : 5 (L « Ly —(m—1)Ly)
m 0 2 1
—2m+3 —m?+m+3 —2m+3
= 3 1 2
m 2 1
3m?-5m—6 —-m?+m+3 2m?—4m-3
= 0 1 0 (C] — C] —3C2, C3 — C3—2C2)
m-—6 2 -3

=-33m?> —=5m—6) — (m—6)(2m? —4m — 3)
= 2mP4+7m?—6m=—m(2m—3)(m—2)

2m—3

Y= T om0
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1 2 m—1 m -2m+3 —-m+3 0 —2m+3
2 1 1 3 2 1 1 3
mm-—2)(m—4)(m+6)z= 3 m 0 2 = 3 m 0 )
m 3 0 1 m 3 0 1
—2m+3 —-m+3 —2m+3
=— 3 m 2

m 3 1
= —(=2m+3)(m—6)+36m—6)—m(2m? —5m+6) = —2m> +7m? — 6m

etz—_L
 (m—4)(m-—-6)
1 2 3 m-1 —2m+3 —m+3 —m?+m+3 0
2 1T m 1 2 1 m 1
mm-2)(m—4)(m+e)t=| 5 0 |= 5 o 1 .
m 3 2 0 m 3 2 0
—2m+3 —-m+3 —m*+m+3
— 3 m 1
m 3 2
=(=2m+3)2m—-3)=33m? =5m—3)+ m(m® —m? —4m + 3)
=m*—m® —17m? +30m=m(m—2)(m? + m—15)
2 _
ot t — m-+m-—15

Sim ¢{20,2,4,6}, S = ({(

m—9 ~ 2m-3  2m-3 m2+m15>}
Mm—-4)(m+6) (MmM—4)(m—6))" (m—4)(m—-6)m—-4)(m—-6)/]

e Sim =0, le systéme s’écrit

x+2y +3z=—1 x+y+z+t=0(E; +Ey) b U —2
2x+y+3t=1 2x+y+3t=1 N
3x+z4+2t=0 ) xtuytztt=0E;+E) T ¥ zy o
3y+2z+t=0 3y+2z+t=0 Txtaytz=

1

t=—x—-y—z y—x+4]

<:>{Z=x—2y &1 z=—x—=

—x—2y—3(x—2y)=1

. 1 1 1
Sim =0, Y—{(x,x+ Z,—X—Z,—x+ E) , XER}.
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e Sim =2, le systéme s’écrit

x+y+z+t=l(E1+E3)
Xx+2y+3z+2t=1 4 t=g-x-y-z
;zigy*fiii;; o x+y+z+t=%(Ez+E4) & x—z=—%
2X+3y+2z+t=0 3x+2y+z+2t=0 Xty tz— )
2x+3y+2z+t=0 4
t:lfxfyfz y:fxfé
4 .8
= Z:X+z = Z:X"‘z
2x+2g:—§ t:—x+l
4 8

e Sim =4, le systéme s’écrit

X4yt zit— (Ey+E)
X+2y+3z+4t=3 Y TlEr T
2x+y+4z+3t=1 1
xtdytzizt—o O xtytzit=z(E+E)

dx+3y+2z4+t=0 x+4y+z+2t=0
Ix+3y+2z2+t=0

Sim=4, ¥ =02. I

e Si m = —6, le systéme s’écrit

x+y—z—t=-2(E; +E
x+2y+3z—6t=—7 Y (s 2)

2x+y—6z2+3t=1 o 2x+y—62z+3t=1
x—6y+z+2t=0 x+y—z—t=0(E; + E4)

—6x+3y+2z2+t=0
Y Ix+3y+2z2+t=0

Sim=-6, . =0. I
m 1 1

5 | =1 =1 m |=m2m)+ (-m+1)+ (m+1)=2(m?+1) #0 (m désignant un paramétre réel).
1T -1 —m
Le systéme formé des équations n° 1, n° 2 et n° 4 est donc de CRAMER. Les formules de CRAMER fournissent alors :

C2mf—m 1 *S—metzf‘?)m_]
T Tzl YT T m24+1

La troisiéme équation fournit alors une condition nécessaire et suffisante de compatibilité :

2m? —m—1 3m—1
-M————+3-—mM+mM———=-m
m2 41 m? +1
S-m2m?—-m-1D+B-m)(m?*+1)+mBm—1)=—m(m?+1)

&S -2mP+7m?>+3=0

Le systéme est compatible si et seulement si m est I'une des trois racines de 'équation —2X3 +7X? +3 = 0.

a b c 1T 1 1
6) detS = Lb a2 b2 2| = Lb a b e |- Vdn((;b‘C)-
acl 1 1 abc | 2 p2 2 abc
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Si a, b et ¢ sont deux a deux distincts, le systéme est de CRAMER. On obtient :

~abc Van(m,b,c) a(b—-m)(c—m)
" mbc Van(a,b,c¢) m(b—a)ic—a)’
(

puis, par symétrie des roles, y = bla—mj(c —m) ot z— S4T m)(b—m)
| 7 ma—Db)(c—b) m(a—c)(b—c)’

Sia=b#c(oua=c#boub=c#a), le systéme s’écrit :

x+y=1—z
x+y=1—z2 x+y=1—-z m-—a
c;x—l—a]y—l—czizm] N c]t(l—z)—kc%:m] o ET P
X+ -y+-z=— —(1—z)+-z=— (1 1)ma 1 1
a a c m a c m -—— =———
c a/c—a m a
Le systeme est compatible si et seulement si —¢) = 0 ou encore (m = a ou m = c¢). Dans ce cas, ’ensemble
. m-—c m—
des solutions est : { <x, —X, ) R}
a—c c—a
Sia=Db=c, lesystéme s’écrit : x +y+z=1= m_ —. Le systéme est compatible si et seulement sim=a=b =c et
dans ce cas ensemble des solutions est : {(x,y,1—x —1u), (x,y) € R2.
7)
(b+c)? b? c?
det(S) = a’ (a+c)? c?
a’ b? (a+b)?
(b+c¢)? b? c?
=|a?—(b+c)?> (a+c)>—Db? 0 (Ly « Ly — Ly, L3y« L3 —Ly)
a’? —(b+c)? 0 (a+b)?—
(b+c)? b2 c?
=(a+b+c)?’| a—b—c a+c—b 0
a—b—c 0 a+b—c
2bc b2 c?
=(a+b+c)?| —2¢ a+c—b 0 (C1 «C1—C,—C3)
—2b 0 a+b—c

=2(a+b+c)(bcla+c—b)la+b—c)+cb*(a+b—c)+bc*(a+c—b))
=2bcla+b+c)((a+c—b)la+b—c)+bla+b—c)+cla+c—b))
=2bc(a+b+c)*(a? +ab+ac) = 2abc(a+b +c).

Si abc(a+ b +c¢) # 0, le systéme est de CRAMER et on obtient aprés calcul :

_(a+c—=b)la+tb—-c)  (b+c—a))(b+a—c) ) _(c+a—-b)lc+b—a)
~ 2abc(a+b+c) N vz

2abc(a+b+c) 2abc(a+b +c)

Sia=0 (oub=0o0uc=0), le systéme s’écrit :

(b+c)?x+b%y+c?z=1
ly+z)=1
b2(y+z)=1

Donc,
e Si((a=0et b?#c?) ou(b=0eta®+#c?)ou(c=0eta’?+#b?)), le systétme n’a pas de solution.

1
e Sia=0et b=c#0, I'’ensemble des solutions est 0,y,—y+ b_2> , Y € R} (résultats analogues pour les cas

(b=0eta=c#0)et (c=0et a=b#£0)).
eSia=b=c=0,iln’y a pas de solution.

1
e Sia=0et c=—b+#0, 'ensemble des solutions est { (x,y — b_2> , (x,y) € Rz} (résultats analogues pour
(b=0etc=—a#0)et (c=0et b=—a#0).
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e Siabc#0et a+b+c=0, le systéme équivaut a 'équation a’x + b%y + c?z = 1.
1— 2, bZ
L’ensemble des solutions est { (x,y, M) , (x,y) € Rz}.

2
8)
a b c 1 b c 1 b c
detS=|c¢c a b|=(a+b+c¢)|1T a b|=(a+b+¢c)|]0 a—b b-c
b ¢ a 1 ¢ a 0 ¢c—b a—c
=(a+b+c)((a=b)la—c)+(b—c)?)=(a+b+c)(a?+b?+c?—ab—ac—bc)

_— -

=(a+b+c)(a+ijb+ij%c)(a+i*b+ijc)

Si detS # 0, les formules de CRAMER fournissent :

x det(S) = =p(a? —bc) + q(c? — ab) + r(b? — ac).

= a T
(el =ey
o o o

On finit aisément.

1 1
9) Soit P =X3 —X—1. P et P/ =3X2 —1 n’ont pas de racines communes dans C car ﬁ et fﬁ ne sont pas racines de

P et donc les racines de P sont simples ou encore, a, b et ¢ sont deux a deux distincts.
Ainsi, detS = Van(a, b, c) # 0 et le systéme est de CRAMER.

0 1
(b—a)lc—a)lc—b)x={2 b ¢ [=-2(c?=b})+3(c—b)=(c—Db)(3-2(b+c)) =(c—b)3+2a),
3 b2 ¢?
3+ 2a
b = tx = —
(cara+b+c=0)etx b _ac_a)
1T 0 1
b—a)lc—a)lc=bly=| a 2 ¢ |=2(c?—a*)—=3(c—a)=(c—a)2(a+c)—3)=—(c—a)(3+2Db),
a’ 3 c?
ot U — 3+42b
YT —o
1T 1 0
(b—a)lc—a)lc=b)z=| a b 2 |==2b2—a?)+3(b—a)=(b—a)(3+2¢),
a’ b2 3
et z = % (difficile d’aller plus loin).
1 2 3
n®?2: 0 1 =2 |=2+42(-7)=-12+#0 et le sytéme est de CRAMER en X1, X2 et x4. On note aussi que le systéme
21 0

est homogéne de rang 3 et donc que Iensemble des solutions F est un sous-espace vectoriel de R® de dimension 5 — 3 = 2.

X2 = —2x1 + 5x3 + 4x5

X1+ 2x2 —x3+3x4 +x5 =0 X1+ 2x2 + 3%x4 = X3 — X5 1
X2 +%x3 —2x4 +2x5 =0 & X2 —2x4 = —%x3 — 25 & x4 == ((—2%1 +5x3 +4x5) + x3 + 2x5)
2x1 +x2 —5x3 —4x5 =0 2x1 +x2 = 5x3 + 4x5 2

X7+ 2%x2 + 3x4 = X3 — X5

X2 = —2x71 + 5x3 + 4xs5
& X4 = —X1 4+ 3x3 + 3x5
X1 + 2(—2x7 4+ 5x3 + 4x5) + 3(—x71 + 3x3 + 3x5) = X3 — X5

X1 = 3x3 + 3xs5

& ¢ X2 =-—%x3 —2xs5
X4 = 0
L’ensemble des solutions est F = {(3x3 + 3x5, —x3 — 2x5,%3,0,%5), (x3,X5) € R?} = Vect(ey,ez) o e; = (3,—1,1,0,0) et

e2 =(3,-2,0,0,1) et, puisque dimF = 2, une base de F est (e, ez2).
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n°3 : Pour k € [1,n], notons zyx est l'affixe complexe de My et ayx est laffixe complexe de Ayx. Le probléme posé
équivaut au systeme :
Vk € [1,n—1], zx + zk+1 = 2ak et zn + 21 = 2an.

Le déterminant de ce systéme vaut :

1 1 0 0
0
0l=1x 1T 4 (=1)™T x 1™ (en développant suivant la premiére colonne)
0 1
1 0 0 1

=1+ (=)™

ler cas. Sin est impair, detS = 2 £ 0 et le systéme admet une et une seule solution.
On obtient z; = 2a71 — 21, z3 = 2a2 — 241 + 214, Zn = 2an_1 — 2an_2 + ... + 2a2 — 2a7 + z7 et enfin :

20n_ 1 —20n_2 + ...+ 2a2 — 2a71 +z1 + z1 = 2an,

etdonczy =ay—az+..—an_1+appuisz; =ar+a—az+..+an_1—ay puis zz3 =—a;+a+ a3 —aq... + an, ...
puis z, = —aj; +a—az + ...+ an—1 + an.

Si n est impair, le probléme posé a une et une seule solution. I

2éme cas. Si n est pair, detS = 0 mais le mineur formé des n — 1 premiéres lignes et n — 1 derniéres colonnes est non
nul. Donc, le systéme est de rang n — 1, les n — 1 premiéres équations et n — 1 derniéres inconnues peuvent étre choisies
pour équations et inconnues principales.

On résout les n — 1 premiéres équations constituant un sytéme de CRAMER en z3,...,z,. On obtient

zy =201 —z1, z3 =2a2 —2a1 + 21, ..., Zn =20n_1 — 20n_2 + ... — 2a2 + 2a7 — z7.

La derniére équation fournit alors une condition nécessaire et suffisante de compatibilité :

2an_1—2an_2+...—2a; +2a1 —z1 +z1 =2an & a1 +a3...=az +as + ...

Cette derniére condition se traduit géométriquement par le fait que les systémes de points (A7, As,...) et (A2, Ay,...) ont
méme isobarycentre.

En résumé, si n est pair et si les systémes de points (A7, A3, ...) et (A2, Ag,...) n’ont pas méme isobarycentre, le probléme
n’a pas de solutions.

Si m est pair et si les systémes de points (Aq, A3, ...) et (A2, A4, ...) ont méme isobarycentre, le probléme a une infinité de
solutions : My est un point quelconque puis on construit les symétriques successifs par rapport aux points Ay, Az ...

n®4 : Soit D, le déterminant du systéme pour n > 3.
En développant ce déterminant suivant sa premiére colonne, on obtient la relation de récurrence :

vn > 5a Dn=Dn1— DT‘L*Z)

ce qui fournit aisément par récurrence, en tenant compte de D3 = D4 =—1:

Vk > 1, D3k = Daiq1 = (—1)" et Dary2 =0.

Pour n élément de 3N* U (1 + 3N*), le systéme est de CRAMER et homogeéne et admet donc une et une seule solution &
savoir la solution nulle.

Pour n = 3k + 2, puisque Dy = 0 mais que le mineur de format n — 1 constitué des n — 1 premiéres lignes et colonnes est
Dn_1 et est donc non nul, le systéme est homogéne de rang n — 1 et ’ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel
de R™ de dimension 1. On trouve aisément & = {A(1,—1,0,1,—1,0...,1,—1), ;A € R}.

(© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés. 8 http ://www.maths-france.fr



n°5: (1)=(2).
Montrons par récurrence sur n > 1 que : Vn € N, (V(ay, ...,an) € E™/ (det(fi(a;j))i<ij<n = 0) = ((f1, ..., fn) li¢e).

e Pourn=1,

(Var € B/ det(fi(aj))i<ij<1 =0) = (Vai/ fi(ar) =0) = (f1 =0) = (f1) lite.

e Soit n > 2. Supposons que (¥(a1,...,an—1) € E" 1/ det(fi(a;))1<ijen—1 =0) = (f1,..., fn_1) lide.
Soient fy,..., fn n fonctions telles que V(ay, ..., an) € E™/ det(fi(aj))1<ij<n = 0.

Si (fy,...,fn_1) est liée alors (fy,...,fy) est liée en tant que sur famille d’une famille liée.

Si (fy,...,fn_1) est libre, par hypothése de récurrence, il existe aj,...,an—1 1 — 1 éléments de E tels que
det(fi(aj))1<i,j<n—1 # 0. Mais, par hypothése, on a :

Vx € E) det(fi(cﬂ )v '-'vfi(a‘rl—1 );fi(x))lgign =0.

n

En développant ce déterminant suivant sa derniére colonne, on obtient une égalité du type Z Aifi(x) = 0 ou les A; sont
i=1
n 1
indépendants de x ou encore une égalité du type Z Aify = 0 avec A, = det(fi(aj))1<ij<n—1 # 0 ce qui montre encore
i=1

que (f1,...,fn) est lice.
(2)=(1). On suppose que I(ay,...,an) € E™/ det(fi(a;))1<ij<n # 0). Montrons que (f1, ..., fr) est libre.
n

n
Soit (A1, ...,An) € C™ tel que Z?\iﬂ = 0. En particulier : Vj € {1,...,n}, Z?\ifi(aj) = 0. Les n égalités précédentes
i=1 i=1
fournissent un systéme d’équations linéaires en les A; & n inconnues, n équations, de déterminant non nul et homogéne
ou encore un systéme de CRAMER homogeéne dont on sait qu’il admet pour unique solution (A1, ...,An) = (0,...,0). On a
montré que (fq, ..., ) est libre.

n° 6 : Soit A, la matrice de ’énoncé.

En développant det(A) suivant sa premiére colonne puis en développant le déterminant de format n — 1 obtenu suivant
sa premiére ligne, on obtient detA,, = —detA,_, pour n > 3.

Par suite, pour p > 1, detAz, = (—1)P " 'detA; = (—1)P # 0 et pour p > 1, Ay, est inversible.

On a aussi, pour p > 1, detAzp 1 = (—1)P " 'detAs = 0 et, pour p > 1, A1 n'est pas inversible. Finalement, A,, est
inversible si et seulement si n est pair.

Dorénavant, on pose n=2p (p > 1).
Pour X = (xi)1<i<n €t Y = (Ui)1<i<n vecteurs colonnes donnés, on a :

X2 =141
AX=Y& Vie[2,2p — 1], xi—1 + Xit1 = Ui
X2p—1 =Y2p

Ce systéme se résoud en x, = yj puis, par récurrence, pour k < p, X2k = Yak-1 — Y2k—3 + ... + (=1)*Ty; et aussi

X2p—1 = Y2p, puis par récurrence, pour k < p, X2k—1 = Y2k — Y2k+2 + ... + (—1)P"¥yzp. D'ott 'inverse de A quand n = 8
par exemple :

o 1 0 -1 0 1 0 -1
1 0 0 O O O 0 O0
0o 0 0 1 0O -1 0 1
AT -1 0 1 o o0 o0 0 0
o 0o 0 o0 o0 1 0 -1
1T 0 -1 0 1 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 1
-1 0 1 o -1 0 1 0
Zox
or . . o K
n°7: Soit (x1,...,xn) € R™ et F—]; X by
La fraction rationnelle F s’écrit, aprés réduction au méme dénominateur :
P n
F= Q ouQ = H(X + by ) et P est un polyndéme de degré inférieur ou égal an — 1.
k=1
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Maintenant,
(X1, .., Xn) solution de (S) & Vk € [1,n], Flax) =1 & Vk e [1,n], (Q —P)(ax) =0.

Par suite, puisque les ax sont deux & deux distincts, Q — P est divisible par H(X — ay). Mais, Q est unitaire de degré n
k=1

n
et P est de degré inférieur ou égal & n — 1, et donc Q — P est unitaire de degré n ce qui montre que Q — P = H(X — ax)
ou encore que b

n n
=[[](X+0u) = JT(X— ax).
k=1 k=1
n n
(X+b) = (X =a)
Réciproquement, si F = k=1 - k=1 , alors Vk € [1,n], Flax) =1.
H(X + bi)
k=1
En résumé,
n n
" [TxX+b0) =] [(X—aw)
(x1,...,%Xn) solution de (S) & Z < +kbk _ k=T _ k=1
=1 JTx+b0)
k=1

H<x+ka—H(x—akJ
k=1
H x + by)

sSYie[ln], xi= 11rnb (x + bi)X=

k=1
[ T(bi +ax)
svie[ln], =40
[ T(ox —bs)
k#1

(© Jean-Louis Rouget, 2008. Tous droits réservés. 10 http ://www.maths-france.fr



