Planche n° 23. Comparaison des fonctions en un point : corrigeé

Exercice n° 1
T
1) Si x €]0,n[, sinx > 0, de sorte que la fonction proposée est bien définie sur un voisinage pointé de 5 (c’est-a~dire un

.. T . oom
voisinage de = auquel on a enlevé le point = ).

2 2
7T 2 2
T _x 2x —
In(sinx) ~ sinx—1 :—(1—cos(7—r—x)) ~ —(2 ) :—( x—m) .
x—5 2 x—5 2 8
In(sinx) 2x—m L. . In(sinx) ) N/ (2xm) In(sin x) /(2x—70) 0
Donc, ~— . On en déduit que lim ——— =0 puis que (sinx)"/(2x=7) = eln(sinx)/(2x=m) _, 0 — 1,
2x—m 8 x—Z 2x—m x—Z

2)

In|tanx| =In|sinx| —In|cosx| ~ —In]cosx],
x— 5

2
puis cosxIn|tanx| ~ —cosxIn|cosx|. Par suite, lim cosxIn|tanx| lim —cosxIn|cosx| = lim —ulnu = 0 puis
x—Z x—5 x—5 u—0
‘tanx‘cosx — ecosxln\tanx\ . eO =1.

s
x—Z

3) nm L nm . T L T 1
COS S11 COS — S — = —
n+1 6n+1 n—o+oo 3 6 2

" (T (1 L)
1 3 3n

1 T 1 V3. /m 1 1 V3n 1
_ECOS<%+O<H) +TSIH<%+O<H>)—§+W+O<H)

+ = =1 (et on est en présence d’une indétermination du type 1°°).

N —

De méme,
i i— i — ].,.l - — gi T n + —
Ment1 MG on T T 36 ©
1 o (1 V3 AT (LI I W I 1
2"\ 36 n 2 2\ 3en "°\R)) T2 T n
Puis,

nmn . nm V3mn 1 V3mn 1 V3n
nln (COS3n+1 +Sln6n+]) —Tlln <] +m+0 (E)) —Tl(m—‘ro (E)) —j“-o(]),

n
nm nm
et donc |( cos + sin - eV3m/24
n+1 on + 1 n—+00
x? x?
4) In(cosx) ~ cosx—1 ~ ——.Puis,In|x|xIn(cosx) ~ —=Inlx|] — 0.Donc, (cosx)™ Xl = elnlxInfcosx) _, o0 — 1,
x—0 x—0 2 x—0 2 x—0 x—0

5) Quand x tend vers E, S
2’ 1 —sinx

—si . _ i 1
(COSX)QI/(] sin x) :—&\smh\e]/“ cos h) :_gelnlsmhlJrl—cosh.

T
tend vers 4+o0o. Posons h = x — 5 puis € = sgn(h), de sorte que
Or,

hZ
(__ o (hz)) (1nfh] + ofln 1)) + 1

. 1 (1 —cosh)ln|sinh|+1 2
In|sinh| + = =
1 —cosh 1—cosh x—0 h?

— +o0(h?)
2

_140(1) 2

= 50— ~ =

x—0 h7 —|—0(h2) x—0 h
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1 2
t donc, In|sinh| + ——— ~ = .
¢ one, n‘sul |+]—COSh x—0 hz X:)O +oo

1—sin x)

On en déduit que lim cosx x e/17sn%) — 4 o et lim cosx x e/ = —o0.

x—7/2, x<7/2 x—7/2, x>11/2

6) Pour x € R, 2cos®x —3cosx + 1 = (2cosx — 1)(cosx — 1) et donc

Vx € R, {Zcoszx—?scosx—H =0&x¢e (ig—l—ZnZ) UznZ}.

Pour x ¢ (ig n ZnZ) U 2nZ,

2cos? x + cosx — 1 ~ (2cosx —1)(cosx +1)  cosx+1

2cos2x —3cosx+1 (2cosx —1)(cosx —1)  cosx—1’

et donc, lim

1
2cos?x+cosx—1 3
x—7/3 2cos2x —3cosx + 1 l

2

—1
7)
I+tanx _ T+x+olx) _ (T+x+ox)(1T—x+0(x)) = 1+o0(x)
1+ thx x—o 1 +x+ o(x) x—0 x50 )
Puis,
1 1+ tanx In(1+ o(x)) o(x) o(1)
T n = — — —
sinx 1+thx / x=0 x4+o0(x) x—0x4+o0(x) x—=0 1+ 0(1) x—0
1/sinx
Finalement, lim M =e’=1.
x—0 \ 14+ thx
8)
X X 1
In(lnx) ~ Inx—1=In- ~ =—1=——(e—x),
Xx—e € x—e € e
puis,
1
In(fe —x)In(lnx) ~ ——=(e—x)In(e—x) — 0,
x—e e x—e

et donc (lnx)ln(e—x) — eln(e—x)In(Inx) _, 1
x—e—

9) xInx — 0, et donc
x—1+

x—1+ x—
Ensuite,
1n(1— x2—1) V1= x—Dx+1) —V2(x—1)
x—>1+
Finalement,
x*—1 x—1 1
=——Vx—1 — 0.
In(1 —vx2% — x—>1+ —/2(x—1) \/z x—1+
10)
eX
In(chx—1) ~ In(chx) ~ ln(—):x—lnz ~ X,
x—+00 Xx—+00 2 X— 400
et donc
xIln(chx—1) x><x71
x2 +1 x—+oo X2 )
11)
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X X
In(x—x*)+x—Inx=x+In(l—x) = —=+o0(x?) ~ —=—.
( ) ( )x~>0+ 2 ( )X*)O+ 2
Ensuite,
3
(Sinx)x:exln(sinx) _ exln(xf"TJro(,&)) _ ~ln x XlnofxTJro(XZ)) _ e %*FO(X})
x—0+ x—0+ x—0+
3
x S 3
= xX[(1——+4o0(x
S (o),
et
3
yoinx e(x—%—o—o(xﬂ)lnx _ exlnxe—%+o(x3lnx) = X ]_X lnx+o(x31nx) .
x—0+ x—0+ x—0+ 6
Donc

. 31 31
(sinx)* — x*nx =, XX (] _ % +o0 (X3)) X (] X 6HX 1o (X3 lnx)) Xj)+ x (X 6IIX +o (X3 lnx))
x*lnx  x3Inx
~ ] X = R
x—0+ 6 6
et finalement
(sin x)* — x50 X x3Inx/6 _ xlnx o0
In(x —x2) +x—Inx x—0+ —x2/2 3 o+ o
12)
1 1 1
X ) x—+oo X X
puis
In(x +1) 1 1
— = 1+ +o .
Inx x—o+oo xInx xInx
Ensuite,

In(x+1) 1 1 1 1
xIn[ —— = xIn(1+ +o0 = — 4o — — 0.
Inx x—+00 xInx xInx x—+oo Inx Inx ) x—+oo

Donc, <M) — e¥=1.
Inx x—-+00

13) Quand x tend vers

1
ﬁv

N

(Arcsinx)? — s 1 Arcsinx+ T Arcsinx — T 1 T + T Arcsinx — T Arcsinx — T
16 _ ! 4 4 ! 4 4 4 _ T 4
2 1 =3 % 1 L 20T T 1 42 1
X+ —= x—— TV —+—= X—— X — —=
V2 V2 2 V2 V2 V2
T 1 s 1 T
—  ——=(Arcsin)' | —&= | = —= =—
L 4ﬁ( ) ( 2> 4v2 1 4

cos (a+ l) 1 o1 tan a 1 tan a 1
xIn| ——2** | =xIn | cos— —tanasin — = xIn(1-— +ol - = x|— +ol -
cos a X X/ x—+oo X X x—+00 X X

= —tana+o(1),

X—+00
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X—+00 cosa

Ccos (a + l) "
et donc lim [ —*~ —e tana

Exercice n° 2

1)
1 2,3 2, .3\2 2., .3\3 7
1—x2—x3xio1+(x +x°) + (x* +x°)" + (x* +x°)" + 0 (x)
= T+x2 4+ +x*+2¢ + 25 +3x" 40 (x7).
x—0
2)
Lo L =1+ ﬁ—ﬁ‘l-ﬁ + ¥ _x 2+ X 3+o(x7)
COSX x—0 x2  x* X x—0 2 24 720 2 24 2
T— =4+ ———+0(x)
2 24 720
2
B A T | WVL T TR A WU IO IR I
Sol T ( 24+4)er (720 21 Tg) Tol) S+ gt H o o ().
3) Remarques initiales.
X X
a) Pourxe} {\{O}, on a0 < —— <1 et donc la fonction x — Arccos (—) est définie sur} {\{O}
2’ 2 tan x tan x

(qui est un voisinage pointé de 0).

) = o0(1) (développement limité a l'ordre 0).

—> 1 et donc Arccos (
x—0

b)
tanx x—o0

c) La fonction x — Arccosx n’est pas dérivable en 1 et n’admet donc pas en 1 de développement limité d’ordre
supérieur ou égal a 1 (et a priori, ¢’est mal parti).

tanx

d) La fonction proposée est paire et, si elle admet en 0 un développement limité d’ordre 3, sa partie réguliére
ne contient que des exposants pairs.

Recherche d’un équivalent simple de Arccosx en 1 a gauche.

Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, Arccosx — 0 et donc,

Arccosx ~ sin(Arccosx) = V1 —x2 =+/(1+x)(1 —x) \/E\/] —X.

x—0

[ x
Déterminons alors un équivalent simple de Arccos ( ) en 0. D’aprés ce qui précéde,
tanx

X . tanx — x x3 / x|
Arccos ~ sin | Arccos 1— .
tanx / x—0 tanx tanx tanx \/_

[ x
Ainsi, la fonction x — Arccos ( : ) n’est pas dérivable en 0 (mais est dérivable a droite et a gauche) et n’admet
anx

donc pas de développement limité d’ordre supérieur ou égal a 1 (mais admet éventuellement des développements limités
a gauche et a droite pour lesquels la remarque initiale sur la parité des exposants ne tient plus).

[ x X
Déterminons un équivalent simple de f(x) = Arccos < t—> — — quand x tend vers 0 par valeurs supérieures.
anx

V3

Arccos <, / ﬁ) — % o sin <Arccos <, / ta)r(lx> — %)
= sin (Arccos (1 / taix)) cos <%> — sin <%> cos (Arccos (1 / taix))
. tanx — x X X . X .
=V Ttk " <ﬁ) ~V fanx On (ﬁ) =9ix)

Maintenant,
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—+=—+o0(x") 3 5 2 1/2
tanx —x 3 15 1 X 2x 5 X 2
= ° = = ((Z+2= 1- X
tanx  x—0+ x3 X 3+ 15 +o (') 3+O(X)
X+ = +0(x3)
T /x3 X s\ X x? S0\
X@W(?*E*O(X)) x@\Tg(”ﬁ“(x))
X x>

= —+—=+o(x
x=0+ /3 3043

et donc,
tanx — x X X x3 3 > < x? 2 > X 2x3 3
——cos| — = — +——=+o0(x 1——+4o0(x = ————=+o0(x7).
Vi (35) 5 (a0 ) (15 +00) 5. 5 ravs o)
Ensuite,
X X x? V2 x3 x? X x3
sin | — = (1+5+o0 x2> <———+0 x3> = <1——+0 x2><———+0 x3)
Vi (75) 5 (05 00)  (Gmte®) 5 (-5 +00) (Faste
x 23 3
= ——"—40(x),
x~>0+\/§ 9\/§ ()

et finalement,

I S \VB ™ 15v3 3 93 x50+ 45v/3 X0+ 45y/3"

Ainsi,
X X 4x3
A - = _ 3y
recos < tanx> V3 x—0+ 45/3 to (X )
f étant paire, on en déduit que
X X AP 3
Arccos < tanx) o ﬁ + 53 +o0 (x ) .

T T
4) La fonction x — tanx est trois fois dérivable en 1 et admet donc en 1 un développement limité d’ordre 3 & savoir son
développement de TAYLOR-Y OUNG.

tan; =1 puis (tan)’ (;) =1+ tanzg = 2. Ensuite, pour tout x non dans g—}— nZ, (tan)”(x) = 2tanx(1 + tan® x) et

(tan)”(=) = 4. Enfin, pour tout x non dans ; + nZ

I

(tan)®) (x) = 2(1 + tan? x)? + 4 tan® x(1 + tan? x),
et (tan)) (E) = 16. Finalement,

4
e 19226 D o (6-3))

5)

1 1 x2 Xt 4 1 (x2 X 1/ 4 1T X2 P
len(ChX)x:0x21n<1+2+24+0(X)>x:0x2 z+z4_§<z) o)) 53 te )
et donc

= 1/2e-Trtolx?) _ \/E_ﬁx2+o(x2).

x—0 x—0 x—0 12
6)
tan x (cos () =1) = (x+0 (3))” (—"7 o (XS)) (* +0 (x*)) <—§ o (XS)) = o).
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7) On pose h =x — 1 ou encore x = 1+ h, de sorte que x tend vers 1 si et seulement si h tend vers 0.

hl(%x) — In(2+h)(1 +h)2
= (m2ym (1)) (1o B2, (_2)(_3)(_4)h3+0(h3)
h—0 2 2 6
h h? h3
= (ln2+z—?+ﬂ+o(h3)) (1—=2h+3h? —4h?® + 0 (h?))
= w2t (2 am2) s (3m2-2)we g (am2 s B h? + 0 (h?)
h550 2 8 24 :

In(1+x) 1 9 ) 43 s s
Donc,TX:] 1n2+<§ 21112) (x 1)+<3ln2 g) (x—1) —|—( 41n2+ﬂ> (x—1) +o((x 1) )
8) Pour x réel, posons f(x) = Arctan(cosx). f est dérivable sur R, et pour x réel, f'(x) = o Smx Puis,

1+ cos?x
o (x) o (x)
x——+o0(x x——+o(x 3 2 =1

) = — 6 _ 6 N O N
i) = 2 2,50 221 0(3) xo0 z(" 6+0(X)> (1 z*o(x)>

1+<1——+0(x3))

1 x3 4 x? ; x  x3 4

X:O—E<x—z+o(x )) (1+7+o(x )) X:O—E—?—&-o(x).

Dongc, ' admet un développement limité d’ordre 4 en 0 et on sait que f admet en 0 un développement limité d’ordre 5
obtenu par intégration.

2 4 2 4
Arctan(cosx) = Arctan(cos0) — XT ~ +0(x%) Trox X +0o(x°).
X—

/ 1
9) Pour x > —1, posons f(x) = Arctan % f est dérivable sur ] — 1, +o0o[ et pour x > —1,
X

1 1 1 1

f(X):(X+2)2X2 X+ 1 X1+X+1 S22+ 3T+ 02 +x)

X+2 X+2

1 2x\ ! x\—1/2
= (1+Z) g+x2(142 .
2><3><\/§< 3> ( ) ( 2)

Par suite,

) = 6% (1 - %" + o(x)> (1 - g + o(x)) (1 - } + o(x))

= -2l Dxrom) = L (140

<50 6v2 37272)7°) Zoeva 12 o)
f’ admet donc en 0 un développement limité d’ordre 1 et on sait alors que f admet en 0 un développement limité d’ordre
2 obtenu par intégration.

X+ 1 1 1 17
Arctan/ —— = Arctan — + ——x — ——x* + 0 (x?).
Vx+2 x50 V2 6v2 1442 (<)
10)

S (23

2
_ 1,,34, 9556 7
x:o]+2X +8x +16X +o (x7).
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. x> 3x® 55X/ s ,
Donc, Arcsinx o X + < + a0 + 5 + o(x°). Ensuite,

1 1

2

XN| —_

Arcsin® x x—0

x?  3x*  5x® . 6 40 112
1+ 42> L7
( +tet gt o )>
1 x?  3x*  5x® X2 3\’ X2\ 7
o % <1_2<€+E+11—2>+3<?+E> —4<E> oY)
1 1 3 1 5 5 3 1 4 5
x50 X2 3+< zo+1z> +( 56 T 40 54)X +o(¥)
T 1 x2 3 5
o 3T e Tl
Finalement,
1 l+ﬁ+3]X4+O(X5)
X2 Arcsin’x x—03 15 945
11) Pour x réel, posons f(x) = ——. f est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit F la primitive de f

V14+x?4 ,

X
1
qui s’annule en 0 puis, pour x réel, soit g(x) = J

x V14+t4

g est définie sur R et, pour x réel g(x) =F (xz) — F(x). g est dérivable sur R et, pour tout réel x,

dt.

2x 1

/ _ ' (V2 _E! — 2\ — _
g'(x) = 2xF' (x*) — F/(x) = 2xf (x*) — f(x) N et

puis,

1 1 3 1 3
/ _ _ 1.8 8y _ (11,4, 9.8 9 _ la_ 98 9 9
Q(X)X:02X<1 73X +o0(x )) <1 5%+ gx +0(X))Xﬂo e +o(x7).
Ainsi g’ admet un développement limité d’ordre 9 en 0 et on sait que g admet un développement limité d’ordre 10 en 0

obtenu par intégration. En tenant compte de g(0) = 0, on obtient

glx) = —x +x% + :—Oxs — 21—4x9 — :—Oxm +0 (x'9).
12)
o x* o X! 100 x L X0 100
In <]§)F> =, n (e —m+o(x )) =, In(e") +1n (1—e (]O—O)!-i—o(x )>
1100 1100
o x +1In (1 ~ Toon! +0 (x]00)> o T00)! +0 (x'%).

13) Posons h = x — 7t ou encore x = 7w+ h de sorte que x tend vers 7t si et seulement si h tend vers 0.

§/4 (7 +x3) = §/4 (7 + (m+ h)3) = V83 + 1272h + 1272 + 4h3
3h  3h2 k3 >‘/3

_2n<1+ﬂ+ﬁ+ﬁ

B U LIS S W L L 2+5 3h3+0(h3)
h—0 3\ 2 22 213 9\ 2n  2m? 81 \ 2m

1 1 1 1 5
_ 21 T s 3
h302ﬂ+h+h <7‘[ 271)+h <37t2 7t2+127t2)+0(h)

h?  h3 ;
thZW-Fh-FE—H—‘FO(h),

puis,
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h?  h3 1 h? T 1
_ ALERNLI IR h) =h+ — — |1 h3).
}Ho< s )+3 +o () +27t+<3 47:2) +o ()
Finalement, tan({/4(r® +x3)) = (x—m)+ —(x—7n)?+ (5 —— ) (x—71)* + o ((x — 7)3).
X7 21 3 4m?
Exercice n° 3
. . a* + b* , . 1 ln(M)

Puisque a > 0, b > 0 et que pour tout réel x, > 0, f est définie sur R*, et pour x # 0, f(x) = ex 2

Etude en 0.

m (X (@ +6%)) =n l(eXIHG—I-eXl“b) — In 1+5(1na+1nb)+ﬁ(1n2a+1n2b)+o(x2)
2 2 <o 2 4

—

(xln \/E)Z +o0 (xz)

12 | zb 12 lzb 1
= In 1+xln\/ab+x2w+o()€2) _ xln(\/ﬁ)+x2w__
x—0 4 x—0 4 2

1 2
ZOXIHVab+§ (lnza—Zlnalnb—l—lnzb)xz—i—o(xz) zoxln\/ab+ Xglnzg—}—o(xz).

X— X—

Ensuite,

a* +bx\ /> X ,a X, ,a
( 7 ) X:()exp(ha\/ab—l—gln E+O(X)) X:o\/ab(1+glm E—l—o(x)).

Ainsi,  se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = v/ab. Le prolongement obtenu est dérivable en 0 et /(0) =

Vab

vab, 2 4d
3 In b(>0).
Etude en +o00.
1 T 1 X a\x 1 a
;m(z(a +b )) H_m;(m(b) 1nz+1n(1+(b) ))X;wx(xlnwo(x)) (car0< £ < 1)
= Inb+o(1).
X—+0o0

et lim f(x)="b (= Max{a,b}).

xX—+00

Etude en —oo. Pour tout réel x,

a4+ b\ /* a*+bx\ ¥ ab

2 2axb* f(x)’
et donc,
. . L ab  ab o
nglm f(x) = Xgr—lb—loo f(—X) = XEI}—]OO ™o a (= Min{a, b}).

Dérivée et variations. f est dérivable sur | — oo, 0[U]0, 400l en vertu de théorémes généraux (et aussi en 0 d’aprés l’étude
faite plus haut), et pour x # 0 (puisque f > 0 sur R*),

' (x) 1 a*+b*\\’ 1 a* + b* l1a*lna+b*Inb
—(lnf)’(X)—<;1n< 2 )) M=—mh () T

f’ a le méme signe que (Inf)’ qui, elle-méme, a le méme signe que la fonction g définie sur R par

X+ b* *1 b*Inb
Vx € R, g(x)_—ln<a + > a*lna+b*In

2 aX* + bx

g est dérivable sur R et, pour tout réel x,
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_a*lna+b*lnb  a*lna+b*Inb (a*ln’a+b*In*b)(a* +b¥) — (a*Ina+ b*Inb)?

1)
9 (X) - ax + bx + ax + bx +x (ax+bx)2
~_(ab)*(Ina—1Inb)?
(ax+bx)2

g’ est donc strictement négative sur | — 0o, 0[ et strictement positive sur ]0, +o0o[. Par suite, g est strictement décroissante
sur ] — 00, 0] et strictement croissante sur [0, +oo[. g admet donc un minimum global strict en 0 égal & 0 et on en déduit
que g est strictement positive sur R*. De méme, f’ est strictement positive sur R*. En tant compte de I’étude en 0, on a
montré que f est dérivable sur R et que f’ est strictement positive sur R. f est donc strictement croissante sur R.

Le graphe de f a l'allure suivante :

On peut noter que les inégalités f(—oo) < f(—1) < f(0) < f(1) < f(+o00) fournissent :
1 a+b
a<ﬁ< \/Clb<T<b.
2\a b
Exercice n° 4

Quand x tend vers +oo0,

2_ 3= ]_i 2 = X ]_i_|_ l — X—i-l— l
x =X x2 X—+00 2x? © x2 x—+00 2x ° x )’

et,

1/3
4
V3 +T7x24+1 = 2x(1+1+0(l2)> = 2x(1+i i + (l» = Zx—l—l—ﬂﬁ-o(l).
0 Sx X Xx—+00

ot xS0 2% 57ex2 0\ 127 283x O \x
Donc,
7 389 1
flx) = —x——— 2.
) S ™13 T 2ge O (x>
7
e Puisque f(x) — (x— ﬁ) = o(1), a courbe représentative de f admet en +o0o une droite asymptote d’équation
X—+00
7
Yy=—X—= 2
e Puisque f(x) — (x——) = -2 (1 38 jon £(x) — (X — — ) est strictement négati
uisque f(x =35 | 5 T mee T O\ %) e T 23gy Lexpression f(x X — 75 ) est strictement négative

au voisinage de oo et donc la courbe représentative de f est au-dessous de cette droite au voisinage de +ooc.
Exercice n° 5
f est de classe C* sur son domaine R\ {—1, 1} en tant que fraction rationnelle et en particulier admet un développement

limité & tout ordre en 0. Pour tout entier naturel n, on a

f(x) = x+x3 4.+ X2 fo(x2M),
x—0
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et donc,

vn e N, fCV(0) =0et ™D (0) = 2n 4+ 1)L

Ensuite, pour x ¢ {—1, 1}, et n entier naturel donné,

g (1™ e )
f (X)_2<1—x 1—|—x) (")_z (1T —x) 1 (14Xt )7

Exercice n° 6
1)

Vx2+3x+5—x+1 ~ —x—x=-2x,

——00

et

(x2 +3x+5)— (x —1)? 5x+4 5x 5
VX2 +3x+5—x+1= = ~ 2 2
VX2 +3x+54+x—1 VX2 +3x+54+x—1x2F0 x+x 2

2) e 3x2 —6x ~ —6x.

x—0
e 3x2—6x ~ 3x2.
X—+00
e Quand x tend vers 1, 3x* — 6x tend vers —3 # 0 et donc, 3x% — 6x >, —3.
xX—
e Enfin, 3x? —6x =3x(x —2) ~ 6(x —2).
x—2
3)
2 : 2 X3 3 2 2 x? 2
(x —x?) In(sinx) = (x —x%) In x—z—l—o(x ) = (x —x*)Inx+ (x —x*) In 1—?+o(x )
= xInx —x*Inx+o0 (x*Inx).
x—0
Ensuite,
inxIn (x —x*) = 2y (x*) ) Inx+In(1—x)) = 2, (x*) ) (lnx—x+o(x))
sinxln (x —x7) = (x 5 o(x nx+In X)) =, (x 5 o(x nx—x+o(x
= xlnx—f—o(lenx).
x—0
Donc,
(Sinx)x—xz _ (X_XZ)sinx — exlnx (ex2 1nx+0(x2 lnx) _ eo(xz lnx)) — exlnx (] _XZ Inx—14+o0 (XZ lnx))
_ 2 2 2
=(1+0(1)) (—x"Inx+ o (x*Inx)) o X Inx.
1—e 2 2 2 2 2
— —  — —2x —2x —2x _ —2x —2x
4)thx—mx_)—+oo—(1—e J(1—e?+o(e?)) =1—2e2*+o0(e ), et donc
thxlnx = (1 —2e ?* + o(e”?))Inx = Inx + o(1).
Par suite,
thx - elnx_x
X—+00 )

5) Tentative a ’ordre 3.

x3 x3 1 x3
tan(sinx) =, tan (x -z to (x3)) o (x — ?> + §(X)3 +o0 (x%) S Xt To (x%),
et,
x3 x3 1 x3
sin(tanx) = sin (x—i— 3 +o (x3)> o (x + ?> — @(X)S +o (x%) X T € +o(x?).
Donc, tan(sinx) —sin(tanx) = o(x?). L’ordre 3 est insuffisant pour obtenir un équivalent.

x—0
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Tentative a ’ordre 5.

1 1

3 5 3\ 3
~ 2 X o) = (XN L oY L 2 5
tan(smx = tan( 6 30 +o(x )) o (x c +]20)+3<x 6) +]5(x) + 0 (x°)
% (——g+£)x5+o(x5):x+x——x—+o(x5),

120

x—>0

et

5 5 X3 X5
<— E“rm)?{ +O(X)—X+€—%+O( )

Donc, tan(sinx) — sin(tanx) =, o(x®). L’ordre 5 est insuffisant pour obtenir un équivalent. Le contact entre les courbes
x—

sin(tanx = sm< +—+o(x5)> = <x+ﬁ+g)—l<x+ﬁ)3+L(x)5+o(x5)
x—0 3 15 6 3 120
x
43

représentatives des fonctions x — sin(tanx) et x — tan(sinx) est trés fort.

Tentative a 1’ordre 7.

tan(sinx) = t L
anfsinx) = tan X_?+W_5o40
= X_ﬁ+i_x_7 _|_l X_X_ i 3+£ X—ﬁ 5+£X7+ (X7)
<50 6 120 5040) '3 6 120) " 15 6 35150 7°
NER 11 1 2/ 5\ 17\ 7
X:o”z—m*(—smo 3<3Xm+3 36>+ﬁ(—3)+m>" +o (')
S —L+L+i—l+17 X +o(x)
x0T 6 40 5040 © 120 ' 36 315 :
et,
in(tanx) = si +£+21+17+()
sin(tanx x:)O sin | X 3 3157( o(x
— +X_3+2L+]7X ! +ﬁ+2i —&-L +ﬁ 5—L(x)7—&-o(x7)
N 3 315 ) 6 315 120 3 5040
X3 xXS (171 2 1 1 5 1\, :
Ho"+f‘%+(s1—s‘@(3xﬁ+3 >+m 5‘%)“0(")
VIS S S (VAR N NS IS B +o ().
0T e T35 715 18T 72 5040 x
Finalement,

, , I T R B T S (B410—40+24+20 — 5 .
tan(sin x) sm(tanx)x—o <m+£ ot T~ 72)x+ (x") = 360 + 0 (x’)
7
x:O%—’_O()
X
x~>030.
Exercice n° 7
Pourn >5,0n a
1 1 1 1 —
n:1 —_
e et T m o) T =)= TR n—2)(n—3) Z NCES0h

Ensuite,
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n—5 1

, , 1 1
o<n®) nmo ks S T R T M M3 m =) noree montee O

k=0
L 1 — 0
nn—-1m-2)(n—-3)(n—4) no+oo N n—otoo

avec n3(n —4)

n—>5
1 1
Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, Z y = o0 (§> . De méme P

e nn— 1.(k+1) notoo
1
o (—3> Il reste
n

SRSV L B GO B DL NV 10 NI VI B AU DL Y
U e n n2 n SR P 3 n . n? n SERLE

1
n—2)(n—3) no+oo

Exercice n° 8

1)
;_l — 1 _l — l ]+§+ﬁ+x_3+i+o(x4) _]_]
x(ex—1)  x2 x50 +x2+x3 x* X0 (x5) X2 x—0 x2 2 6 24 120
M\t te gt te
_ l _ §+ﬁ+ﬁ+i + §+ﬁ+ﬁ 2_ ﬁ_;,_ﬁ 3+(§)4+O(X4)
<=0 X2 2776 T 247120 276 T4 276 2
(x5 11 s 1.1 1 o 1 11\ 11 .
x:ox2< 7t < 6+4>+X ( 2476 8)+X ( 120+<36+24) 8+16)+0(X)
T 1 X )
So Tz 70 to )
2)

xln(x+1)—(x+1)lnx:x<lnx+ln (1 —&—J—()) —(x+1)Inx

_ 1 1 1
e T XT38 Taad T\

S N L LY
x~>_+oo nx 2x 3X2 4X3 © X3 )

Exercice n°9

1)

2
ful@) = emlv8) — eetrreld) _ ea<1_“_n+o<l)>.

n—-+oo n—-+oo n—-+4oo

En remplagant a par b ou a + b, on obtient

fola+b)—fn(a)f(b) T edt? <1 — %) —e¢ <1 — g) e <1 — ;) +o0 <%)

_ b 2 2 bZ 1 b a+b 1
_ atd (a+b)"+a”+ toy=_2 e Lol by,
2n n n n
b a+b
Done, fn(a-+b) — fn(a)fn(b n;m—a i (puisque ab % 0).
2 3 2 3 2\ 2
“a _ or(agmero(l)) L I L 1
2) e fn(a)n_:Looe 3 n—>_+001+ 2n+3n2 +2 m +o = , et donc
_ a? a>  a*\ 1
e afn(a) -1+ K n—>~+oo (y + ?> F (CaI’ a> 0).
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Exercice n° 10

1) Pour x € [O, g}, posons f(x) = sinx. On a f Q 0, gD =10,1] C ]0, g] Donc, puisque ug € ]0, g}, on en déduit par

récurrence que Yn € N, u, € }O, 5]
Pour x € [O, g] , posons g(x) = f(x) —x. g est dérivable sur [O, g] et pour x € [O, ;}, g’'(x) =cosx—1. g’ est strictement

T T T
négative sur ]0, E] et g est donc strictement décroissante sur [O, E] Par suite, Vx € ]O, E}’ sinx < x et de plus, pour

X € {O,;},sinx:x@}x:o.

i
u est a valeurs dans ]0, =] et donc Vn € N, u, 11 = sin(un) < un. La suite u est donc strictement décroissante et, étant

s T
minorée par 0, converge vers un réel { de [0, E} qui vérifie (f étant continue sur le segment [O, E] et donc en ¢), f(£) =1

ou encore { = 0.
En résumé, la suite u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0.

2) Soit « un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers 0 , on a

3 X
. u 3
ul; —ud = (sinun)* —uf e (un - ?“ +o (un)> —uy
2 5 o 2 5
— & n _ o4 n
LU (1 — 4 (un)) 1] =_u (—oc——l—o(un))
x+2 2
_ o n o
e g To (W)
Pour &« = —2, on a donc
1 1 1
> -3 = g + O(U
un+] u"rL n—-+oo
-1
175 1 1 1 1 /1 1 1 1
D’aprés le lemme de CESARO, — Z (2— — —2> = =+ o(1) ou encore — (—2 — —2> = 5 t+o(1) ou enfin, — =
e\, u 3 n\uz  uj 3 uz
n 1 n . . . . .
—+4+ — +o0(n) ~ —. Par suite, puisque la suite u est strictement positive,
3 u(z) n—-+oo 3
3
n ~ ——
n—-+oo n
Exercice n° 11
u
Il est immeédiat par récurrence que vn € N, u, > 0. Donc, Vn € N, L emun < ] et, puisque la suite u est
u

n
strictement positive, un11 < Un. La suite u est strictement décroissante, minorée par 0 et donc converge vers un réel £
vérifiant £ = Le~* ou encore ¢ (1 — e*e) =0 ou encore £ = 0.

u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0.

Soit & un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers 0,

_ 1 1
ud g —uy =ud(e M —1) T U (—on + o(un)) T —ouST 4 o(udth),

. -~ 1 . .
Pour o« = —1, on obtient en particulier —— = T+ 0(1). Puis, comme dans ’exercice précédent,
Un 41 Uy n—+oo
1 1 1
— = n+—+oMmn) ~ mnetdoncu, ~ —.
Up n—+oo Up n—+oo n—+oo M

Exercice n° 12

. , T s
Pour n entier naturel donné, posons I, = } =3 + nm, 3 +nmn [
Pour x € I, posons f(x) = tanx — x. f est dérivable sur I,, et pour x dans I, f'(x) = tan?x. f est donc continue et
strictement croissante sur I, et réalise donc une bijection de I, sur f(I,) = R. En particulier, Yn € N, 3lx,, € I,/ f(xn) =0

(ou encore tel que tanxn = xn).

s
On a bien stir xo = 0 puis pour n € N*, f(nm) = —nm < 0 et donc, ¥n € N*, x, € |nm, 5 + mr[. En particulier,
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Xn = nm+0(1).
n—-+oo
T ) i
Posons alors yn, = xn —nm. ¥n € N*, y, € }0, 5 [ De plus, tan(yn) —yn —nm = 0 et donc, puisque yn, € ]O, 5 [,
T
Yn = Arctan(tan(yn)) = Arctan(yn + nm) > Arctan(nm) — =
n—+oo 2
s
D’aprés le théoréme des gendarmes, y, = = 4+ 0o(1) ou encore
n—-+oo 2
= nm+ 2 to(1)
xn n—o+oo nm 2 oth).
. Tt Tt . T
Posons maintenant z,, = yn — 5 = Xn — NTT — 3 D’aprés ce qui précéde, Vvn € N*, z,, € }_E’O[ et d’autre part
s s
zn = of1). Ensuite, tan (Zn + —) =nmn+ = +z, et donc —cotan(z,) ~ nm Puisque z,, tend vers 0, on en déduit
n—-+oo 2 2 n—+00
1 1 1 .
que — ~ —cotan(zy,n) ~ mnm ouencorez, = —— 40— ). Ainsi,
Zn n—+oo n—-+oo n—-+oo n7m n
w1 (1 )
Xn = mn+-——+o0|—-].
n—+o0 2 nm n

2

1 T 1 1 .
—cotan [ t, — — = nn+ = — papes +o0 ) Par suite,
n

1 T 1 . 1
Posons enfin t, =z, + — =xn—mn— =+ —. Onsaitquet, = o — | et que
nm nm n—+oo n
nm /) no+too 2
tan [ t ! ! 1+ 1 +o ! - 1 1 +o !
—tan _ - _ _ - __ _
" nmn) noteo nm 2n n nmw 2n?w n2 )’

1 ¢ — Aret 1 1 L 1 B 1 1 n 1
. M nSe TR I T Iz T2\ 2 ntoo nm 2n2m ' o\nz )’

1 1
etdonct, = =——+4o0 (—) Finalement,
n

puis,

n—too 2N27 2
= nn+ T ! + ! + 1
Moo 2 nm ! mzn o 0\n2)-

Exercice n° 13

1) Pour x > 0, posons f(x) = x + Inx. f est continue sur ]0, o0, strictement croissante sur ]0,+oo[ en tant que somme
de deux fonctions continues et strictement croissantes sur ]0, +ool.

f réalise donc une bijection de ]0, +oo[ sur (]0, +o0() —} lim f(x), lim f(x) { =] — 00, +ool. En particulier,

x—0, x>0 X—+00

vk € R, Alxy €]0,+ool/ f(xi) = k.

k k k k k k k N L
2) f (E) =3 +In 3 < k pour k suffisamment grand (car k— 3 +1In z) =3 —In 5 k—>_4>-oo 400 d’aprés un théoréme de

k
croissances comparées). Donc, pour k suffisamment grand, f (E) < f (xk). Puisque f est strictement croissante sur 0, +ool,

k
on en déduit que xx > = pour k suffisamment grand et donc que lim xx = 4+oo. Mais alors, k = xx +Inxx  ~  xx.
2 k—+o0 k—+o00

Ainsi,
xx = k-+o(k).
k—+o0
Posons yx = xx — k. On a yx = o(k) et de plus yx + In (yx + k) =0 ce qui s’écrit :
yx = —In(k+yx) = —In(k+o(k)) =—Ink+1In(1+0(1)) =—Ink+ o(1).
—+00
Donc, xi B k—Ink+o(1).

——+00

Posons zx =y +Ink = xx —k + Ink. Alors, zy = o(1) et —lnk+zx = —In(k —Ink + zy). Par suite,
—+o00
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zr = Ink—In(k—Ink+o(1)) = —ln<1—%+o(%)> lnk—l—o(%).

k—+00 k—-+ k k k—>:+oo Tk k
Finalement,
Ink Ink
= k—Ink+— — ).
ATV +k+o(k>

Exercice n° 14

1 1
1) x3sin - =0 (x3) et en particulier x3sin— = o (xz). Donc, en tenant compte de f(0) =1, f(x) = 14+x+x>+

X< x—0 X x—0 x—0

o] (xz). f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.

2) f(x) = 1+ x + o(x). Donc, f admet en 0 un développement limité d’ordre 1. On en déduit que f est continue et
X—

dérivable en 0 avec f(0) = f’(0) = 1. f est d’autre part dérivable sur R* en vertu de théorémes généraux (et donc sur R)
1

1
et pour x Z0, f'(x) =1 +2x+3x2sin—2—2cos—2.
X X

1 -
Vx € R, f'(x) = 1+2X+3x251nx—2—2COSX—281X5£0
1six=0

1 1
3) f’ est définie sur R mais n’a pas de limite en 0. En effet, les deux suites ( ) et | ——=—=—===| tendent vers 0
[Tt
E +2nm

1
) tend vers —1 et f' | ——— | tend vers 1.

1/§+2n7t

f’ n’admet donc méme pas un développement limité d’ordre 0 en 0.

quand n tend vers +oco mais f’ (

1
V2nm

Exercice n° 15

1 x?  3x*
\/T—xz o 1+ > + 3 +0 (x4), et donc, en tenant compte de Arcsin(0) = 0, on obtient par intégration
3 5
. X 3x 5
ArCSlHXX:oX+ zﬁ‘ E +o (X ) .

Puis,
1 1 1
Arcsinx x—0 X1, x? N 3x* o ()
—+—+4o0(x
6 40
1 x? ! ) 1 x?  3x* x4 4 T x I3
= —(1+Z2 4+ = (12 4+ = - = -~ 3
Hox< et ol )) Hox< <6 * 40>+36+0(X )) Sox 6 360 To0)
et donc,
1 1 x 17x3 3
X~ Aresinx x30 6 T 360 T )
e La fonction f proposée admet en 0 un développement limité d’ordre 0 & savoir f(x) = o(1). f se prolonge donc par
x—
continuité en 0 en posant f(0) = 0.
e Le prolongement, encore noté f, admet en 0 un développement limité d’ordre 1 a savoir f(x) = % 4+ o(x). Donc f est
x—
1
dérivable en 0 et f'(0) = E
La courbe représentative de f admet a l’origine une tangente d’équation y = g
7 3
e Le signe de la différence f(x) — g est, au voisinage de 0, le signe de % La courbe représentative de f admet donc a

X
Porigine une tangente d’inflexion d’équation y = ¢
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Exercice n° 16

1) Arccosx = o(1) (développement limité a Pordre 0). Mais la fonction x — Arccosx n’est pas dérivable en 1 et
x—1—

n’admet donc pas en 1 un développement limité d’ordre 1.

2) Puisque Arccosx = o(1),
x—1—

Arccosx 5 sin(Arccosx) = /1 —x2 = /(1 +x)(1 —x) V21T —x.

X—

Exercice n° 17

1) Quand x tend vers 0,

1 T 1 1 1 11

(1—x)2(1—|—x):4_ﬂ—x+ (1—x)2 47 +4x
X30%<Zxk+2z (et T+ Y (1 ) 0 (x")
= k=0 k=0

n 2 k
Y k+3+ k34 (I Ly

x—0

?T‘
[}

2) On a aussi,

1 1 n n N
(1—x)2(1+x%) x50 (1—%x)(1 —x%2) (; xp> (Z XZQ> +o(x™)
xioz Z 1 x*+o(x Zakx +o(x
k=0 \p =

2k + 3+ (—1)*

Par unicité des coefficients d’'un développement limité, on a donc ay = 7

(ax est le nombre de fagons de

payer k euros en piéces de 1 et 2 euros).
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