Planche n° 25. Comparaison des fonctions en un

point. Corrigé

7
n°1: 1) Six €0, sinx > 0, de sorte que la fonction proposée est bien définie sur un voisinage pointé de 5 (c’est-a-dire

In(sinx)/(2x—7t)

2x—T7) _ e

s 7r
un voisinage de 5 auquel on a enlevé le point z) et de plus (sinx)'/(

T
Quand x tend vers 5 sinx tend vers 1 et donc

In(sinx) ~sinx — 1 = — (1 — cos (g fx)) ~ fl (E fx)z = ,M'

21\2 8
In(sin x) 2x— T /(2% In(si _
Donc, ~— — 0 et enfin (sinx)/(2x—7) = eln(sinx)/(2x—m) _, 60 — 1
2x — T 8
lim (sinx)"/ (2= =1,
x— 5

s 7r
2) Si x €]0, 7]\ {z}, |tanx| > 0, de sorte que la fonction proposée est bien définie sur un voisinage pointé de > et de plus

X , , U
| tan x| % = ecosxIn(ltanxl) "Quand x tend vers 3
In|tanx| =1In|sinx| —In|cosx| ~ —In]|cos x|,

puis cosx In|tanx| ~ —cosx In|cosx| — 0 (car, quand u tend vers 0, ulnu — 0).
DOHC, |tanx‘cosx — ecosxln\tanx\ N eo - 1.

lim |tanx|°®* =1.
x— 5

nm T, W ) , . L.
3) Quand n tend vers +o00, cos n — cos = + sin e 1 (et on est en présence d’une indétermination du

nr + si
i
In+1 on+1 3
type 17°°). Quand n tend vers +oo,

oo () P e (1) 2050 (2) 2 (e )

18n n
De méme,
nm ]+i -1 (T T L 1
Sin 6n+] = Sln 6 611 = Sin 6 36 (0]
LI S (0 1 0 W Y G S L I D W BV, S AL
236 n 2 M 3en "%\n)) T2 Tm n
Puis,

nmn . nm V3n 1 V3n 1 V3n
nln (COS3T],+1 +Sln6n+]) —nln <]+m+0(;)> —Tl(m#‘O(;)) —?‘FO(]),

et donc
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n
lim [ cos —"— + sin —" _ oV3m/24.
n+1 6n+1

n— +o0

2 2
4) Quand x tend vers 0, In(cosx) ~ cosx — 1 ~ f%. Puis, In [x|In(cosx) ~ f% In x| — 0.
Donc, (cosx)™* — e0 =1,

lim (cosx)™ Xl =1,

x—0

5) Quand x tend vers n

s
, —— tend vers +oo. Posons h = x — — puis ¢ = sgn(h), de sorte que
2" 1—sinx 2

(Cosx)el/(lfsinx) — —€‘Sinh‘€]/“7COSh) _ _Eeln\sinh\er.
Or, quand h tend vers 0,
h? 2
) 1 (1 —cosh)In|sinh| +1 (_7+0(h ))(In[h+ o(In|h])) +1 1+0(1) 2
In|sinh|+ = = < =— ~ =
1 —cosh 1—cosh h 5 h 2
— +o(h?) — +o(h?)
2 2
. 1 2 .
et donc, quand h tend vers 0, In|sinh| + ——— ~ — — +o00. Par suite,
1—cosh h?
lim cos(x)e]/“_mﬂ X) — +o0 et lim cos(x)e”“_mx) = —00.
x—7/2, x<1/2 x—7m/2, x>71/2

6) Pour x € R, 2cos®x —3cosx + 1 = (2cosx — 1)(cosx — 1) et donc
Vx € R, 2cos’x —3cosx+1=0&x € (j:;—t+27'tZ) U 27Z.

Pour x ¢ (ig + ZnZ) U 2nZ,

2cos? x + cosx — 1 (2cosx —1)(cosx+1) cosx+1

2cos2x —3cosx+1 (2cosx —1)(cosx —1)  cosx—1’

2cos?x + cosx — 1

et donc, lim =
x—7/3 2cos?x —3cosx + 1

2cos?x + cosx — 1

lim

=-3.
x—m/3 2cos2x —3cosx + 1

7) Quand x tend vers 0,

T+tanx 1+x+o0(x)

T thx 1 FxTol) =(1T+x+ox)(1T—=x+o0(x)) =1+ o0(x).

Puis, quand x tend vers 0,

— 0.

1 1<1+tanx>1n(1+o(x)) o(x) ol
sinx \T+thx )/ xtox) xtox) 1+o()

Donc

3

. 1+ tanx VSinXi]
e\ T Fthx -
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8) Quand x tend vers e par valeurs inférieures, In(x) tend vers 1 et donc

In(Inx) ~Inx—1=1In (2) ~ 2 —1 :—é(e—x),

puis,
1
In(e —x)In(lnx) ~ —E(e —x)In(e—x) — 0,

et donc (lnx)m(e=x) = elnle=x)In{lnx) _, 1

lim (lnx)™(e™) = 1.
X— e

x<e
9) Quand x tend vers 1 par valeurs supérieures, x Inx — 0, et donc
xX*—T=e"*_Toxlnx~Tx(x—1)=x—1.
Ensuite, v/xZ — 1 tend vers 0 et donc

In(1—vVx2 =1 ~—Vx2—T=—/(x—1Dx+1)~—/2(x—1).

Finalement, quand x tend vers 1 par valeurs supérieures,

x* —1 x—1 1
- SNy )
ml— V1) —\2x—1) 7V

10) Quand x tend vers +oo,

X

In(chx — 1) ~ In(chx) ~ In <%> —x—In2~x,

et donc

xIn(chx—1) xxx

1.
x2 +1 x?2

. xIn(chx —1)
lim ——— = 1.
X— 400 x% +1

11) Quand x tend vers 0 par valeurs supérieures,

x? x?
In(x —x?)+x—Inx =x+1In(1 —x) = -5 +o0(x?) ~ -5
Ensuite,
3
(SiHX)X _ exln(sinx) _ exln(xf%+o(x3)) _ exlnxexln(1f%+o(xz)) — Xxef%+0(x3) — %X (] _ % +O(X3)) ,
et,
3
Xsinx — e(xf%+o(x3))lnx _ exlnxef’ﬁ%JrD(x3 Inx) — xX <-| o X énx 4 O(X3 1HX)) i
Donc,

3 3 ’ ’
(sinX)X _ySinx (-I . % +O(X3)> X <-I X énx +O(X3 lnx)) = xX <X éﬂX +O(X3 ]nX)) N X énx‘
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et enfin

(sinx)* — xsinx x3Inx/6 _ xInx
In(x —x2) +x—lnx  —x2/2 3

— 0.

) (sinx)x _Xsinx
lim =0.
x—=0 In(x —x2) +x — Inx

x>0

12) Quand x tend vers 400,

In(x+1)=Inx+1In (1 +1) =1nx+l+o<l),
X X X
et 1)y T o),
Inx xInx xInx

el (DN (1 o (- oY oo
Inx xInx xInx Inx Inx
Donc, (M) = exp (xln (M)) —ef =1
Inx Inx

lim (M)X—L

Inx

puis

Ensuite,

1
13) Quand x tend vers —,
) Q 7
2
(Arcsinx)? — ~ 1 Arcsinx + T Arcsinx — T 1 T + i Arcsinx — n Arcsinx — —
16 _ 1 o 4 4 14 4 4 7 4
V2 V2 2 V2 V2 V2
T 1 T 1 T
— ——=(Arcsin)'(—=) = —= =—
4\/2( )'( 2) Wi ==
2

14) Quand x tend vers +oo,

1
cos (a+ ;) 1 1 tan a 1 tan a 1
xIn| ———% | =xIn|cos— —tanasin— | =xIn|(1— +o| - =x|— +o| -
cos a X X X X X X

= —tana+ o(1),

et donc lim _— =e
X— 400 cosa
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1
T3 201+(x2+x3)+(x2+x3)2+(x2+x3)3+0(x7):1+x2+x3+x4+2x5+2x6+3x7+o(x7).
- — x—

1

TG . 1+x +x3 +x* +2x% +2x® + 3x7 +o(x7).
1—x%—x

2)

1 x2 xt X6 N\ x2 xt x® X2\’ .
cosmfo(“?*ﬂ m“’(“) :”(7 +ﬁo)+(7_ﬁ) *(7) o)

1+X2+x4 NI I (L L [T ST I S AL LN )
- 720 24 " g) PO T I g T TOW

! *1+1x+54+61x+()
COSX x—0 24 720 o

3) Remarques.
a) Pour x € ]

X X
[\{OJ, on a0 < —— <1 et donc la fonction x — Arccos (
tanx tanx

>3 ) est définie sur }—g, g [ \ {0} (qui

est un voisinage pointé de 0).

b) Quand x tend vers 0, X 41 et donc Arccos (L) = 0(1) (développement limité & lordre 0).
tanx tanx

¢) La fonction x — Arccosx n’est pas dérivable en 1 et n’admet donc pas en 1 de développement limité d’ordre supérieur
ou égal & 1 (donc a priori, c’est mal parti).

d) La fonction proposée est paire et, si elle admet en 0 un développement limité d’ordre 3, sa partie réguliére ne contient
que des exposants pairs.

e Recherche d’un équivalent simple de Arccosx en 1 a gauche.
Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, Arccosx — 0 et donc,

Arccosx ~ sin(Arccosx) = v/ 1 —x2 = /(T +x)(1 —x) ~ V2VT —x.

[ x
e Déterminons un équivalent simple de Arccos ( e ) en 0. D’aprés ce qui précéde,

X i tanx —x x3 / x|
Arccos ~ sin | Arccos 1— .
tan x anx tan tan x \/—

[ x
Ainsi, la fonction x — Arccos ( " ) n’est pas dérivable en 0 (mais est dérivable a droite et a gauche) et n’admet
anx

donc pas de développement limité d’ordre supérieur ou égal & 1 (mais admet éventuellement des développements limités
a gauche et a droite pour lesquels la remarque initiale sur la parité des exposants ne tient plus).

[ x X
e Déterminons un équivalent simple de f(x) = Arccos ( " ) — ﬁ quand x tend vers 0 par valeurs supérieures.
anx

Arccos ( taix) — ~sin (Arccos (,/ tdnx) — %)
= sin (Arccos (1 / tanx)) cos (%) —sin (%) cos (Arccos ( taix))
_ tanx — x X X . X _
=V Tk % (ﬁ) ~\ fanx (ﬁ) =9

Maintenant,
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et donc,

tanx — x X X x> 3 x? 5 X 2x3 3
WCOS(E) = (%wLerO(X )) (]—E+O(X )) Z%—ero(x )

2 —1/2 3 2 3
ta)rclx sin (%) = <1 + % + O(Xz)) (% — 1;—\/3 + o(x3)> = (1 - % + o(x2)> <% — 1;—\/3 + 0(x3))

et finalement,

0= (= o)) - (2o 2o o)) = o)~
gX_\/§15\/§ o(x NN o(x =57 o(x YNGR

Ainsi, quand x tend vers O par valeurs supérieures,

X X 43
A _ X o).
rccos( tanx) N NG (x”)

[ x X, 4P 3
Arccos ( tanx> o ﬁ + 573 + o(x7).

(Ce n’est pas un développement limité).

f étant paire, on en déduit que

T T
4) La fonction x — tanx est trois fois dérivable en 1 et admet donc en 1 un développement limité d’ordre 3 & savoir son

développement de TAYLOR-Y OUNG.

) = 4. Enfin,

&3

tan; =1 puis (tan)’ (;—T) =1+ tanz;—T = 2. Ensuite, (tan)”(x) = 2tanx(1 + tan®x) et (tan)”(
(tan)m (x) = 2(1 + tan® x)? 4+ 4 tan® x(1 + tan® x),

et (tan)(3) (=) = 16. Finalement,

&~ 3

tanx = 1+2(x7

x—7t/4

5)

1 1 x2  x? 4 1 (2 x* 1/ 4 1T x? 5
X—zln(chx)xzox—zln(1+7+ﬁ+0(x ))—X—z ?-Fﬂz(?) +o(x7) —Z*E-I—O(X ),

et donc

l7_+o(xz) x2 e
(chx)"/** =e? 12 =¢!/2e-Fzto(x%) :ﬁ—£x2+o(x2).
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(chx)1/*" = = \/€—£x2+o(x2).

x—0 12

6
6) tan3x(cos(x?) — 1) = tanx x tan? x(cos(x?) — 1) et un équivalent de tan? x(cos(x?) — 1) en O est f%. On écrit donc

tanx & l'ordre 2. De méme, un équivalent de tan3 x est x> et on écrit donc cos(x?) — 1 & l'ordre 5.
4

X x4 x’
tan® x(cos(x?) — 1) = (x 4+ o(x?))? <7 + o(x5)> = (x> +o(x*)) <7 + 0(x5)) == +o(x®).

7

tan3 x(cos(x%) — 1) = —% +o(x3).

7) On pose h = x — 1 ou encore x = 1 4 h, de sorte que x tend vers 1 si et seulement si h tend vers 0.

DIEY @41+ h)2
X
=, <1n2+1n (1 + %)) (1 —2h+ (_2)2(_3)# + (_2)(_63)(_4)h3 + o(h3))
= (ln2+ % - %2 + ]21—: + o(h3)) (1 —2h + 3h? —4h3 4 o(h3))

=In2+ G 21112) h+ (31112 ;) h? + <41n2+ g) h® + o(h3).

1 9 43
(E —Zan) (x—1)+ (31n2—§) (x—1)2+ (—4ln2+ﬁ) (x —1)3 +o((x—1)3).

8) Pour x réel, posons f(x) = Arctan(cosx).
sinx

f est dérivable sur R, et pour x réel, f'(x) = —————. Puis,
1+ cos? x
3 2 2\ !
/ _ 7X_ 4 7X_ 3
f/(x) o (x c + o(x )) <1 + <1 7 +o(x )> )
3 3 2 -1
X 4 2 377! 1 X 4 X 3
= — —_— 2— = —— _ [
(x S +o(x ))( X* 4 o(x”)) 3 (x S +o(x )) (1 3 +o(x ))
1 x3 4 x? 3 x X3 4
=-3 (x?—i-o(x )) <1—|—7+0(x )> ——z—?—i-o(x ).

Dongc, f’ admet un développement limité d’ordre 4 en 0 et on sait que f admet en 0 un développement limité d’ordre 5
obtenu par intégration.

2 4 2,4
Arctan(cosx) = Arctan(cos0) — T =177 %
n x> X

Arctan(cosx) Sod1" 1 7

/ 1
9) Pour x > —1, posons f(x) = Arctan 2—12 f est dérivable sur | — 1, 4o0[ et pour x > —1,

flx) = 1 1 1 1 1
(x+2)22 xFT Xt 20 (24 3)/(T+X)(2+%)
x+2 x+2

_ 1 2%\ ! R X\ 172 2y N y
“maealts) e ) =g (125 o) (=5 vet) (1= o)

1 : 2 1 1 1 . 17x
_6—\/2((§+Z+Z)X+O(X)>_ﬁ(]—2+O(X)>'
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Ainsi, ' admet donc en 0 un développement limité d’ordre 1 et on sait alors que f admet en 0 un développement limité
d’ordre 2 obtenu par intégration.

x+ 1 1 1 17
Arctan/=—— = Arctan — + —x — ———x% 4 o(x?).
Vx+2 x50 V2 6V2 1442 .

10)

(2) ()
L -y - 1+( ])(—Xz)‘F : 2/

V1 —x2 x—0 2 2 X 6
_ ] 2 3 4 5 6 7
o X g T g Holx).

. X3 3> 5x7 3 .
Donc, Arcsin x X + 3 + 0 + 1 + 0(x°). Ensuite,

1 1 2 4 5 6 -2
— (Arcsinx) % = — (1 LI L 0(X7))
x—0 X

Arcsin® x 6 40 112
(o ) (R () )
le—z—%+ —23—0+11—2) 2+(—55—6+%—5]—4)x4+0(x5)
Finalement,
11) Pour x réel, posons f(x) = \/1l——x4' f est continue iur R et admet donc des primitives sur R. Soit F la primitive de f
sur R qui s’annule en 0 puis, pour x réel, soit g(x) = E \/11—i——t4 dt.

g est définie sur R et, pour x réel g(x) = F(x?) — F(x). g est dérivable sur R et, pour tout réel x,

2x 1

/ _ TWANER ) — 2y _ — _
g’(x) = 2xF'(x°) — F'(x) = 2xf(x°) — f(x) e Ad

Puis,

x—0 2 8 8

Ainsi g’ admet un développement limité d’ordre 9 en 0 et on sait que g admet un développement limité d’ordre 10 en 0
obtenu par intégration. En tenant compte de g(0) = 0, on obtient

1 1 1
g'(x) = 2x (1 — zxg + o(x8)> — <1 —=x* 4 §x‘g +o(x9)) =—14+2x+ §X4 — §x8 —x7 4+ o(x?).

5 X‘? X]O

- 2, X X X 10
o) =, XT3~ 0 Tol)

99 Xk %100 100 /X100 100
In gg Xfoln(e —WwLo(x ))zln(e)+ln(1—e (WJro(x )))

100 100 %100 100 100 100
=x+1In <1 —(1+40(1) <(100)! +o(x )>) =x+1In <1 ~ Too)! +o(x )) =x— [700)] +o(x'"")
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13) Posons h = x — 7t ou encore x = 7+ h de sorte que x tend vers 7 si et seulement si h tend vers 0.

Y4 +x3) = /Al + (m+h)3) = /873 + 1202k + 120k 1 43

3h 3n2 h3\'
2 22
7t(1 T T2 27r3)

P PIRIYE LS DU L L5 R 113 RIS
o 3\ 2 22 273 9\ 2 2m? 81 \ 2n

11 1 1 5
_27I+h+h2(%—>+h3( F+—)+o(h3)

h=0

2 3m2 1272
h? h3 3
:2 R .
T+ h+ Py, + o(h?)
Puis,
h? h3
tan({/4(m3 +x3)) =tan ( h+ — — — + o(h?)
2n 4m?
= (h-l—ﬂm) +§h +o(h )_h—'—ﬂ—i_(gH)h + o(h?).
Finalement,

tan(/4(m3 4+ x3))

aX_"_bX

n® 3 : Puisque a > 0, b > 0 et que pour tout réel x, > 0, f est définie sur R*, et pour

Vx € R*, f(x) = exp (%ln(a erb ))

Etude en 0.

a* + bx exlna+exlnb 1 1 5 1 ) 1 ) 5
1n( 3 )_ln<f)X:01n<1+x<zlna+zlnb)+x Zln a+Zlnb + o(x9)

2 2 2 2
=In{1+xln(Vab +XZM+0(XZ) =xIln(Vab +XZM—1(xln\/ab)z+o(xz)
2

4 4

=xln (\/ab) + %(ln2 a—2Inalnb+1In?b)x?>+o(x?) =xIn (\/ab) +x2%1n2 (%) + o(x?).

Enfin,

x x\ 1/x
f(x) = (a ;b ) :exp(ln(\/EH%lnz %x+o(x)):\/E(le%xlnz%Jro(x)).

Ainsi, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = v/ab. Le prolongement obtenu est dérivable en 0 et

’ . \/E 2 a
Etude en +oo0.
%m <%(ax +b")) - % (ln(b") “2+In (1 n (%))) - %(xlnb—l—o(x)) (car 0 < % <1
=Inb+o(1).
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et lim f(x) = b(= Max{a,b}).

X— +00

Etude en —oo. Pour tout réel x,

2 2axb* f(x)’
et donc,
. L B ab  ab o
xLHPoo f(x) = XBToo f(—X) = X~1>I-?oo m =5 = a (= Min{a,Db}).

Dérivée et variations.
f est dérivable sur ] — 0o, 0UJ0, +-00[ en vertu de théorémes généraux (et aussi en 0 d’apres 1’étude faite plus haut), et pour
x # 0 (puisque f > 0 sur R*),

f/(x) s (T fax+b\\ 1 a*+b*\  1a*lna+b*Inb
m = (lnf) (X) = ;ln 3 (X) ——X—zln ] + ; X + bx .

f’ a le méme signe que (Inf)’ qui, elle-méme, a le méme signe que la fonction g définie sur R par

a* + b* a*lna+b*Inb
vx € R =1

g est dérivable sur R et, pour x réel,

_a*lna+b*Inb  a*lna+b*Inb +X(a"1n2 a+b*In?b)(a* +b*) — (a*lna + b*Inb)?
ax +bx ax +bx (ax + bx)Z
(ab)*(lna —Inb)?
(ax +bx)2

9'(x) =

g’ est donc strictement négative sur | — 0o, 0[ et strictement positive sur |0, +ool. Par suite, g est strictement décroissante
sur ] — 0o, 0] et strictement croissante sur [0, +oo[. g’ admet donc un minimum global strict en 0 et puisque g(0) = 0, on
en déduit que g est strictement positive sur R*. De méme, f’ est strictement positive sur R*. En tant compte de 1’é¢tude
en 0, on a montré que f est dérivable sur R et que ' est strictement positive sur R. f est donc strictement croissante sur
R.

Le graphe de f a l'allure suivante :

On peut noter que les inégalités lim f < f(—1) < f(0) < f(1) < lim f fournissent :

X— —00 X— +o00

b
a< —— \/ab<%<b.

n®4 : Quand x tend vers +o0,

3\"? 3 1 3 1
2 _ _ 2 — _ 2 V) =x—=4 —
X o3=x (1 x2> x <1 2x2 0(x2)> x 2x © <x) ’

et
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1/3
V8x3 +7x2 +1=2x 1+1+0 1 =2x 1—|—L il + 1 :2x+lfﬁ+o ! :
8x x2 x2

24x  576x2 ' ° 12 288x x

Donc,

A
M e YT 12 288k %\X )

7
La courbe représentative de f admet donc en +o0o une droite asymptote d’équation y = —x — 7 De plus, le signe de

. Donc la courbe représentative de f est au-dessous de la

7 . . 383
f(x) — (x — ]—2) est, au voisinage de 400, le signe de ~288x

droite d’équation y = —x — 3 au voisinage de +oo.

n°5 : festdeclasse C*® sur son domaine R\ {—1,1} en tant que fraction rationelle et en particulier admet un dévelop-
pement limité a tout ordre en 0. Pour tout entier naturel n, on a

f(x) =, % +x3 4 X ok,
xX—

Par unicité des coefficients d’un développement limité et d’apreés la formule de TAYLOR-YOUNG, on obtient

vneN, fZM0) =0et fEH1(0) = (2n+ 1)L

Ensuite, pour x ¢ {—1,1}, et n entier naturel donné,

n°6 :
1)
VX2 +3x+5—x+1 ~ —x—x=-2x,
X— —00
et

(x2 4+ 3x+5) — (x — 1)? 3x+2x 5
Vx2+3x+5—x+1= ~ =-.
x2+3x+5+x—1 x2te0 x+x 2

2) 3x2—6x ~ —6xet3x?—6x ~ 3x2.Ensuite, quand x tend vers 1, 3x?>—6x tend vers —3 # 0 et donc, 3x*—6x ~ —3.
x—0 Xx— 400 x—1

Enfin, 3x% — 6x = 3x(x — 2) >, 6(x —2).

X—

3x? —6x ~, 6(x —2).

—

3)
(x — x?) In(sin x) o (x —x*)Inx + (x —x%)In (1 — % + o(xz)) =xlnx —x?Inx + o(x? Inx).
Ensuite,
x3 x3
sinx In(x — x?) o (x < +0(x3)) (Inx +In(1T —x)) = (x — < +o(x3))(Inx —x +o(x)) =xInx + o(x? Inx).
Donc,

Z)Sinx xln>c( —x? Inx+o0(x?Inx) o eo(xz lnx)) — exlnx” 7X2 Inx —1 +O(X2 IHX))

e
(14 0(1))(—=x*Inx + o(x* Inx)) o —x?Inx.

(sinx)*™ f (x —x e
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(sinx)* %" — (x —x2)5" % ~ —xZInx.
x—0

1— e—Zx

_ — — _ 2% _ 2% —2x — _ —2x —2x — _ —2x
4) thx = T e x oo (1T—e )1 —e +o(e¥)) =1—2e + o(e™4%), et donc thxlnx = (1 — 2e +

o(e?*))Inx = Inx + o(1). Par suite,

5) Tentative a ’ordre 3.

3 3 1 3
tan(sinx) = tan{x——4o(x®) | =(x— =] +=(x)3 +0(x3) =x+ =— + 0o(x3), et,
x—0 6 3 6

x3 x3 1 x3
sin(tanx) = sin(x+ = +o(x3) | =(x+ =5 | —=(x)3 +0(x3) =x+ = +o(x3).
x—0 3 3 6 6
Donc, tan(sinx) — sin(tan x) = o(x3). L’ordre 3 est insuffisant pour obtenir un équivalent.
x—

Tentative a 1’ordre 5.

3
tan(sinx) = tan(x—X +£+o(x5)>:<x—ﬁ+i)+l<x—§) + 2(x)5+o(x5)

x—0

3
6
3 11 2 5%
_X+X—+X5<_ +—>+o(x5)—x+x—x—+o(x5),

6 120 6 15 6 40
et,
, ) x3 2 5 x3 1 BN\ 5
Sln(tanx) x:O S1n <X+ ? + E + O(X )) = (X+ ? + F) — g (X+ ?) + m(x) + O(X )
x3 2 1 1 5 5 3 X 5
—X+Z+<ﬁg+m)x +0(X)—X+€*%+O(X).
Donc, tan(sinx) — sin(tan x) =, o(x?). L’ordre 5 est insuffisant pour obtenir un équivalent. Le contact entre les courbes
X—

représentatives des fonctions x — sin(tanx) et x — tan(sinx) est trés fort.

Tentative a 1’ordre 7.

, x3 X x’ .
tan(sin x) o tan [ x — < + 120~ 5040 + o(x")
— X_ﬁ+£_x_7 +l X—ﬁ+£ ’ i X—ﬁ 5+]—7X7+O(X7)
B 6 120 5040 3 6 120 315

+
30X 11 1 1 2(5 17
_x-l—x—X—-i-(—+—<3><—+3><—)+—<—>+—)x7+0(x7)

6 40 5040 3 120 36 15 6 315
SOVSTRR SO (S B BV I SVLLAN B PO S
6 40 5040 120 ' 36 9 ' 315 o
et,
3 5
sin(tanx) e sin (x + % + Z]LS + 1—3315 + 0(x7))
_ X+X3+2X5+]7X7 1 x+X3+2X5 3+ 1 x+X3 57 1 (%) + o(x7)
- 3775 315 ) 6 315 120 3 5040 ©
B3OS (17 2 N 15 1N\,
_X+f_%+(ﬂ_5_€(3xﬁ+3x§>+mxg_ﬁ)x +o(x")
6 40 315 15 18 72 5040 )
Finalement,
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tan(sin x) — sin(tanx) = <1170 + ;—6 — % + % + 1]—8 — %) X +o(x) = g +o(x),
et donc
x7
tan(sin x) — sin(tan x) 030"

n°7: Pourmn>5, ona

1 1 1 S 1
= T T D=2 T a2 = 3) ;n(n*1)~-~(k+”'
Ensuite,
n->5 1 1 1
0 5“3;0 T Y A Ut P ery e vy T SN I

n—5
1 1 ) 1 1
Donc, ];) YT § P L o (5) et de méme A =T 2)(n —3) nie o (E) Il reste

TR UL B CTL R Y (L DR L By SIS LY (L
™ o too n n? n n3 n3) n n? n n3 n3

n°8: 1)
L L LI 1+X+X2+X3+X4+o(x4)471
x(ex —1)  x2 x50 +x2+x3+x4+x5+ (%) x2  x2 26 24 120
T T e T T O
1 B x+x2+x3+x4 n x+x2+x3 27 x+x2 3+(X)4+ (4)
X2 2776 24 120 276 "2 6 7) T
_ X +
o 2
1 1 X 2
TS0 wti 7o el
2)

1 1 1 1 1 1
Xln(x+1)—(X+1)lnx-x(lnx+ln(]+;))—(X+1)lnxxﬂ—+oo —lnX+X(;—ﬁ+3?—m+O(x—4))

1 1 1
= —Inx+1——+-— +o .

2x | 3x2 43 x3

1 1 1
xln(x+1)—(x+1)lnxxﬂ—+m —Inx+1 —ﬂ+37—m+0<—).
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2 2
fnla) =exp (nln (1 + %)) = exp (a g—n +o <Tll>) =e° (1 - ;—n +o0 (%)) .

En remplagant a par b ou a + b, on obtient

fola+1b) —fn(a)fa(b) T edt? (1 — %) —e¢ (1 — g) e (1 — ;) +0 (%)

_ bZ 2 bZ 1 b a+b 1
_earplatb) FaTt +0< >_7a © —|—0<—>.
n n n

a+b
Donc, si ab #0, f,(a+b) —f(a)f(b) ~ _abe . Si ab =0, il est clair que f,(a+b) — f(a)f(b) =0.
n— -+oo
a?  a 1 a?  a 1 a2\* 1
a B B _ata’ s _ aa i a s
2) e fn(a)nﬂjroo exp( a—i—(a 2n+3n2>+0(n2)> 1+< 2n+3n2>+2( Zn) +O<n2)’etdonc
a? at  a*\ 1
a B a a’ aty 1T
e “fn(a) 1+2nnﬂ+oo<3 +8)n2'
©10 : T — g ™M = T - T
n°10 : 1) Pour x € [O, 2], posons f(x) = sinx. On a f (]O, 2]) 10,1] C }O, 2] Done, puisque uy € ]O, 2], on en

déduit que Yn € N, u,, € }0, g}

Il est connu que Vx € ]0, g}, sinx < x et de plus, pour x € [O, g}, sinx =x & x =0.

T
La suite u est a valeurs dans }O, z} et donc Vn € N, w41 = sin(un ) < un. La suite u est donc strictement décroissante

T s
et, étant minorée par 0, converge vers un réel { de [O, E] qui vérifie (f étant continue sur le segment [O, z}) f(£) =€ ou

encore £ = 0.
En résumé,

la suite u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0. I

2) Soit & un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers 0 , on a

3 X
. w
un g —up = (sinun)* —uy e (un - ?“ + o(uf‘l)) —uy
u2 o 2
=u¥ <1 — ?“ + o(ui)) -1 =u? (cx?“ + o(ui))
x+2
= ——"— 4 o(u%"?)
6
Pour 0« = —2 on a donc
1 1 1
— == +0(1)
uz o uz 3
) 1 1 1 1/1 1 1
D’aprés le lemme de CESARO, — Z —— — —5 | =3 to(l) ouencore — [ — — — | = 5 +o(1) ou enfin,
n ug 3 n\ud u 3
k=0 +1 n 0
17n+1+()7n+() n
@ nH_-Q—oo ? u_(z) otn nH_-Q—oo § otn n— +o0 §
Par suite, puisque la suite u est strictement positive,
3
Un ~ —.
n— +o00 n
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Un+1

Un
u est stritement positive, w41 < uyn. La suite u est strictement décroissante, minorée par 0 et donc converge vers un réel

¢ vérifiant £ = Le* ou encore £(1 —e~*) = 0 ou encore { = 0.

u est strictement positive, strictement décroissante et converge vers 0. I

Soit « un réel quelconque. Puisque la suite u tend vers 0,

n® 11 : Il est immédiat par récurrence que vn € N, u,, > 0. Donc, Vn € N’ =e Y < 1 et dong, puisque la suite

Uy —upy = up(e = 1) = uj(—aan + o(un)) = —oup™ +o(upt!).
: -~ 1 : ) . 1
Pour & = —1, on obtient en particulier —— = T140(1). Puis, comme au numéro précédent, — =n+-—+o(n) ~
Un+1 Un Un Uo n—+oo

n et donc

T s
n®12 : Pour n entier naturel donné, posons I,, = ] -3 + nm, 3 + nﬂ[.

e Soit n € N. Pour x € I, posons f(x) = tanx — x. f est dérivable sur I,, et pour x dans I, f/(x) = tan? x. Ainsi, f est
dérivable sur I, et f’ est strictement positive sur I, \ {n7t}. Donc f est strictement croissante sur I,.

e Soit n € N. f est continue et strictement croissante sur I,, et réalise donc une bijection de I, sur f(I,) = R. En particulier,
vn eN, Jx, € In/ f(xn) =0 (ou encore tel que tan x,, = xn.

s
e On a xp = 0 puis pour n € N*, f(nn) = —nm < 0 et donc, Yn € N*, x,, €|nm, 5 + nntl. En particulier,

xn = nmu+0(1).
n—+oo

T T
e Posons alors yn = xn —nm vVn € N* y,, € }O, 5 [ De plus, tan(yn ) = tan(xn) = nt+yn et donc, puisque yn € }0, 5 {,

g > yn = Arctan(yn + nm) > Arctan(nr).

7r s
Puisque Arctan(nm) tend vers 5 0mayn =5 + 0o(1) ou encore

2
Vs
Xn o= nm+ 5 +o(1).
i T T
e Posons maintenant z, =yn — = =xn —NT— =.
T
D’aprés ce qui précede, vn € N*| z,, € ]f—,O[ et d’autre part z, = o(1).
2 n— +oo

s s s
Ensuite, tan (zTl + E) =nn+ 5 +zn et donc — cotan(zn) = nm+ 5 +2zn ~ nrt. Puisque z,, tend vers 0, on en déduit
n— +o00
que

1 .
ouencorez, = ——+o0[— ). Ainsi
n b

1 T 1 . 1
e Posons enfin t, =z, + — =xp, —nm— = + —. On sait que t, = o | — | et que
nmn 2 nm n

1 T T 1 1
—cotan [ t, — — ) = —cotan(z,,) =nn+ = +zp =nn+ = — — +o(—).
nmn 2 2 nmn n
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Par suite,

SRR I N U BRI D I B
"\ T T n T %0 “nn 2nen o \nz )

1ft*Acta]f]—l—(])*1*]—l— 1
nm T A e Tz TR ) T T e T 0\ 2 )

1 1
et donc th = 55— +o (—2) Finalement,
2n4m n

puis,

nm+ n 1 + 1 + 1

Xn = S——+s5+o0(—].

" ot 2 nm 2n?m n?

n®13 : 1) Pour x > 0, posons f(x) = x + Inx. f est continue sur |0, +o0[, strictement croissante sur ]0,+oo[ en tant
que somme de deux fonctions continues et strictement croissantes sur ]0, +ool.  réalise donc une bijection de ]0, +oo[ sur

x—0, x>0 X— +00

(10, +00[) —} lim f(x), lim f(x) { =] — 00, +00[= R. En particulier,

vk € R, 3lxy €]0, +ool/ f(xk) = k.

k k k k k k k s P
2) f (z) =3 +In 3 < k pour k suffisament grand (car k — (z +In z) =5~ In 5 kH—-f—oo 400 d’aprés les théorémes de

k
croissances comparées). Donc, pour k suffisament grand, f (E) < f(xx). Puisque f est strictement croissante sur ]0, +o0l,

on en déduit que xy > 5 pour k suffisament grand et donc que klim Xk = +00. Mais alors, k = xx + Inxx ~ xx et donc,
— 400

quand k tend vers +oo,

xx = k+o(k).
k— 400

Posons yx = xx — k. On a yx = o(k) et de plus yy + In(yx + k) = 0 ce qui s’écrit :

Y = —In(k+yx) =—In(k+o(k)) = —Ink+ In(1T+0o(1)) = —Ink + o(1).

Donc,

Xk = k—Ink+o(1).
k— 400

Posons zx =y +Ink =xx —k+Ink. Alors, zx =0o(1) et —Ink + zx = —In(k — Ink + z ). Par suite,

zgk =Ink—In(k—Ink+0o(1)) =—1In (1 —%wLo (%>) = %‘FO (%)

k k k k
Finalement,
Ink Ink
Xk e k—Ink+ S +o0 (T) .
o 3 | 3 o 3] 2
n°l14: 1)x sin — = O(x?) et en particulier x’sin — = _o0(x”). Donc, en tenant compte de f(0) =1,
X< x—0 X x—0

f(x) = T+x+x%+o(x?).

xX—
f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.
2) f(x) =, 1+ x + o(x). Donc, f admet en 0 un développement limité d’ordre 1. On en déduit que f est continue et
X—

dérivable en 0 avec f(0) = f’(0) = 1. f est d’autre part dérivable sur R* en vertu de théorémes généraux (et donc sur R)
1

1
et pour x # 0, f/(x) :1+2x+3xzsin—272cos—2.
X X

3) f’ est définie sur R mais n’a pas de limite en 0. f’ n’admet donc méme pas un développement limité d’ordre O en 0.
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o15: 1 — 1+ﬁ+ﬁ+o(x4) t d
R AT Z S0 2 8 » OF done

x> 3%
AerlnxX: X+Z+E+O( 5).
Puis,
1 ! X 3¢ . X2 3 X 1 ox 173
= —(1+Z = (1-Z = 4+ = N=2 -2 = 3
Arcsinx xaox( T 6 + 40 tolx )) x( 6 40 +36+0(X )> < 6 360 +o(x?),
et donc,

La fonction f proposée se prolonge donc par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Le prolongement est dérivable en O et

X X

f/(0) = c La courbe représentative de f admet & l’origine une tangente d’équation y = ¢ Le signe de la différence f(x)— 3
7 3

est, au voisinage de 0, le signe de 360 La courbe représentative de f admet donc & 'origine une tangente d’inflexion

. X
d’équation y = 13

n°16 : 1) Arccosx = o(1) (développement limité a Pordre 0). Mais la fonction x — Arccosx n’est pas dérivable en
X— 1

1 et n’admet donc pas en 1 un développemement limité d’ordre 1.

2) Puisque Arccosx = o(1),
x—1-

Arccosx 5 sin(Arccosx) = vV 1 —x2 = /(1 +x)( 1—x V21T —x.

X—

Arccosx  ~ V21 —x.

x—1-

n°17: 1) Quand x tend vers 0,

1 1 T 1 T 1 1 (¢ - = K o
T R R e TRETE=T=R ] IS WSRID WEIE) PR

k=0

n _1\k
= Z ka +o(x™).

k=0

2) On a aussi,

1 1 n n N
(1—%)2(1 +x) - (1 —%x)(1 —x%x2) 50 <]§)xp> (]QZ)@Q) +o(x™)

Par unicité des coefficients d’un développement limité, on a donc

_2k+3+ (= 1)k

Yk €N, a 7

(ax est le nombre de fagons de payer k euros en piéces de 1 et 2 euros).
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