Planche n° 26. Etudes de fonctions. Corrigé

1) f; est définie et de classe C*® sur R* en vertu de théorémes généraux. De plus, f1 est paire. On étudiera f1 sur [0, +ool
(se méfier alors pour la dérivabilité en 0).

e Etude en 0 (a gauche et a droite).

1 2x3 4x° 2 4x?
= X—3(1 + 2) (T — ? +O(X5)) =1 +X2) (g — ? +O(X2))
2 2x2
== ——+ O(Xz)
3 15

2
Par suite, fq se prolonge par continuité en 0 en posant f1(0) = 3 Puisque f1 admet en 0 un développement limité d’ordre 1,

le prolongement encore noté fy est dérivable en 0 et f1(0) = 0. €7 admet ainsi au point d’abscisse 0 une tangente paralléle

2 2x?
a (0x) d’équation y = 3 Enfin, puisque f(x) — 3 est, au voisinage de 0, du signe de — X

15 la courbe est localement en
dessous de sa tangente.

e Etude en 400 (et —00). f1(x) i % )H—+>OO 0, et de méme fq(x) i 0.

e Dérivée, variations. Pour x > 0,

3 1 X 1+x? 1 1 —x2
li _ - _
f'(x) = ( - x2> (Arctanx ; —|—x2> + 3 ( )

T+x2 (1+x2)2
= 73 +x? Arctanx — X Thx? 2
o 14 x2

x4 x3 (1 +x2)?
34X Arctanx 4+ — X 1 x* 2
x4 retan T+x2  3+x2x(1+x2)
3+x2 x(3 +x2) +2x3 34+x2
= X4 (—Arctanx+ (] +X2)(3+X2)) - X4 g(x)
N . 3x
ot, pour tout réel x, g(x) = — Arctanx + ——-.
3+x2
g est dérivable sur R et pour x réel,
) = — 1 +36+x%—2ﬁ__—B+xﬂ2+a3—x%m+x%__ —4x?
I =TT B+x22 (1 +x2)(3 +x2)2 T B0+

g’ est donc strictement négative sur ]0, +oco[ et par suite, g est donc strictement décroisante sur [0, +oo[. Puisque g(0) = 0,
pour x > 0, g(x) < 0. Finalement, f] est strictement négative sur |0, +oo[ et f1 est strictement décroissante sur [0, +ool.
e Graphe.

1 4+
T T v=h
-5 -4 -3 =2 - 1 2 3 4 5
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T
2) f, est définie sur D = R\ (z + HZ), paire et 2m-périodique. f, est continue sur D en vertu de théorémes généraux.

On étudie f; sur [O, g[u}g,n}.

T T
e Etude en —. f(x) ~ [tanx|et donc, lim f(x)= +o00. % admet la droite d’équation x = = pour droite asymptote.
2 x—7/2 x—7/2 2

e Dérivabilité et dérivée.

T T 1
f, est dérivable sur R\ (EZ) en vertu de théorémes généraux et pour x ¢ EZ’ fi(x) =¢ 5— —sinx ou ¢ est le signe
cos? x

de tanx.

f2 est aussi dérivable a droite en 0 et (f2)}(0) = 1. Par symétrie, f, est dérivable a gauche en 0 et (f2)4(0) = —1. f2
n’est donc pas dérivable en 0.

De méme, f; est dérivable & gauche et a droite en 7t avec (f2)g(7) = —1 et (f2)3(7) = 1, et n’est donc pas dérivable
en 7T

e Variations. - -
f, est strictement décroissante sur ]z,ﬂ] en tant que somme de deux fonctions strictement décroissantes sur }z,ﬂf}.

s T
Puis, pour x élément de ]O, 5 [, fi(x) = —sinx > 1 —1=0. f} est strictement positive sur ]O, E[ et donc f, est

x cos2 x
strictement croissante sur [0, 5 [

e Graphe.

3) e Ensemble de définition de f3. Pour x réel, posons P(x) = x3 + 12x2 + 60x + 120. Pour tout réel x, on a
P/(x) = 3(x? +8x +20) = 3((x +4)?> +4) > 0. P est une fonction polynome de degré 3 strictement croissante sur R et
s’annule donc une et une seule fois en un certain réel noté . De plus, P(—5)P(—4) < 0 et & €] — 5, —4].

Enfin, P est strictement négatif sur ] — oo, o[ et strictement positif sur Je, +o00l.

f3 est définie sur R\ {—«, a}, et pour x € R\ {—«, o},

P(x)

fi(x) =x—1In Px)

‘ =x—In[P(x)| + In|P(—x)|.

Notons que f3 est impaire.
e Dérivabilité et dérivée.
f3 est de classe C*® sur R\ {—a«, o} en vertu de théorémes généraux et pour x € R\ {—«, o},

fhx) =1 =

Puis,
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P(x)P(—x) — P’(x)P(—x) — P/(—x)P(x)
= ((12x% +120) + (x> + 60x))((12x?* + 120) — (x> + 60x))
—3((x% 4 20) + 8x)((12x? +120) — (x> + 60x))) — 3((x? + 20) — 8x))((12x* + 120) + (x> + 60x))
= 144(x* +10)2 — x2(x? + 60)% — 6((x* 4 20)(12x? + 120) — (8x)(x> + 60x))
= (—x® + 24x* — 720x? 4 14400) — 6(4x* — 120x? + 2400) = —x°®,

X6
et donc f3(x) = PP
e Etude en 4.
fg(x)—x)H:Jroo —In (1 +%+O (3—()) +1In (1 —%+O (%)) =—2X—4+0 (%) .
On en déduit tout d’abord que XEIJ'I}OO f3(x) = +o0 (resp.XLirEloo f3(x) = —o0), puis que %3 admet en +o0o (resp.—oo) la

droite d’équation y = x pour droite asymptote et que %3 est au-dessous (resp. au-dessus) de cette droite au voisinage de
+00 (resp.—o0).

e Variations.

D’une part, f5(0) = 0. D’autre part, pour x > 0, P(x) > 0. f} est donc du signe de —P(—x) sur ]0, +co[\{—«]}. Ainsi, f] est
strictement négative sur ]0, —«[ et strictement positive sur | — x, +ool.

On en déduit le tableau de variations de f3.

x |0 x +00
f4(x) | O - +
0 +00
f3 \ /
—0o0 —0o0
e Graphe.
Yy=X
6 -+
5+ y = f3(x)
| 4T |
[ [
| 3T |
| [
| 2T I
[ [
|k 1+ I
] ] ! ] ] ] ] ] 1 ] ! ]
-7 —6 5:74737271_ 1 2 m: 6
[ [
[ -2 + [
[ [
] 73 -4 ]
i4 =4

4) e Définition et symétries. f4 est définie sur R\ {—1,1}. De plus, pour x # 0,

f l —161/1/2):1 —167 2221 — 1
X)) x X T fa(x)

Cette constatation peut servir a calculer lim f4(x) si on connait lim  f4(x), obtenir les variations de f4 sur ]0, 1] si
xX— 400 x—0, x>0

on les connait sur ]1,+oo[ ...
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On peut aussi noter que ¥x € R\ {=1,1}, f4(—x)f4(x) = —x? et donc, pour x # 0, f4(—x) = f_?x)' Cette constatation
4

pourra étre utile pour déduire I’étude de f4 en —1 de I’étude en 1.

e Etude en +0o et —o0.

2x
Puisque —— — 0, on a f4(x) ~ x ce qui montre déja que lim f4(x) = 400, lim f4(x) = —o0 et que 64
X2 — 1 x—>+0 x— too x— 400 X— —00

admet en +o00 et —oo, une direction asymptotique d’équation y = x. Plus précisément,

2 _ o2, 1) '_2 1
2 Txiex\ 2) “xtela)

puis,

On en déduit que
2 1
falx) = x+24+4-+4o0 (—) .
x— Foo X X
Par suite, %4 admet la droite d’équation y = x+2 pour droite asymptote en +o0o et —oo. De plus, le signe de f4(x) — (x+2)

étant localement le signe de —, %, est au-dessus de son asymptote au voisinage de +o0o et au-dessous au voisinage de —oo.
X

e Dérivée. Variations.
f4 est de classe C' sur R\ {—1, 1} en vertu de théorémes généraux et pour x # 0,

f4(x)
fa(x)

, 2x ! 1 (x2 —1) —x(2x)
= (nffy])'(x) = (lnx+xz—_]> )= 2
(x2 —1)2 = 2x(x* + 1) 7x472x372x272x—|—1

x(x2 —1)2 n x(x2 —1)2 '

et donc

xP—2x3 —2x2 —2x+ 1 _2x
VX#O, fi(x): (Xz—])z ex?—1,

ce qui reste vrai pour x = 0 par continuité de f} en 0.

f} est donc du signe de P(x) = x* —2x3 — 2x? — 2x + 1. Or, pour x # 0,

N 1 5 1\* 1
P(x) =x <(x +—2)2<x+—)2)—x <x+—) 2<x+—>4
X X X X
_x2<x+%(1\/§)) (x+%(1+\/§)>—(x2(1\/g)x+1)(x2(1+\/§)x+1),

ce qui reste vrai pour x = 0.
Le premier trinéme a un discriminant égal a (v5—1)2 —4=2—-2v5 <0 et donc Vx € R, x2 — (1 —v/5)x+1> 0.
Le deuxiéme trindme a un discriminant égal a (V54 1)2 —4 = 24 2V/5 > 0 et admet donc deux racines réelles o =

%(1 +V54+V2+V5)=2,89...>Tet B = %(1 +vV5—V2+2V5) = }x =0,34... €]0,1[.
On en déduit le tableau de variation de f4 donné plus loin.

eEtude en 1 (et -1).

On adégja lim f4(x) = oo et lim f4(x) = —oo. Ensuite, lim f4(x)=0et lim fa(x) =0.
x—1, x>1 x——1, x>—1 x—1, x<1 x——1, x<—1

On prolonge f4 par continuité & gauche en 1 en posant f4(1) = 0, et de méme en —1 et on étudie la dérivabilité du
prolongement encore noté fy.

f4 est continue sur ] — 1, 1], de classe C' sur ] —1,1[ et pour x €] — 1,1] (voir dérivée-variations),

x4 =23 —2x2 —2x+1 2
/ _ 2
fa(x) xZ_1)2 e 0.
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D’aprés un théoréme classique d’analyse, f4 est de classe C! sur ] — 1,1] et en particulier dérivable a gauche en 1 et
fi(1)=0

g

De méme, f4 est dérivable & gauche en —1 et fy(—1) = 0. %4 admet en ces points des demi-tangentes paralléles a I'axe

(Ox).

e Tableau de variation de f4.

X | —oo —1 0 B 1 o +00
fh(x) + + 0 — | - 0 +
0 0,15... 400 00
T4 / / \ \ /
—od —00 0 6,34...

Graphe.

e —

5) ¢ Ensemble de définition, symétries. Six >0, e*—1>0et si x <0, e —1 < 0. Donc, pour x # 0, >0et

f5 est définie sur R*. De plus, pour x # 0,

1T e *—1 1 1. e*x—1
f5(—X) = —; In - = —; ln(e_x) — ; In X

=1-—1(x).

1
Donc, pour tout réel non nul x, f(x) + f(—x) = 1. Le point de coordonnées (O, E) est centre de symétrie de ©5.
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e Etude en 0.

1 x  x? 5 1 x  x? 1 /x\2 5 1T 1
f5(X)X:0;1H<‘I+E+€+O(X )>—;<(z+€)z(z) +0(X ))—z"ﬁ‘ﬂX‘FO(X)

1
Ainsi, f5 se prolonge par continuité en 0 en posant f5(0) = 7 Le prolongement, encore noté fs, admet en 0 un développe-

1
ment limité d’ordre 1 et est donc dérivable en 0 avec f£(0) = =—. Une équation de la tangente & €5 en le point d’abscisse

24

1 1
Oesty = ﬂx + 5 Par symeétrie, ce point est un point d’inflexion.
¢ Etude en +o0.

1 1 In(1—e ™
fs(x) = - (In(e) —Inx+In(1—e ™)) =1—— 4 =™ 4o,
x— 400 X X
Done, lim f5(x) = 1. Par symétrie, lim fs(x) = lim (1 —f5(—x))=1— lim f5(X)=1—1=0.
X— 400 X— —00 X——00 X— 400

e Dérivée. Variations.

e*—1
f5 est dérivable sur R* en vertu de théorémes généraux (et donc sur R) et pour x # 0, (puisque Iln < ) =In
X

In|e* — 1] —Inx|),
1 e*—1 1 e~ 1 1 e*—1 xe*
/ _ - _ V= _ (= _
fg(x) = X21n< ™ )+x<ex—1 x> x2< In ™ +e"—1 1).

X

exl‘

x _ 1 x
ft est, sur R*, du signe de g(x) = —1In ¢ ~ + e;(e — 1. g est dérivable sur R* et pour x réel non nul,
, e~ T (eX+xe¥)(eX—1) —xe* xeX —xeX(eX—1)+ (eX—1)% +xeX(e*—1—x)
ex—1  «x (ex—1) x(ex —1)
2 2
(X —1)2 —x2e*  (e9/2 — e=%/2)2 42 (Zshg) —x2 shzz— (;)
X(exi‘l)z - X(ex/ziefx/Z)Z - x(Zsh%)z = Xshzg .

L’inégalité shx > x, valable pour x > 0, est classique (par exemple, la formule de TAYLOR-LAPLACE & lordre 1 fournit
X
pour x > 0, shx = x —l—J (x —t)sht dt > x.) Par suite, g’ est strictement positive sur ]0, +ool, et donc g est strictement

0
croissante sur ]0, +oo[. En tenant compte de g(0*) = 0, g est donc strictement positive sur ]0, +oo[. Il en est de méme de

f et f5 est strictement croissante sur ]0, +-o0l.
Par symeétrie et continuité en 0, fs est strictement croissante sur R.

e Graphe.

6) fs est définie et continue sur R, dérivable sur R\ {—1,1} en vertu de théorémes généraux.

e Etude en 1.
fe(x) —fe(1) =x — 1+ /Ix2 —1] ~, V2\/Ix — 1|, ce qui montre que f¢ n’est pas dérivable en 1 mais que %5 admet au
x—

point d’abscisse 1 deux demi-tangentes paralléles a (Oy).

e Etude en -1.
fe(x) —fg(—=1)=x+1+/|Ix2 =1 ~ : V2+1/Ix + 1], ce qui montre que fg n’est pas dérivable en —1 mais que %5 admet
x— —

au point d’abscisse —1 deux demi-tangentes paralléles & (Oy).
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¢ Etude en +o0.
Quand x tend vers 400, on a

=i (1= ) i (1 o (L)) 2o Lol
6lX) =X X Xz =X X ZXZ OXz = ZX x OX,

ce qui montre tout a la fois que lirf fe(x) = +00, que la droite d’équation y = 2x est asymptote & G en +0o et que g
X— +00

est au-dessous de cette droite au voisinage de +oo.

e Etude en —oo.
Au voisinage de —oo, fg(x) =x —x (1 +o0 (J—()) =o(1),et lim fg(x)=0.

X— —00

e Dérivée. Variations.
Soit ¢ le signe de x*> — 1. Pour x # =1,

2 2 _
fllx) =1+ £X _ e(x?—1) 4 ex

2y/e(x2 —1) e(x2—1)

- 81 —1 <x <0, (de sorte que ex > 0) ou x > 1, f/(x) > 0.
-Six<1,sgn(fé(x))—sgn(x+\/x21)—sgn< ]
X

VX2 1
- Si0<x< 1. sgn(fi(x)) =sgn(—x + vV—xZ + 1) =sgn((1 —x?) — x?) =sgn (% —x).
On en déduit le tableau de variations de fg :
x | —oo —1 1/V2 1 +00
fL(x) - 1+ o — 1 +
—Oo0

fe 0\]/ ﬁ\] _—

e Graphe.
'\
Jv
5T N \E
7N
/e
4 .
3 .
2 .
‘/
-5 -4 -3 - 1 2 3 4 5
24
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A partir d’ici, on ne donne que des indications ou des solutions abrégées.
7) e f7 est définie sur D =]0, 1[U]1, +o0l.
1 1
vxeD, ;-] = .
tTeeT 7<x) f7(x)

o f7 est strictement décroissante sur ]0, 1[ et sur ]1,+o00[ (mais pas sur D).
e lim f7(x)=-eet lim f7(x) = +o0.
X— 400 x—1

x>1

. lim1 f7(x) = 0. On prolonge f7 par continuité & gauche en 1 en posant f7(1) = 0. Le prolongement est dérivable a gauche
x—
x<1

en 1 (étude de la limite du taux) et f74(1) = 0.
. lim1 f7(x) = 1. On prolonge f; par continuité & droite en 1 en posant f7(0) = 1. Le prolongement n’est pas dérivable a
X—

x>0
droite en 1 (étude de la limite du taux) mais %7 admet ’axe (Oy) pour tangente au point (0, 1).

8) La seule difficulté est le domaine de définition.

Si 1+ — >0, alors fg(x) existe et donc ] — oo, —1[U]0, +00[C Dg. Maintenant, entre —1 et 0, il existe encore des réels
x

1 —-1/3

qui ont une image par fg. Par exemple, fg —3)=173 = —+/2. Mais de tels réels sont trop isolés pour étre tous

étudiables. Pour une fois, on n’étudie donc pas sur ’ensemble de définition mais sur une partie de cet ensemble & savoir

| — 00, —1[U]0, +o0[C Ds.

sy
|
|
|
AT
|
|
I 37T
_________________________ e ettt PP
| —
o, y = fg(x)
|
|
|
1
|
|
f f f f f f f i f f f f f f f f
-8 -7 -6 =5 -4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6 7 8
2 _
9)fg(x)existe(:)x2—5x+6>0et1—w >O<:>X2—5X+6>%.Df9:‘|—00,5 Zﬁlu 5+2\/§,+oo.
n

5
Pour tout réel x de D¢,, 5 —x € Dy, et fo(5 —x) = fo(x). La droite d’équation x = 5 est axe de symétrie de 65.
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y = ‘fg(X}

o 4
w

10) fqo est définie sur R, continue et dérivable sur R \ Z.
Soit p € Z. Pour x € [p,p + 1, f(x) = (x —p)? + p et en particulier f(p) = p.

4__

11) fq; est définie sur {—l ]] paire.

11 / / / / 1 1
Pourxe[—z 2] sin(fq17(x - — 1— = — ——x ——x +x E_X+2+X 1
et comme 0 < f171(x) < 7, on en déduit que f11 g

—1—o
‘I 4
-5 -4 -3 =2 -1 1 2 3 4 5
12) fq, est définie sur [—1, 1] \ {0}, paire, continue sur [—1, 1] \ {0}, dérivable sur | — T, 1[\{0}.
i 2
Pour x € = 1,10}, 1,(x) = x\/]1—x2 B Ar(;bzmx est du signe de g(x) = \/% — Aresinx. g7(x) = U—)jcw est

positive sur | — 1, 1[ et donc g est croissante sur [—1, 1]. Puisque g(0) =0, g est positive sur [0, 1].
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P

13) Sur | — 4, +oo[\{0}, f1,4(x) est du signe de —X]—Z\/x +4+

1
2vVx+4

5 +
— X
4l = f13(x)
3+ L Ty =Vxth
/’2‘—_/’/’
//// 1T
//
! i i i i i i i i i i i
-4 -3 =2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8

ou encore de X2 — 2x — 4 qui s’annule en 1+ /5.

1 1
14) Vx e R, 0 < hx < 1. f14 est définie et continue sur R, paire, dérivable sur R*. x — Ix est strictement décroissante
chx

chx
sur [0, +oo[ & valeurs dans ]0, 1] et y — Arccosy est strictement décroissante sur ]0, 1]. Donc f14 est strictement croissante

sur [0, +ool, tend vers Arccos(0) = 5 quand x tend vers +oo.

En 0 a droite, Arccos <%> tend vers Arccos1 =0 et donc
¢

1 1 / 1 [ sh?
Arccos (ﬁ) ~ sin (Arccos <®)> =4/1— E = % =thx ~x.

La droite d’équation y = x est tangente a droite & €74 en O.

3 .
2 .
""""""T—n?z ____________ y = f1a(x)
I I I I I I I I I I I I I I I I
-8 -7 -6 -5 -4 -3 =2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
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15) shx =1 & x = argsh 1 = In(1 4+ v/2). f15 est strictement croissante sur ] In(1 4 1/2), +oo[ et strictement décroissante
sur ] — oo, In(1 4 v/2)[ par composition.

h h 1
Pour x < In(1++/2), f/(x) = ax puis f”(x) = 7$. Donc point d’inflexion d’abscisse argsh(—1) = —In(1 +
shx —1 (shx —1)2
V2).
8 =4
7 -+
6 =4
<&
Q2
RN 5T
4
o
4 -+
3 -+
N
N
A\
N P
AN
N\
N\
\\ ] 1
N
N
N
] ] ] ] ] ] ] I\
T T T T T T T T N /
-8 -7 -6 -5 -4 =3 =2 =1 \{,
f)/__\\
24
34
16) e Pour x > 0, x(X) = ge* ¥ Inx, Quand x tend vers 0, xInx tend vers 0 et donc e¥™*Inx ~ Inx. On en déduit que
e*!"*Inx tend vers —oo puis que f17(x) tend vers 0.
f X X In x
e Pour x > 0, 16 (%) =x¥ 1 = ele* " 1) Inx, Quand x tend vers 0, xInx et donc (e*™* —1)Inx ~ x In® x qui tend vers
f
0. On en déduit que IGX(X) tend vers 1 quand x tend vers 0.
6 4
X
st |2
Il
4l >
3 =4
2 4
'I 4
1 2 3 4 5 6
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17)

18) f13 est définie et dérivable sur R, paire, strictement croissante sur [0, +oo[. En +oo,

e +e *

f]g(X)—lIl( >

) =In(e*+e *)—In2=x—In2+In(1+e2*)=x—1In2+o(1).

La droite déquation y = x —In 2 est asymptote & en +oo0.
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