Planche n°® 27. Intégration. Corrigé

n°1 : f est continue sur le segment [a,b] et admet donc un maximum M sur ce segment. Puisque f est strictement
positive sur [a, b], ce maximum est strictement positif. Soit xo € [a, b] tel que f(xo) = M.

1/n
b
(f(x))™ dx) . Par croissance de l'intégrale, on a déja

b 1/n
Up < (J mn dx) =M(b—a)/™,

a

e Pour n € N*, posons u,, = (J

a

(car Vx € [a,b], 0 < f(x) <M = V¥x € [a,b], (f(x))™ < M™ par croissance de la fonction t — t™ sur [0, +o0]).
D’autre part, par continuité de f en xo, pour ¢ €]0,2M[ donné, I, B] C [a,b]/ a < B et Vx € [«, B], f(x) > M — %
Soit n € N*. On a

5 1/n 5 N 1/n
un2<J (F(x))™ dx) Z(J (M—%) dx) :(M-%)(s—a)‘/“.

En résumé,

Ve €10,2M[, 3(ex, B) € [a,b]?/ a < f et ¥n € N*, (M— %) (B—o)"/™ <un < M(b—a)/™

Puisque Vn € N*, u,, > 0, ce dernier résultat reste valable pour un réel ¢ > M.

e Soit alors ¢ >0. Ona lim M(b—a)/"=Met lim (M—%)(B—oc)”“zl\/l—i.

n— 400 n— +00 2

Par suite, In; e N*/vVn>n;, M(b—a)/™" <M+ ¢ et In, € N*/ ¥Vn > n,, (M—%)(B—oc)”“ >M—c¢.

Soit ng = Max{nj,n,}. Pour n > ng,ona M — ¢ < up, < M+ ¢. On a montré que

Ve>0,dnpeN"/ymeN n>ng=lu, — M| <eg),

et donc que lim u,, =M.
n—+oo

e Plus généralement, si g continue sur [a, b], g admet un minimum m; et un maximum M; sur cet intervalle, tous deux
strictement positifs puisque g est strictement positive. Pour n dans N*, on a

b 1/n b 1/n b
)/ (J (f0)" dx) < O () glx) dx) =My O (6" d")'

b 1/n b 1/n
D’aprés ’étude du cas g = 1, on a lim m}/n (J' (f(x))™ dx) = lim M}/n (J' (f(x))™ dx) = M et le
a a

n— o0 n— o0

1/n
b
théoréme de la limite par encadrements permet d’affirmer que lim (J (f(x))™g(x) dx) = M. On a montré que

5
n— +oo a

b 1/n
lim (J (f(x))™g(x) dx) = Max{f(x), x € [a, b]}.

a

n®2: 1) f est continue sur le segment [0, 1] et est donc bornée sur ce segment. Soit M un majorant de |f| sur [0, 1]. Pour
neN,

1 1 M
lun| < J tf(t)] dt < MJ thdt = ——,

0 0 n -+ 1
et comme lim —— =0, on a montré que lim wu, =0.
no+oo n 4 1 n—+00
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Soit n € N. Puisque f est de classe C' sur [0, 1], on peut effectuer une intégration par parties qui fournit

AL L B £(1) 1
= flt)| ——— | "7t t:———J () dt.
tn {nJr]()L n+1L Wdt="3 257, (t)d
1 1
Puisque f’ est continue sur [0,1], lim t t) dt = 0 ou encore — | t t) dt = o ([ — ). D’autre part,
f! 0,11, lim () 0 n1 S R0 T]l ’

n— -+oo 0
ﬂ = @ +o0 (1—) Finalement, u,, = @ +o0 (l) ou encore
n+1 n n n n

! (1)

si f est de classe C! sur [0,1] et f(1) # 0, J (L) dt ~ et
0

2) Puisque f est de classe C' sur [0, 1] et que f(1) = 0, une intégration par parties fournit

Puisque f’ est de classe C! sur [0, 1] et que /(1) # 0, le 1) appliqué a f’ fournit

1{1 1£/(1) /(1)

N (t) dt ~ —— =——5.
0 n n n

‘ (1)

si f est de classe C2 sur [0,1] et f(1) =0 et /(1) #0, J tf(t) dt ~ — v
0

1 1
t 1 t
Par exemple, J t™ sin i dt ~ — et J t" cos © dt ~ Lz
0 2 n 0 2 2n

n°3: 1) Pour n>1,

T &, (k) T &K\ (kr) 1T &k
Unzgék Sln<?)—T—LZ<H) Sln(;)—;;f<ﬁ)y

k=1
ou f(x) = x?sin(7x). un est donc une somme de RIEMANN & pas constant associée a la fonction continue f sur [0, 1].

1
Quand n tend vers 400, le pas o tend vers O et on sait que u,, tend vers

1 1 1
J x? sin(mx) dx = {lxz cos(ﬂx)] + EJ x cos(mx) dx = l + E <[lx sin(mc)} — lJ sin(7tx) dx)
T g T o om\ |7 o Tlo

0 0
12 12/
=———|—zcos(mx)| ==——=|=+=
T T T o T m\m w
1 4
oo
2) On peut avoir envie d’écrire :
In(un) = (i(l (a+K) —Ink)) = i1 (143
n = — n — 1n = — n - .
" n n k
k=1 k=1
La suite de nombres a, PRI « est une subdivision (& pas non constant) de [0, a] » mais malheureusement son pas
a— % = % ne tend pas vers 0 quand n tend vers +o0o. On n’est pas dans le méme type de problémes.
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Vn+1

Rappel. (exo classique) Soit v une suite strictement positive telle que la suite ( ) tend vers un réel positif {, alors

Vn
la suite ( ;‘/vn) tend encore vers {.

Posons v, = H a+ k) puis upn = Yvn.

et donc lim u, =1.
n— 400

3) Encore une fois, ce n’est pas une somme de RIEMANN. On tente un encadrement assez large : pour 1 <k <mn,

n+k n+k n+k
< )
n?4+n " n2+k - n?

En sommant ces inégalités, il vient

3

] n

leJrnl;n—l—k a

] n
—ZZ (n+%),

et donc ((premier terme + dernier terme)xnombre de termes / 2),

1 ((n—|—1)+2n)n< < 1T (n+1)+2n)n
nZ+n 2 SUn =0 2 ’
et finalement, ﬂ <u, < M Maintenant 3n+ | et n+ 1 tendent tous deux vers é et le théoréme des
2(n+1) 2n 2(n+1) 2n 2

gendarmes permet d’affirmer que u,, tend vers 5

4) Tout d’abord

1
ol f(x) = ——= pour x € [0, 1[. u,, est donc effectivement une somme de RIEMANN & pas constant associée a la fonction
V1 —x?

f mais malheureusement, cette fonction n’est pas continue sur [0, 1], ou méme prolongeable par continuité en 1. On s’en
sort néanmoins en profitant du fait que f est croissante sur [0, 1[.

1 1 (k+1)/n
Puisque f est croissante sur [0, 1], pour 1 <k <n—2,ona ————— < J dx,et pour 1 <k <n-—1,
n k 2 k/n 1 — Xz
1—(=
1 1 k/m 1
_ > J T dx. En sommant ces inégalités, on obtient
(k=1)/n -X

.Inf1 1 n—1 .k/n 1 -1 1 1
w, = — - > J 7dx:J' 7dx—Arcsin<1—>,
PR K 2 (1) /n VT =2 o VI-x? n
et
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n—-2 1—1
1 1 1 J ™ 1 1
Uy = — —— dx +
"o \/ Vn? V1T =x? V2n—1
n

1 1 1
— Arcsin ( 1— — ) — Aresin — + ———
rcsimn ( n> rcsm m

T T
Quand n tend vers +o0o, les deux membres de cet encadrement tendent vers Arcsin1 = 3 et donc u,, tend vers 5

n
. 1 T
i) ety

5) Pour 1 <k <n, vVk—1<E(WVk) < Vk, et en sommant,
1 1 1 u
— k——< —— E(Vk — k.
1 1 n ] n 1 3
Quand n tend vers 400, — tend vers 0 et la somme de RIEMANN —— Z — Z tend vers | /x dx = 5
o 0

Vvn n\/ﬁk:1 nk

3
Donc, u,, tend vers 5

1 &« (k/n)? Tox2 In3
6 — = — —————— tend 5| ———d In|8 1l =—.
) 1; S tnd  n A Tsk/mpE JO 83 11 [ nf&+ ]O 12
Z _In3
nﬂ+oo 8k3 +n3 +n3 127
7) On devrait pouvoir écrire directement
2n—1 n—1 n—1 2
1 1 1T 2 1 1 1 1 In2
k11 4= 2k 172 A Tk 2J2 dx = 5(In4 — 1n2)=n7.
o Rt k=0 (k+n)+ n 024 —— n oo tx
n
. — 3 2n—1 . . L .
mais la subdivision |{ 0, e e ,2 | peut géner, le programme officiel n’envisageant que des subdivisions & pas

constant. On peut se ramener a une subdivision plus classique de la fagon suivante :

2n—1 2n—1 1

szJr] l;le

2n—1 1 2n—1
et donc ngToo k;l T Z Zk

2n—1

Z nZ _n_1
2k2k+1 = Zn (2n)  4n2  4n’
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D’autre part,

z“i‘ 111 g 1(2dt W2
2k 27 n k/n no+oo 2 t 27
k=n k=n

et donc

L In2

k=n

1
8) Soit f(x) = —26*1/" six>0et 0six=0.f est continue sur [0, 1] (théorémes de croissances comparées). Donc,
X

1 ¢ . (k 1
Y e a5 et vens | 0 0

k=1 k=1 k=1 0
1
Pour x € [0, 1], posons F(x) :J f(t) dt. Puisque f est continue sur [0, 1], F lest et

1
Jf(x)dx:F(O): lim F(x)= lim [e‘”t}]: im (e —e /)=

0 x—0, x>0 x—0, x>0 x—0, x>0 e

Donc,

1 n—1
1 k
n°4 : Pour n € N*, posons u, :J f(t) dt — — Z f <—)
0 n =0 n
f est continue sur [0, 1] et admet donc des primitives sur cet intervalle. Soit F une primitive de f sur [0, 1]. Soit 1. un entier

naturel non nul.
n—1 /. (k+1)/n n-1
wn =y J f(t)dtlf<5) _Z<F<_k+‘)F<E>lw(E>).
k=0 k/n n n S n n n n

Soit k € [0,n — 1]. f est de classe C? sur le segment [0, 1]. Par suite, F(3) = f” est définie et bornée sur ce segment. En
notant M; la borne supérieure de |[f”| sur [0, 1], I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE & 'ordre 3 appliquée a F sur le segment

[E k+1
k+1 k 1.,(k 1, [k (1/n)3M;
‘F< n )_F(E)_EF (E)_WF (E)‘ST'

, } C [0, 1] fournit
n’ n
En sommant ces inégalités, on obtient

n—1 n—1
(DY e (Y e (Y e (Vs (R () ST (kY D (K
n n n n 2n? n n n n n 2n? n
k=0 k=0
v 0/meMe - My
- 6 T o6n?’
k=0

n—1
Ainsi, Z [F (k

k=0

n
n—1
Z . k+1 o k le’ k 7LF” k -0 1 , ou enfin,
n n n \n 2n? n n
k=0
1

3‘+
N———
|
-
7N
Sl
N———
|
S1=
7 N\
Sl
N———
|
N
3| =
N
-
7N
Sl
N———
[ A
Il
o
7N
N
N———
o
=1
)
=]
Q
©]
=
@
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Maintenant,
1, [k =
el (5) =2 ag (5)-
1

.
Or, la fonction f’ est continue sur le segment [0, 1]. Par suite, la somme de RIEMANN — Z < ) tend vers J f'(t) dt =
n .= 0

f(1) — £(0) et donc

Finalement,

n°5: 1) Soit A €]0, +-oo[. Puisque f est de classe C' sur [a, b], on peut effectuer une intégration par parties qui fournit

pour A >0 :
1 v,
< 3 <|f(a)| + [f(b)] —i—L If'(t)] dt) .
b

Cette derniére expression tend vers 0 quand A tend vers 400, et donc J' f(t) sin(At) dt tend vers 0 quand A tend vers +oo.
a

a

1 b
= ‘X < [cos(At)f(t)]° +J f'(t) cos(At) dt)

b
Si f est de classe C! sur [a,b], lim J' f(t) sin(At) dt = 0.

A—+oo Jq

2) Si f est simplement supposée continue par morceaux, on ne peut plus effectuer une intégration par parties.
‘—cos()\b) + cos(Aa) < 2
A A
Le résultat s’étend aux fonctions constantes par linéarité de l'intégrale puis aux fonctions constantes par morceaux par
additivité par rapport a 'intervalle d’intégration, c’est-a-dire aux fonctions en escaliers.

Le résultat est clair si f =1, car pour A > 0,

b
J sin(At) dt| =

a

Soit alors f une fonction continue par morceaux sur [a, b].

Soit ¢ > 0. On sait qu’il existe une fonction en escaliers g sur [a, b] telle que Vx € [a,b], [f(x) — g(x)] < ﬁ Pour
—a

A >0, on a alors

b b
J (f(t) — g(t)) sin(At) dt +J g(t)sin(At) dt

a a

b
J f(t) sin(Mt) dt| =

a

b b b
SJ [f(t) —g(t)| dt + J g(t)sin(At) dt| < (b— a)4 + J g(t) sin(At) dt
a a 2(b - 0.) a
c b
=+ J g(t) sin(At) dt|.
2 a
Maintenant, le résultat étant établi pour les fonctions en esacliers,
b €
JA>0/VAeER, A>A= J g(t)sin(At) dt| < z).
a

€ € i
< = + = =¢. On a montré que

Pour A > A 1
our A > A, on a alors >t 3

b
J f(t) sin(At) dt

a
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b
Ve >0,FJA >0/ VAeR, A>A= J f(t) sin(At) dt| < €),

a

b
et donc que J f(t) sin(At) dt tend vers 0 quand A tend vers +oo.

a

b
Si f est continue par morceaux sur [a, b], \ lim J f(t) sin(At) dt = 0.
—+0o0 Jq

mt

n®6 : 1) Soient m un réel strictement positif et, pour t € R, fi,(t) = e™'. fy;, est bien un élément de E et de plus,

1
f - emb _eMma)(eg—ma _ e—mb
0(fm) = ) )
_ #em(aer)/Z(em(bfa)/Z _ efm(bfa)/Z)efm(a+b)/2(em(bfa)/z _ efm(bfa)/Z)
_ 4sh?(m(b—a)/2)

m2

Cette expression tend vers +oco quand m tend vers +oo et donc

©(E) n’est pas majoré.

2) Soit f continue et strictement positive sur [a, b]. L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ montre que :

b 2 b 1 2 b 1 2
@(f)zL( f(t)) dtJ'a <Tt)> dtz(L f(t)XTt)dt> —(b-a)?

avec égalité si et seulement si la famille de fonctions (4/f(t), W) est liée ou encore si et seulement si IA € R}/ Vt €
1
[a,bl, f(t) = 7\% ou enfin si et seulement si IA € R/ Vt € [a,b], f(t) = A, c’est-a-dire que f est une constante

strictement positive.
Tout ceci montre que @(E) admet un minimum égal a (b — a)? et obtenu pour toute fonction f qui est une constante
strictement positive.

Min (@(E)) = (b —a)?.

t2 X

puis, pour x réel, G(x) = | g(t) dt. Puisque g est définie et continue sur R,
V1418 1
G est définie sur R et de classe C' et G’ = g (G est la primitive de g sur R qui s’annule en 1). Plus précisément, g est de
classe C*™ sur R et donc G est de classe C* sur R.

Finalement, f est définie et de classe C*® sur | — oo, 1[U]1, +00l.

Etude en 1. Pour x # 1,

n® 7 : Pour t réel, posons g(t) =

, "), .
G GM+G'(M(x—1)+ (x—=1)"+o((x—1)7) %
flx) = ) 2 — g1y + 211

Cox—1 x—1
Donc, f admet en 1 un développement limité d’ordre 1. Par suite, f se prolonge par continuité en 1 en posant

(x—1)4+o((x—1)).

1
f(1) = g(1) = —=. Le prolongement, encore noté f, est dérivable en 1 et f'(1) = Zg’(]). Or, pour tout réel x,

V2
7 .8
4x )—Zx 1—x
(1

1
"(x) = 2x——= +x? (
9'x) V14x38 (14+x3)vV1+x8 +x8)v/1 4 x8
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et g’(1) = 0. Donc, /(1) =0.
G'(x)(x —1) = G(x)

(x—1)2
f/(x) est du signe de h(x) = G'(x)(x — 1) — G(x) dont la dérivée est h/(x) =
h’ est du signe de 2x(1 —x3)(x — 1) ou encore du signe de —2x(1 + x)(x —
sur [0, +ool et croissante sur [—1,0].

Dérivée. Variations Pour x # 1, f/(x) =

G"(x)x—=1+G'(x) =G'(x) = (x = 1)g’(x).
)2. h est donc décroissante sur | — oo, —1] et

1

Maintenant, quand x tend vers +oo (ou —o0), G’(x)(x — 1) = g(x)(x — 1) ~x x X]—z = J—( et donc G’(x)(x — 1) tend vers 0.

Ensuite, pour x > 1

* 2 1

OSG(X)SJ —dt=1—-<1,

1 V8 X
et G est bornée au voisinage de +0o (ou de —o0). Comme G est croissante sur R, G a une limite réelle en 400 et en —co.
Cette limite est strictement positive en 400 et strictement négative en —oo. Par suite, h a une limite strictement positive
en —oo et une limite strictement négative en +oo. Sur [0, +oo[, h est décroissante et s’annule en 1. Donc, h est positive
sur [0, 1] et négative sur [1,+oo[. Ensuite,

1 2 1 2 1
h(-1) L — dt—v2 zL = dt \fz<zL v at—v2=0,
et h(—1) < 0. h s’annule donc, une et une seule fois sur ] — oo, —1[ en un certain réel o et une et une seule fois sur
] —1,0[ en un certain réel B. De plus, h est strictement positive sur ] — oo, [, strictement négative sur ], B[, strictement
positive sur |3, 1] et strictement négative sur ]1, +ool.
f est strictement croissante sur | — oo, o, strictement décroissante sur [«, ], strictement croissante sur [, 1] et strictement

décroissante sur [1, +oo[.

Etude en l’infini. En +00 ou —oco, G a une limite réelle et donc f tend vers 0.

X

n°8 : 1) La fonction t — et” est de classe C* sur R. Donc, la fonction x — J' et dt est de classe C* sur R et il en
0

est de méme de f. N

La fonction t — et” est paire et donc la fonction x — J' et” dt est impaire. Comme la fonction x — e est paire, f est
0
impaire.
X
2) Pour x réel, f'(x) = 2xe J e dt+e XX = —2xf(x) + 1.
0

3) Pour x > 1, une intégration par parties fournit :

X X x X Lt x? X 5t
12 1 2 1 42 1J e e e 1J’ e
= —. 2 = | — — —_ _ = — PR
J e dt J I X 2te" dt [ Zte } + dt + dt,

: : 2T T 22 e
et donc,
X 1
11— 2xf(x)| = |1 — 2xe ™ J et’ dt — 2xe ™ J et’ dt
1 0
X 1
— - Ttexe ™ —xe_XZJ et’ dt—2xe ¥ J et dt
1 0
2 X etz 2 2 ! 2
< xe ¥ J = dt + exe ™ 4 2xe™ % J et” dt.
1 0

Les deux derniers termes tendent vers 0 quand x tend vers 4co. Il reste le premier.
Pour x > 2,

 t 1 w1
(x—1)2 x
_x2 e 2 1
<x(x—1)e 12 +xe e J'X,]t_zdt
1 1 1
=x(x—1)e 2! £ x —— ) =x(x—1)e > + )
x—1 x —1
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tZ

X
Cette derniére expression tend vers 0 quand x tend vers +o00. On en déduit que xe X J §vl dt tend vers 0 quand x tend
1

vers +o0o. Finalement, 1 — 2xf(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo, ou encore

1
) e
exz exz X
4) Pour x > 0, g(x) = =—(1 *ZXf(X)):—*J e'” dt puis,
ZX 2X 0
2 eXZ 2 exz
g/(X):eX 7ﬁfex :7ﬁ<0

g est ainsi strictement décroissante sur ]0, +oo[ et donc, g s’annule au plus une fois sur ]0, +oo[. Ensuite, f'(1) = 1-2f(1) =
1

1
1—2e! J et” dt. La méthode des rectangles fournit J et’ dt = 1,44... > 1,35...

_¢
0 0 2’
Enfin, comme en 0", g(x) ~ —f'(0) = =—, g(0") = +o0.

2x 2x

Donc, g étant continue sur ]0, +oo[, g s’annule exactement une fois sur ]0, +oo[ en un certain réel xo de ]0, 1.

et donc /(1) < 0 puis g(1) < 0.

5) g est strictement positive sur ]0, xo[ et strictement négative sur Jxo, +ool. Il en de méme de f’. f est ainsi strictement
croissante sur [0, xo] et strictement décroissante sur [xq, +ool.

n°9 : Soit t € [0, 1],

2y = (

t 1
:tJ f’z(u) dugtJ f’z(u) du,
0 0

2

Jt /(u) du) < (Jt 2 (u) du) (J't 12 du) (CAUCHY — SCHWARZ)

0 0 0

et donc, par croissance de 'intégrale,

J; (1) dt < J; t (J; £ (w) du) dt = <

1 1
J £2(1) dt < ZJ 2(t) dt.
0

n° 10 : Pour x réel donné, la fonction t — |t — x|f(t) est continue sur [a, b] et donc F(x) existe.

b b b
(t—x)f(t) dt = —XJ' f(t) dt +J tf(t) dt. F est donc de classe C! sur ] — 0o, a] en tant que
a

a

e Pour x < a, F(x) = J
¢ b b
fonction affine. De plus, pour x < a, F/(x) = — | f(t) dt et Fj(a) = fJ f(t) dt.

a a

b b

f(t)dt —J' tf(t) dt. F est donc de classe C' sur [b, +0o[ en tant que fonction affine.

a

e De méme, pour x > b, F(x) = XJ

a
b b

De plus, pour x > b, F/(x) :J' f(t) dt et F;(b) :J' f(t) dt.

e Enfin, si a < x < b, ¢ ¢

X b X b X b
F(x):J (x — t)f(t) dt—i—J (t —x)f(t) dt_x<J f(t) dt—J £(t) dt) ,J t(t) dt—l—J t(t) dt.

a X X

F est donc de classe C' sur [a,b] et, pour a < x < b,

F'(x) = JX f(t) dt fJ f(t) dt + x(f(x) — (—f(x))) — xf(x) — xf(x)

_ JX ft)dt — Jb f(t) dt.
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b b
et en particulier, F;(a) = —J f(t) dt = Fy(a) et Fj(b) =J f(t) dt =F;(b).

a a

En résumé, F est continue | — 0o, al, [a, b] et [b, +oo[ et donc sur R. F est de classe C! sur | — 00, al, [a, b] et [b, +o00[. De

plus, Fy(a) = Fg(a) et Fy(b) = Fj(b). Donc,
F est de classe C! sur R. I

n® 11 : Puisque f est continue et strictement croissante sur [0, a], f réalise une bijection de [0, a] sur ([0, a]) = [0, f(a)].

X

Soit x € [0, a]. Pour y € [0, f(a)], posons g(y) = J

f(t) dt +J f~1(t) dt — xy. Puisque f est continue sur [0, al, on sait
0

0

que =1 est continue sur [0,f(a)] et donc la fonction y — J f71(t) dt est définie et de classe C' sur [0, f(a)]. Donc g est
0
de classe C! sur [0,f(a)] et pour y € [0,f(a)], g'(y) =1~ ( ) —x.

9
Or, f étant strictement croissante sur 0,a], g’(y) >0 f 1 (y) >x &y > f(x). Par suite, g’ est strictement négative sur

[0, f( )[ et strictement positive sur [f(x), f(a)]. On en déduit que g est strictement décroissante sur [0, f(x)] et strictement
x £(x)

ﬂt)dt4—J f71(t) dt — xf(x).

croissante sur [f(x),f(a)]. g admet en y = f(x) un minimum global égal & g(f(x)) = J
0

0
Notons h(x) cette expression.

X

f est continue sur [0, a]. Donc la fonction x +— J f(t) dt est de classe C' sur [0, a. Ensuite f est de classe C' sur [0, a]
0

y
a valeurs dans [0,f(a)] et y — J f71(t) dt est de classe C' sur [0, f(a)] (puisque f~! est continue sur [0,f(a)]). On en

0
f(x)

déduit que x — J f71(t) dt est de classe C' sur [0, a]. I en est de méme de h et pour x € [0, al,
0

h/(x) = f(x) + f'(x)f ' (f(x)) — f(x) — xf'(x) = 0.
h est donc constante sur [0, a] et pour x € [0, a], h(x) = h(0) = 0.
On a montré que

f(x)

WmmEMMxmﬂMLrﬂﬂM+rfWUM—Wzrﬂﬂﬁ+J f71(t) dt — xf(x) =
0 0 0 0
x y
Vix,u) € [0, x [0, (), xysj (1) dt+J (1) at.
0 0

n° 12 : Soit, pour x € [0,1], g(x) = f(x) — x. g est continue sur [0, 1] et

1 ‘ ‘ 11
J Q(X)dX:J f(x)dx—dex:___:O_
0 0 0 2 2

Si g est de signe constant, g étant de plus continue sur [0, 1] et d’intégrale nulle sur [0, 1], on sait que g est nulle. Sinon,
g change de signe sur [0, 1] et le théoréme des valeurs intermédiaires montre que g s’annule au moins une fois. Dans tous
les cas, g s’annule au moins une fois sur [0, 1] ou encore, f admet au moins un point fixe dans [0, 1].

n® 13 : D’aprés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

(L0 () - (L ) ([0 - L) ) -

s
n°14 : Soit x € [0,1] C [0, z]. Il est connu que sinx < x. D’autre part, la formule de TAYLOR-LAPLACE & l'ordre 3

fournit

inx =x X3+JX(X_t)3 int dt > x x
sinx =x — — sin - —,
6 0 6 - 6

car, Yt € [0,x], (x —t)3 > 0 et sint > 0. Donc,
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3
vx € [0, 1], x—z <sinx < x.

Soit alors 1 > 1. Pour k € [1,1], on a 0 < 5 < 1 et donc

1
(n+k)

1 — ! < sin ! < 1
Mm+k)2 6Mm+k)e - (m+k)2 - (n+k)?’

puis en sommant

= = 1 =
2 i —g mri0f = M i S L mrr

k=1

Maintenant, quand n tend vers +o0,
n n
LIRS S B
MmM+%k)?Z2 n ' n < k)z n

D’autre part,

- 1 1
et dOHC, ]; m =0 (E)

n n
1 1 1 1 1
déduit 2 —E =2n(=— — =1 1) et 2n——— =1 1).
On en déduit que n(k_] CERAp: 2 6(n+k)6> n<2n+o(n>) + o(1) et que n(n+k)2 +o(1)

n

Mais alors, d’aprés le théoréme des gendarmes, 2n Z sin m tend vers 1 quand n tend vers +oo, ou encore
k=1

i 1 1
1; sin 7“1 n k)z n~>~+oo e

n® 15 : Soit n € N*.

n+1 1
b k o . 2 . 2 ] . eTll/le i n 1 5 Sin 2_ Sin 2;2 Sin 2—
Zsin_z — Im Zelk/n —Im el/n W — Im el(]+7—7)/n ;’1 _ n : n
n —e . .
k=1 k=1 Sin —an Sin 2“2

Gt e o)) o)) e ()
(e (D) Gre@) (e (R) =3 mrels):

s

T\
n°16 : 1) Soit n € N. Pour x € [0, z], 0 < Arcsin™x < (z) et donc, par croissance de 'intégrale,

1 n n
ocus 3] (3) e (3"

1 /m\m
D’aprés un théoréme de croissances comparées, ol (z) tend vers 0 quand n tend vers 4+oo. D’aprés le théoréme des
n!

gendarmes, U, tend vers 0 qquand n tend vers +oo.

R B
lim — | Arcsin™x dx =0.
n—+oo M! 0

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 11 http ://www.maths-france.fr



1 n

b boxn 1 1
2)0< J X dx < J X dx = . Comme tend vers 0 quand n tend vers +oo, J dx tend vers 0
0 1 +x 0 1 + 0 n+ 1 n+ 1 0 1 +x

quand n tend vers 4o0.

3) Soit n € N*.

—xsinx

7T : 7T 7T 3 ad ud 3 7T 2

nsinx —xsinx X sinx T s

J dfo sinx dx J dx §J x:J SJ — dx = —.

0o X+m 0 0o X+mn 0 o X+n 0 0+mn n
s

2 T
T nsinx
Or, o tend vers 0 quand n tend vers 400, et donc J ey dx tend vers J' sinx dx = 2 quand n tend vers +oo.
o X 0

XxX+n

dx = 2.

lim

T nsinx
n— +o00

0 X+n

1
n° 17 : Pour t € R, posons g(t) = Wyt g est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit G une
t* 4+ t2 +
primitive de g sur R.
Définition, dérivabilté, dérivée.
Puisque g est continue sur R, F est définie sur R et pour tout réel x, F(x) = G(2x) — G(x). G est de classe C' sur R et
donc F est de classe C! sur R et pour tout réel x,

2 1

F'(x) =2G'(2x) — G'(x) = 2g(2x) — g(x) = V16 — a2 +1 V1211

Parité. Soit x € R. En posant t = —u et donc dt = —du, on obtient, en notant que g est paire

2x 2x

o(—u)(—du) = —J o) du = —F(x).

x

F(—x) = JZX o(t) dt :J

—X xX

Donc, F est impaire.

Variations. Pour tout réel x, on a

2 1
VI —axZ 1 xP+x2 11
=sgn(4(x* +x% +1) — (16x* + 4x? + 1)) (par croissance de la fonction t — t? sur R")

sgn(—12x* 4 3) = sgn(1 —4x*) = sgn(1 — 2x?).

sgn(F'(x)) = sgn( ) =sgn(2vV/x* +x2 +1— V16x* —4x2 4+ 1)

1

, —=] et strictement décroissante sur | — co, ——=] et sur [—, +o0l[.

Nk V2 NG,

F est donc strictement croissante sur [—

-
N
N

2x
1 2x — 1 1
Etude en +oo. Pour x > 0, 0 < F(x) < J — dt = XX —. Comme — tend vers 0 quand x tend vers +o0, le
« Vx4 x2 X X
théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lirf F(x) =0.
xX— o0
Graphe.
‘I =4
f f f f f f ——+F
-4 -3 =2 = 1 2 3 4
14
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n® 18 : f est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit F une primitive donnée de f sur R. Notons (x) la
relation :

V(x,y) € R?, f(x)f(y) = F(x +y) —Flx—y) ().

Pour x =y = 0, on obtient f(0) = 0. Puis x = 0 fournit Yy € R, F(y) — F(—y) = 0. F est donc nécessairement paire et sa
dérivée f est nécessairement impaire.

La fonction nulle est solution du probléme. Soit f une éventuelle solution non nulle. Il existe alors un réel yo tel que
f(yo) # 0. Pour tout réel x, on a alors

1 X+Yo 1
00 = gy |0 d = s o) — Fix o))

1
f est continue sur R et donc F est de classe C! sur R. Il en est de méme de la fonction x — —— (F(x +yo) — F(x — yo))

f(yo)

et donc de f. Mais alors, F est de classe C? sur R et donc f I'est aussi (f est en fait de classe C* par récurrence).

En dérivant (%) a y fixé, on obtient f'(x)f(y) = f(x +y) — f(x —y) (*x), mais en dérivant & x fixé, on obtient aussi
f(x)f'(y) = f(x +y) + f(x —y) (* * *). En redérivant (**) & y fixé, on obtient f”(x)f(y) = f'(x +y) — f'(x —y) et en
dérivant (* * %) a x fixé, on obtient f(x)f"”(y) =f'(x +y) — f'(x —y). Mais alors,

V(x,y) € R?, 7(x)f(y) = fF(x)f"(y),

et en particulier,

~ 1"(yo)
f(yo)

On a montré que si f est solution du probléme, il existe un réel A tel que f est solution de I’équation différentielle y” —Ay = 0
(E).

e si A >0, en posant k = VA, (E) s’écrit y” — k?y = 0.

Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme x — Ash(kx) + Bch(kx), (A,B) € R? et les solutions impaires de (E)
sont les fonctions de la forme x — A sh(kx), A € R.

Réciproquement, soit k un réel strictement positif. Pour A € R* (on sait que la fonction nulle est solution) et x € R,
posons f(x) = Ash(kx). Alors

Vx € R, f”(x)

f(x) = 0.

x+y A 2A 2
f(t) dt = —(ch(k(x +y)) — ch(k(x —y))) = = sh(kx) sh(ky) = —f(x)f(y).
ny k C X Y C X Y k S X]S Y kA X Yy

2 2
f est solution si et seulement si — =1 ou encore A = —.
kA k

e si A < 0, en posant k = v/—A, (E) s’écrit y” + k?y = 0.

Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme x — A sin(kx) + B cos(kx), (A, B) € R? et les solutions impaires de (E)
sont les fonctions de la forme x — A sin(kx), A € R.

Réciproquement, soit k un réel strictement positif. Pour A € R* et x € R, posons f(x) = A sin(kx). Alors

x+y A 2A 2
f(t) dt = =(cos(k(x —y)) — cos(k(x + = = sin(kx) sin(ky) = —f(x)f(y).
L_y ) ’ cos(k(x —y)) — cos(k(x +y))) o sin x) sin(ky) A x)f(y)

2
f est solution si et seulement si — =1 ou encore A = —.
kA k

e si A =0, (E) s’écrit y” = 0. Les solutions de (E) sont les fonctions affines et les solutions impaires de (E) sont les
fonctions de la forme x — Ax, A € R.
Réciproquement, si f(x) = Ax, A #0,

x+y A 5 5
|0 at= S w? - e )2 =2ax0 =
x—y

et f est solution si et seulement si A = 2.

2 2
Les solutions sont la fonction nulle, la fonction x +— 2x et les fonctions x — X sin(kx) et x — X sh(kx), k > 0.
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n°19 : Soit F une primitive de f sur [a,b]. F est de classe C? sur le segment [a, b] et I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE
permet d’écrire
atb b—a, 1( )2 "
_ _ < = .
P20 e - 0] < 507 sl o, x € bl
Mais F/(a) = f(a) =0 et F” = f’. Donc,
a+b 1. (b—a)?
_ < —
F( > ) Fla)| < 2M 7
De méme, puisque F/'(b) = f(b) =0,
a+b 1. (b—a)?
_ < _
F( 3 ) F(b)| < 2M 7]
Mais alors,
b 2 2 2
a+b a+b 1. (b—a) 1. (b—a) (b—a)
Ja f(t) dt| = [F(b) — F(a)| ‘F(b) F( 3 )‘ ‘F( 3 > F( )‘ < 2M 7} 2M 7} M 7}
1
n°20: Si J f(t) dt >0,
0
1 1 1 1 1
J f(t) dt :J If(t)] dt (:)J' f(t) dt :J If(t)] dt (:)J' (If(t)| —f(t)) dt =0
0 0 0 0 0

& |f| — f = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle)

&f=I|fl&f>0.

1

f(t) dt <0, alors J
0

1
si |
0

—f(t) dt > 0 et d’aprés ce qui précéde, f est solution & —f =|—f| & f <O0.

En résumé, f est solution si et seulement si f est de signe constant sur [0, 1].

1
1) Six > 1, [x,x?] C]1, +oo[ et la fonction t i est continue sur ]1, +oo[. Par suite,

2

*dt
J' — existe. De plus,
Int

n® 21 :
n x
2 2 2 2
1 *odt x 1 >
XJ —dth _:J tx—dtngJ 1
. tint , Int X tint , tlnt
Mais,
A 2 5 2Inx
J —— dt=[n|Intl], =In|ln(x")|—In[ln(x)| =1In =In2.
. tlnt X
Donc, Vx > 1, xIn2 < F(x) < x?In2. On en déduit que 11im ]F(x) =In2.
x—1, x>
. 2 . 2 1 . 2 x ] .
Si0<x<1,onax*<xpuis [x*,x] C]0,1[. Donc, t — " est continue sur [x~,x] et F(x) = — T dt existe.
n x2 1n
Pour t € [x?,x], on a tlnt < 0 et x2 < t < x. Par suite,
tlnt = tlnt Int =" tlnt’
x 1 * 1 x 1
puis, J x—— dt SJ — dt SJ x?—— dt, et finalement,
2 tint w2 Int w2 tint
Xz ] Xz X2 -I
lenlzj x2—— dtSF(x):J —dtSJ x—— dt =xIn2.
< tlnt « Int « tlnt
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On obtient alors 11im ] F(x) =In2 et finalement, lim1 F(x) =In2. On en déduit que F se prolonge par continuité en 1 en
x— 1, x< X—

posant F(1) =1In2 (on note encore F le prolongement obtenu).

2

limJ E =1In2.
x—1 Int

x

2) On a déja vu que F est définie (au moins) sur ]0, +oo[ (F désignant le prolongement). Il ne parait pas encore possible de
donner un sens a F(0) et encore moins & F(x) quand x < 0, car alors [x, 0] est un intervalle de longueur non nulle contenu

dans [x, x?], sur lequel la fonction t — i n’est méme pas définie.
n
DF :]0, +OO[

1
Pour t €]0,1[U]1, 400, posons ¢g(t) = T et notons G une primitive de g sur cet ensemble. Alors, pour x dans
n

10, 1[UlT, +ool, F(x) = G(x?) — G(x). On en déduit que F est dérivable (et méme de classe C') sur ]0,1[U]1, +oo[ et
que pour x dans ]0, 1[U]T, +ool,
2x T x—1

Flx) = 2x00¢) —0(0) = 1o — s = oy

—1
Maintenant, quand x tend vers 1, Xl— tend vers 1. Ainsi, F est continue sur ]0, +oo[, de classe C' sur ]0, 1[U]1, +oo[ et F/
nx

a une limite réelle en 1. Un théoréme classique d’analyse permet d’affirmer que F est de classe C! sur Df et en particulier,
dérivable en 1 avec F/(1) = 1.

X —

] six # 1
Vx €]0,4+o0[, F/(x) = Inx

Six>1,x—T>0etlnx>0etsi0O<x<T,x—1<0etInx<0. Dans tous lescas (0 <x<1,x=1,x>1) F/(x)>0.

F est strictement croissante sur ]0, 4+ool.

On a vu que Vx > 1, F(x) > xIn2 et donc lirf F(x) = 400. Plus précisément, pour x > 1,
X— +00

F(x) 1 JX 1 x2—x x—1
dt > = .
. Int xInx Inx

X — F(x
Comme tend vers +o0o quand x tend vers 400, on en déduit que Q tend vers +o0o quand x tend vers +oo et donc

nx
que la courbe représentative de F admet en +0o une branche parabolique de direction (Oy).
1 1 1
Pour x €]0,1[ et t € [x?,x], on a 2Inx = In(x?) < Int < Inx < 0 et donc — < — < —— puis (x — x?)— <
x 1 ] Inx Int 2Inx Inx

J — dt < (x —x?) et finalement,
w2 Int 2Inx

X — x? X — x?

Vx €]0, 11, < Fx) < .
—2Inx —lInx

F(x) —F(0 F
On obtient déja lir% F(x) = 0. On peut prolonger F par continuité en 0 en posant F(0) = 0. Ensuite, (Xi O( ) = (;)
x— —

1T—x 1T—x

est compris entre . Comme ces deux expressions tendent vers 0 quand x tend vers O, on en déduit que

F(x) — F(0)
x—0

Voir graphe page suivante.

—2Ilnx ¢ —Inx

tend vers 0 quand x tend vers 0. F est donc dérivable en 0 et F/(0) = 0.
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n®22 : 1) f est continue sur R* en tant que quotient de fonctions continues sur R* dont le dénominateur ne s’annule
2

t
pas sur R*. D’autre part, quand t tend vers 0, f(t) ~ ra t et loim;éo f(t) = 0 = f(0). Ainsi, f est continue en 0 et donc
=0, t

sur R.

2) f est continue sur R et donc F est définie et de classe C' sur R. De plus, F’ = f est positive sur [0, 4+oc[, de sorte que F
est croissante sur [0, +oo[. On en déduit que F admet en +oco une limite dans ] — oo, +00].

2
et —1

Vérifions alors que F est majorée sur R. L’expression t? x tend vers 0 quand t tend vers 400 d’aprés un théoréme de

2

croissances comparées. Par suite, il existe un réel A > 0 tel que pour t > A, 0 < t? x ] < 1 ou encore 0 < f(t) <

t_z.

Pour x > A, on a alors

X

Flx) = JA f(t) dt + J; etti - dt < JAf(t) dt—I—J Lt

0 0 A
JAf(t) dt+ ! <JAf(t) dt+ -
o 0 A X 0 A

Ainsi, F est majorée sur ]0, 400l et puisque F est croissante sur ]0,+oo[, F a une limite réelle { quand x tend vers +oo.

Soit n € N*. Pour t €]0, +o0],

n—1 —t\n
f(t) = tze*ti] —1€_t =tlet <Z(et)k + ](e_ e)—t>

k=0

n—1 tze_t n
_ 2 ,—(k+1)t —nt _ 2 ,—kt
_];)te +1—e*te —];te + fn(t) (%),

et

ou fn(t) = $

I’égalité (%) reste vraie quand t = 0. En intégrant, on obtient

e ™ pour t > 0. En posant de plus f,(0) = 0, d’une part f,, est continue sur [0, +oo[ et d’autre part,

n X

Vx € (0,400, ¥n € N*, F(x) = ZJ
k=10

X
tZe Kt dt—i—J fo(t) dt (sx).
0

Soient alors k € N* et x € [0, +oo[. Deux intégrations par parties fournissent :

JX t2e Kt at = ]tze*‘“ ) + 2 JX te *t dt = ]xze*k" + 2 1tcfkt ) + ! JX ekt dt
o ok o ko Tk k k k

1 2 2 2
_ _XZeka _ _Xeka eka +

k K2 = K3
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X
2
Puisque k > 0, quand x tend vers +o0, on obtient lirf J tZe *t dt = 3 On fait alors tendre x vers +oo dans (x*) et
X— +00
0

on obtient

VneN*,E—ZZ%: lim J fr(t) dt (+ * *).
k=1

X— +00 0

Zeft

Vérifions enfin que lim < lim J fr(t) dt) = 0. La fonction t — - est continue sur ]0, 4-o00o[, se prolonge par

n——+o0o \ Xx— +0oo 0 ]——e_
continuité en 0 et a une limite réelle en +co. On en déduit que cette fonction est bornée sur ]0, +oo[. Soit M un majorant
de cette fonction sur 10, +oo[. Pour x € [0, +oo[ et n € N*, on a alors

0 SJ fo(t) dt < MJ e "tdt= MU —e ™),
0 0 n

A n € N* fixé, on passe a la limite quand n tend vers +oo et on obtient

X
0< lim J falt) dtg%,

X— +o00 0

puis on passe & la limite quand n tend vers +oo et on obtient

X
lim < lim J frn(t) dt) =0.
n—+oo \ Xx— +0oo 0

Par passage a la limite quand x tend vers +oo puis quand n tend vers +oo dans (* * %), on obtient enfin
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