Planche n° 28. Calculs de primitives et d’intégrales.

Corrigé

n°1: 1) Iest'un des deux intervalles | — oo, —1[ ou ] —1,4o0[. f est continue sur I et admet donc des primitives sur 1.

1T 1 __a b N b
X3+1  (X+DX+)(X+52)  X+1 X+ X+j2°

. 1 1 1 j .
ol a= 3172 =3 et b= 352 =3 Par suite,
1 j j? 1 1 n —X+2 1 1 71 2X—1 +3 1
X3+1 3 X+1 X+ X+j2 C3A\XH+T O X2=X+1)  3\X+1 2X2-X+T1 2X2-X+1

1( 1 1 2X—1 )+1 1

3 ) 5 2

3 2 —X+1 2 X_l 2Jr ﬁ

2 2

Mais alors,

1
1 1 12 X—3
- - —(2 — 2 _
Jx3+1 dx 6( Inx+1—-In(x"—x+1)) +

(x +1)? 1 2x —1
In (xz S + Arctan + C.

V3 V3

2) I est I'un des deux intervalles ] — oo, —1[ ou |1, +ool. Sur I, J X3X— dx =

x? 1
dex:gln(XS—l—])—i—C,CGR

3) X3 —X2 - X+T1T=X*(X=1)—(X—=1) = (X>=1)(X—1) = (X—=1)%(X+1). Donc, la décomposition en éléments simples
X5 2 d] dz e
defzmestdelaformeax +bX+C+X7‘I+(X7])2+X—|—]

e Détermination de a, b et c. La division euclidienne de X® par X3 — X2 — X + 1 s’écrit

X0 =(X24+X4+2)(X3=X2=X+1)+2X2 +X-2.

Onadonc‘az],bz]etC:Z‘.

ee= lim (x+1)f(x)—i——l e——l
i TSz |7 g
dy, = lim (x — 1)%f(x) r 1 d U Enfin, x 0 fournit 0 = ¢ — dy + d, + e et donc, d 2+] L
[ ] = — = = —, = —|. = = — — _— = -,
2= T41 2|2 b 12 ne. & 2 4%
Finalement,
x> 9 1 1 1 1 1
X2+ X+2 -
X5 XX+ At AT T IS T axe
et donc, I désignant I'un des trois intervalles ] — oo, —1[, ] — 1,1[ ou ]1,+00[, on a sur I
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J' 1—x dX771J 2x+1 dx+3J 1 dx — 1 +3J 1 dx
(x24+x+1)° " 2) (x2+x+1)° 2] (x2+x+1° 7 8(xZ+x+1)* 2 n2 3\’
<<X+Z) +Z>
1 3 1 3 T uw/3
=S TR ZJ' . 5—du(enposantx+z—T)
2 4
1 28
= + \/§J ] du.
8(x2 +x+1)* 34 (U2 +1)°
du L, . . .
Pour n € N*, posons alors [, = | —————_ Une intégration par parties fournit
(u? + 1)
u u? u u?+1-1 u
lh=— 42 - 2 = (I~ L),
(u2+])n+nJ'(u2+])n+l du (u2+])n+nJ(u2+])n+l u (u2+‘|)n+n( +1)
et donc, I —L #qL(Zn—UI Mais alors
’ T1+1_2n (u2+1)n n - )
1*1 u +7171 u n 7 u +7><51
PTRWEANF T8 T8+ 1) 8x6(uE 1) 8x6
1 u 7 u 7 x5 u 7x5x%x3
=35 + + + 2
(u2+1)*  8x6(u2+1)p3 8x6x4((u2+1)2 8x6x4
_l u n 7 u n 7 x5 u n 7x5x%x3 u +7><5><3><1
T8 A1) T8x6WE 1) 8x6x4(l+1)2  8x6x4x2ul+1  8x6x4x2
_l u n 7 u n 7 x5 u n 7x5x%x3 u +7X5X3X]Arctanu+c
S8 U2+ 14  8x6(ut+1)3  8x6x4(ut+1)2 8x6x4x2ul+1 8x6x4x2 ’
Maintenant,
uw 1= 2 x-i—l 2+1*L—lx2+é—lx+l+1*i(xz+x+1)
- \\V3 2 3 3 3 3 '
Par suite,
2 x+1 2 x+] 2 x+1
28\/§J 1 23133 2 7 33 2 7x5 3.3 2
34 (u2 +1)5 o34 844 (x2 +x+ 1) 8x643(x2+x+1)3 8x6x442(x2+x+1)2
2 1
7 %5 % 3 3%(’”2) 7x5x3x1 2+ 1
— Arctan +C,
8x6x4x24 x2+x+1 8x6x4x2 V3
J’ 1—x dx — x+1 7(2x+ 1) 35(2x 4+ 1) 35(2x + 1)
(x2+x+1)° 7 42 +x+ 14 36(x2+x+1)3 0 108(x2 +x+1)2  54(x2 +x+1)
+%\]/§ ArCtan% +C,CeR.
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(il reste encore a réduire au méme dénominateur).

5) Sur I =] — 00, 0[ ou ]0, 4+o0[, on pose u = xZ et donc du = 2xdx.

J 1 dx—J x dx—lj au *1J 11 .
2+ T e 2 Y T 2 uwrr 2w w2

1 1
=-|lnu—-Inu+1+——]+C
2 u+1

1., 1
—IH‘X‘len(X +”+m+c

J';dx:ln\x\—%ln(xanHwL +C.CeR

x(x2 4 1)2 2(x2 +1)

xz—l—x

6) Sur [ =R J d J L +J * 4
ur [ = —— dx = X ——— dx.
T xe+1 x6 +1 x® +1
Ensuite, en posant u = x> et donc du = 3x? dx,

x? 1 1 1 1 ,
J—x6+1 dx:?JLLZ—Jr] dungrctanu-i-C:gArctan(X )+ C,

et en posant u = x? et donc du = 2x dx,

2 _
J X 4 lJ'#du*1ln&+iArctan2u 1—|—C(Voir1))

N B IRTE RIS e TP R P V3 V3
1 (x2 +1)2 1 2x% —1
=-Iln—+—+ — Arct C
6nx47X2+1+ 3 retatt V3 +
Finalement,
X%+ x 1 50 1. (xF+1)2 X% —1
J'WdX—gArctan(x)+glnm+ﬁArctanT+C,CeR.
1 > A 1 z z
k N (= ud k k R
7) X :Zszk ou zx = e''itk2) De plus, }\k:Q:Q:_Z'AmSL
k=0
1 1 eirt/4 e*i.T[/4 *6171/4 767171/4
X4—=—— 7 T —7 T 7z T oz
+1 4\ X—elm/4  X—e ¥/4 " X4el/4  Xte i/
_ 1 VX=2 VX +2
CA\X2 VX T X2 V22X
Mais,
V2X-2 1 X-v2 1
X2 —V2X+1  V2X2—V2X+1 (x 1)2+(1>2’
V2 V2
et donc, sur [ =R,
[ V2x—2 1
— 7" % dx=—In(x? — vV2x+1) — V2 Arctan(v2x — 1 +C,
Jx2—V2x+1 V2 ( ) ( )
et de méme,
[ V2x+2 1 )
— " dx = —In(x? + V2x + 1) + V2 Arctan(v2x + 1) + C.
Jx2+V2x+1 V2 ( ) ( )

Finalement,
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(Arctan(v/2x — 1) + Arctan(v2x 4+ 1)) + C, C € R.

1 1 x2 +v2x + 1 1
7 dx = In +
x4 +1 42 x2—/2x+1 22

8) Une intégration par parties fournit

1 X 4x* X xt+1-1
B e e fd 4
Jx4+1dx x4+1+,[(x4+1)2dx x4+1+ J(x4+1)2 dx

X 1 1
- 4 4|
x4+1+'Jx4+1dX Ju4+n2d&

et donc d’apreés 7)

1 1/ x 1
J(x4+1)2 dx:Z<x4+1 +3Jx4+1 dx)

X 3 X2 +V2x + 1 3
+ n + Arctan(v2x — 1) + Arctan(v2x + 1)) + C.
T I TV Ry, S B 7 L (Vax+1)

1 x 3 x2 4+ vV2x + 1 3
dx = + + Arctan(v2x — 1) + Arctan(v2x + 1)) + C, C € R.
J(x4+1)2 TR T, ey, SRE TN, L ) + Arctan| )
9) PosonsR:;.
X8 + X441
11
(X _ eZikT[/]Z)
X84 X +1= =

X+—1 X=X+ DH(X=-1)(X+1)
= (X ="YX — e /O (X + O (X + e X =) (X =X+ X +52).

R est réelle et paire. Donc,

R — a n a a a n b n b B b B b
O X—j X—j2 X+ X+j2 0 X—e/6  X—e 16 X4eln/6 X4 e in/6
. 1 1 2j% +1 12 . done
= = = = 11
&7 143 42i+1) A +1)Z+1) 12 ’

O e e B AU B B 1
X—j X—j2 12" X—j | X—j2 T 4xZiX+1 4 2 2
(+3) (%)

X+

et par parité,

a n a a a 1 1 n 1
_; 2 - 27 2 2
X—=j X—=j= X+4+j X+j 4 x+l z+ @ X,l z+ @
2 2 2 2
1 1 efirr/é efirr/G(i] +j2) efirr/é(izij) 72671171/6 —1
Ensuite, b = - - = — — = — = = = et
8e7im/6  4e3im/6  fein/6(2 —52)  4(—14]) 12 12 12
donc,
b b 1 —2e_i”/6—i+ —2e"/e i\ 1 -23X+3 1 2X-V3
X—eim/6 = X —e-in/6 12 X—ein/6 X—e /6 | " 12X2_\3X+1  4/3X2—3X+1
Par parité,
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b b b b 1 2X—3 1 2X+/3

X _ ein/6 +X,efin/6 X+ ein/6 X 4 e—in/6 __4\/§X2—\/§X+1 MW3EX2+VBX+1

Finalement,

1 1 1 1 2X—-3 1 2X+3

4( 1)z+<\/§>2+< 1>z+<\/§>2ﬁx2\/§x+1+ﬁxz+\/§x+1

X+ —
* 2

2

puis

1 1 2x — 1 2x + 1 1 x2 +V3x +1
dx = Arctan ——— + Arcta +
Jx8+x4+1 2\/§< RV BV ) 43X ax 11

+C,CeR.

1 1
10) En posant u = x? et donc du = 2x dx, on obtient J W‘%)s dx = ZJ' W du.

Pour n > 1, posons [, = J — du. Une intégration par parties fournit :

(uz +1)
u u(—n)(2u) u J’ u?+1-1 u
I, = du=————+2n| ———du=———+2n(I, — I141),
(u2+1)“+J'(u2+1)"“ w (u2+1)n+ " (u2 4 1)n+1 u (u2+])n+ n( +1)
et done, V> 1, Inpy = —— (2 4 (2n—1)1
nc, Z Iy In+1 _Zn (uz—l—])“ n |-
On en déduit que
1 u u 3 3
I3 = 7 (7(u2+1)2 +3Iz) R + S 1) +§Arctanu+C,

et finalement que

X 1 2x2 3 R
dex—ﬁ ((x4+1)2 +x4—|—1 + 3 Arctan(x ))+C, C cR.
1

11) Posons R = X1 X 1

(X+1)7 =X =1 =7XE 4+ 21X5 4+ 35X* +35X3 + 21X +7X = 7X(X° +3X* +5X3 +5X +3X + 1)
= 7X(X + (X" +2X3 +3X2 42X + 1) = 7X(X + 1) (X2 + X+ 1)%.

Par suite,
1 = 1 S N B T —
(X4+1)7=X"—1 XX+1)X—=-7)2(X=32)2 X X+1 X—j (X—=j)?2 X—j2 (X—j2)2
. 1 L o
. a:ilj%xR(x) =3 et b —Xgnj1(x+1)R(x) ==
1 1 1
e ¢y = lim(x —j)?R(x) = — — == ——— = — . Puis,
2 = =T R = S NG T B0 -5 1) 2
2 . T C T (X =P (X =) 22X 42X
X—3)2 " (X=32)2 21 (XZ+X+1)2 2(XZ+X+1)2
et
- 2 53 1 1 X 2X =T 3= XX+ 1)(2XE 42X 1)
(X—=3)2  (X—=j2)2) 7\ XX+D)X2+X+1)2 3X2+X+1)2) 2IXX+1)(X2+X+1)2
XX+ D)X X+ 1) +343X(X+ 1) —2X2 —2X+3
N 2IX(X + 1) (X2 + X4 1)2 XX HFD)(X2 X+
c —2j2—2j+3 5 5(j —j%) 5(j —j?) puis
1= v A " - A N " A N N
215G+ 16 —32) 2162 —35)  21(G —i?)(2 —)) 63
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C () 1 (5(1' —j?) 5()'2—1')) 5
+ —_ —
' 21

X —j X —j2 X2+ X+1)
Ainsi,
1 10 1 5 n 1 n 1
(X+1)7 =X"=1  7\X X+1 3X24+X+1) 3(X—-j)2  3(X—j2)2
1fr 1 5 1 +l 1 1
71X X+1 03 1\2 3 23\ (X—=j)2  (X—j2)?
(2]
Finalement,
1 1 X 10 2x+1 1 1 1
e e e A e R e e G Ao R
1 X 10 2x+1 2x +1
=—(ln|——=| — —= Arct — .
7(nx+1‘ 33 retan V3 3(x2+x+1))+c
2 2
1 1 ol X —]—OAct x+1 x + 1 LC CeRr

2dt
n®2: l)Onposet:tanzetdoncdx:]ftz.
ta T[-l—td x
an — 4 tan =
1 T+t2 2dt 1 T4+t 4 2
dx = ——=|2——dt=In|—|+C=In|——— | +C
Jcosx x JA1ft21+t2 J 1—t2 n’]t + . +

1 — tan 2 tan >
an dnz
X T
:1 ‘t‘ (_ _)‘ ’
n |tan 2—|—4 +C

ou bien

1 +sinx

J 1 dx:Jﬂ dx = ‘1o
cosx 1 —sin®x 2

ﬁ +C:1n‘tan(§+—)‘+c,
2 cos? (§+_)

1 —sinx

2sin?
In

1
2

A3+ 13

Tt
ou bien, en posant u = x + 5 (voir 2))

1 1 1 u X 7
e _ fmnd —_— :1 t‘ - :1 ’t = — ’ .
JCOSde Jcos(uz) du Jsinudu n| dnz\—l—C n an(2+4) +C
2

J' ! dx:ln‘tan(ngE)‘JrC,CeR.

COS X 4

dt
En posant t = e* et donc dx = T

1 2 dt 1
_ — _— :2 —_— :2 x
Jchx dx J J s dt Arctan(e*) + C,

ou bien

J'L dx = J zchix dx = Arctan(shx) + C.
chx sh”x +1
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J'L dx =2 Arctan(e*) + C, C € R.
chx

Remarque. Les fonctions x — 2 Arctan(e*) et x — Arctan(shx) différent donc d’une constante. En analysant la valeur

en 0, on obtient Vx € R, 2 Arctan(e*) = Arctan(shx) + g

X
2) En posant t = tan 3

1 14+t2 2dt 1 N
J'SinxdX J 2t 1+1t2 Jtd nlt|+C n\an2|+C

1
Jsinx dx—ln‘tan(z)‘—i-c CeR.

) 1
3)J dx :JCf’“ dx—lnlsmx\—i—CetJ —In|shx| + C.
tanx sin x thx

1 1
J dx:lnlsian—C,CeRetJ—dx:lnlshxl—i—C,CeR.
tanx thx

X —sinx 2 ) x—sinx 2

s 2 2 _
4)J'M dx:lj]ﬂdx:]ln\x—sinthC.

s 2
2
JM dx= 3 nfx—sinx| + C, C € R

X —sinx

1
5) L’expression ﬁ dx est invariante par le changement x — x+ 7. Les régles de BIOCHE invitent & poser u = tanx.
sin” x
1 1 dx 1
R dx = 5 coszx:2+3t s—d(tanx), et en posant u = tanx,
—+ sin“ x + tan2 x an- x

cos? x

,[Z—i—sinzx dX_J2+3u2 du = 5\@Arcmn <\[§u> =g et (ﬁtdm) e

J ] dx 1 Arcta \/gtd x| +C, CeR
———— dx = —= Arctan Z tan , )
2 +sin? x V6 2

CoSX sinx
¢ :J

cosx + sinx
—sinx + cosx

6) Posons I = J' -
COSX + sinx

Alors, I+ ] = J dx=x+Cet -] = J ——————— dx = In|cosx + sinx| + C. En additionnant ces deux égalités, on
COSX + sInx

obtient :
1
I:JLX, dx = =(x+1In|cosx +sinx|) + C
cosX + sinx 2
ou bien, en posantu:x—%[,
co (u—i—n)
. . S - 1 3 1
IZJ'LX. dx:JLﬂ dx:J'i4 du= —J <1 — bmu) du=-(u+In|cosu|) + C
cosSX + sinx V2 cos (x o _) V2 cosu 2 cosu 2
4
1 1
=5 (x——+ln 7 (cosx + sinx) ) +C=-= (x+1n|cosx+smx|)+C’
3 1
JLX, = —(x+In|cosx +sinx|) + C, C € R.
cosx +sinx 2
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7)

cos(3x) g 4cos®x —3cosx 1 y 4cos>x —3cosx 1 [4cosx 3 cosx 3 1
X = = — = — — e R —
sin x + sin(3x) 4sinx —4sin®x 4 sinx(1 —sin?x) 4 \ sinx  sinxcosx sinx  2sin(2x)
Par suite,
3 3
J M dx =In|sinx| — - In|tanx| + C.
sinx + sin(3x) 4
1
8) cos? x + sin® x = (cos? x + sin®x)? — 2sin? xcos?x =1 — 7 sin?(2x), et donc
1 1 1
—— dx = — T dx = T eZu du (en posant u = 2x)
cos” x + s’ x Jq_ 5 sinz(ZX) —sm-u
1 1 dv
=| ——du= (en posant v = tanu)
J 14+ cos?2u : 1 1+v2
_l’_
14v2
[ dv 1 v 1 tan(2x)
= ———Arctan—+C——Arctan< >+C.
Ivi+2 V2 V2 V2 V2
J 1
cos* x + sin? x
9)
sin x sin(2x) 2sin? x 2sin? x
— X = — cosx dx = — ———cosx dx
sin® x + cos? x + 1 1 —2sin“xcos?x + 1 2 — 2sin” x(1 — sin” x)
2
= m du (en posant u = SinX).
. 4.2 u +1 in/6 _in/6 in/6 _in/6
Maintenant, u* —u +1:uz—+1:(u—e J(u—e J(u+te J(u+e ), et donc,
u? - a a a a
VWil u—enf  u_e /6 uten/s ute w/e’
in/612 in/6)2 —in/3 _
oua= (e ) (e ) _— et donc

(em/e _ efirr/é)(eirt/G i ein/é)(ein/é T efirr/é) = i x 2ein/6 x \/j; B 2\/§ - 2\/§’

u? 1 ) n —j? n ) n i
ut —u? +1 2\/— —el/6 Ly —e /e Ly feln/6 4 e /6

u
( \/_u—H u2+\/§u+1>
1 2u—vV3 f 1 1 2u+tV3 V3 1
2u2 —3u+1 2 w2 —V3u+1 2uW2++V3u+1 2 w2 +\3u+1
u—V3 utv3 )1 1 N 1
4 V3 \u2 —V3u+1 uz—i—\/gu—i—]

et donc,

1
2

sin®x —v/3sinx + 1
sin2x+\/§sinx+1

J sin x sin(2x) d ] (Arctan(l sinx — v/3) + Arctan(2sinx + \/g)) +C,CeR.

X = n
sin? x + cos? x + 1 4./3
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10) En posant u = sinx, on obtient

tanx sinx 1 u
= cosx dx = du

1+ sin(3x) *= 1 + 3sinx — 4 sin® x cos? x (14 3u—4u3)(1 —u?)

Or, 1+3u—4u3 = (u+1)(—4u? —4u—1) = —(u—1)(2u+1)? et donc, (1+3u—43)(1—u?) = (u+1)(u—1)?(2u+1)>2.
Par suite

u a b] bz C1 C2

Ti3u—dd)(0—w) wrl a1 w1 " 2us1  Zusn?
-1 1 1 1 —-1/2 4
a=Jim D) =g = e 2 T g e 18 e e 1 T 9
(=5 +1(=5-1)
1 1 4 232 2
Ensuite, u = 0 fournit 0 = a — by + bz + ¢1 + ¢2 ou encore ¢c; — by = T + 5 = = 3 D’autre part, en multipliant
4 7
par u, puis en faisant tendre u vers 400, on obtient 0 = a+ by + ¢ et donc ¢ + by = 1 et donc, ¢ = 5 et by = 3¢
Finalement,
u B 1 7 n 1 n 4 4
(u+1u—122u+12  4u+1) 36(u—1) 18u—-12 92u+1) 92u+1)2’
et donc
tanx 1 7 1 2 2
———— dx =—-1n(1 — —In(1T— ——————— 4+ — In|2si 114+ ————+C, CeR.
J]—l—sin(?;x) x = =gl 4sinx] = gen(l =sinx) = qgrm—y g nlZsinx + 1+ grm—gy + G C€

11) (voir 6))

cosx + 2 sinx =((sinx 4+ cosx) — (sinx — cosx)) + ((sinx + cosx) + (sinx — cosx))
Ji dx :J 2 - dx
3
2

sinx — cosx sinx — cosx

i 1 3
Jw —de:—lnlsinx—cosx\szwLC.
sinx — cosx 2 2 2

J'cosx+2sinx g 3J’cosx+sinx 1

3
—J'dx:zln\sinx—cosx\Jr%JrC, CeR.

- X .
sinx — cosx 2 | sinx — cosx 2

12)
sin x sin x 1
= B — L t —
J cos(3x) J4COS3X—3cosx dx J E T du (en posant u = cosx)
1
= du
J ( 32u—v3) 3(2u+ ﬁ))

—_

1
g(lnlcosxl — zln\Zcosx—\/g\ — Zln\Zcosqu V3| +C

J — dx:1(1n\cosx\—11nlzcosx—\/§|—11n|2005"+\/§|)+c’CGR'
cos(3x) 3 2 2

dt
1+12°

13) Dans tous les cas, on pose t = tanx et donc dx =

J ] dfo' ] dx 7{ dt
xcos?x + Bsin®x  J a4 Ptan®xcosx | o+ Bt2’
1

1
eSif=0et x#0, dx = —tanx + C.
g 7 J occos? x + B sin? x fod
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e Sip£0et af >0,

! _1 ! ~ sgn(p) \/E
Jacos2x+ Bsinzx dx = BJ' — dt = JoB Arctan( octanx) + C.

e ( B)z

e Sip#£0et af <0,

x
tanx — , /——
J 1 1J 1 sgn(p) B
dX:— dt: ln +C
2 i02 2 /_—
occos® x + B sin x B 2 @ 2v—ap tanx + , |—=
B V B
14)
ch3 x (1 +sh?x
_— — | = *h
J1+shxdx ] 1+sthXdX
r 2 -I
— |2 + du (en posant u = shx)
J u+1
[ 2 h?
—(u—1+—"—) du=22" shx+ 2|1 +shx/+C.
J u+1 2
ch3 x sh? x
= — 2 .
J]+th dx 3 shx+2In|1 +shx|+C,CeR

15) On peut poser u = e* mais il y a mieux.

hx —1)(chx+1) shx
Vah 1d_J\/(C dx =s Jid
J chx X NETE] x = sgn(x) NETE] X
= 2sgn(x)vchx+ 1+ C.
J\/ChX—] dx = 2sgn(x)vchx+1+C, C e R.
16)
thx 1
Jchx+1 dX_Jchx(chx+1)th dx
—Jéd (en posant *chx)*J'(lfL)d S (=B ) e
S Juu+1) 1 en posatt i = B TR T Rl P VI '

thx chx
Jchx+1 dx_ln(m) +C CeR

1 shx shx shx 1 .
17) J e dx = J 6« dx :J dx = J ﬁ dx :J'm du (en posant u = chx). Ensuite,

1 a b n c _a n b B c
w2 =13 u—-1 (u=12 (u—=13 u+1 (u+12 (u+1)3®

1 . 1 1

T _1\3 _ S .
A R N e | RO R
1 1 | 8- (1P (w1 —eutt+6 3
(W2 —1)3 8\ (u—-13 (u+1)3®) 8(uz —1)3 S 8(uz -1 4uz—1)%
b—LlLiHm](u1)2><W73”2—13—6.Enﬁn,u—0f0urnit1—2a+2b2cetdonca—%(1%%)—%.Donc

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 10 http ://www.maths-france.fr



1 1/ 3 3 2 3 3 2
(uz1)3_E(u1_(u1)2+(u1)3_u+1_(u+1)2_(u+1)3)'

On en déduit que

J]dx—l C il VI SR S +C
- Behx+1 T chx—1 (chx—1)2  chx+1 ' (chx+1)2

sh x 16
1 chx —1 6¢chx 4chx
=— (31 + — +C
16 nChX+1 ch?x —1 (ch2x1)2>
3 chx—1  chx(3sh?x—2)
_Elnchx—HjL 8sh* x e
1 3 chx—1  chx(3sh?x—2)
dx = —1 C, CeR.
Jshsx AR T v
18)
1 1+chx 1 chx 1
J'1*Chxdx_,[71—ch2xdx__J'shzxdx_,[shzx dx—cothx+%+C.
J ! dx = cothx + ] +C,CeR
1—chx shx ’ '
n°3: 1)
1 1 x4+ 1
—  dx=| ————— dx =argsh—— +C
J\/x2+2x+5 J CERIEE )
x+1 x4+ 12 )
—Tn + 1 +C:1n(x+1+\/x2+2x+5)+(3.
2 2
J;dx:ln(x+1+\/x2+2x+5>+C,CER
Vx2+2x+5
2x+2
VX2 4+2x+5dx=(x+1)Vx2+2x+5— [ (x+ 1) ————— dx
J ( ) ( )2\/x2+2x+5
(xZ24+2x+5—4
=(x+NVx2+2x+5— | —————— dx
( ) J VX2 +2x+5
[ 1
=(x+1Vx2+2x+5— X2+2x+5dx+4J'7dx,
( )\/ \/ VX2 4+2x+5
et donc,

J\/x2+2x+5 dx = ](x+1)\/x2+2x+5+21n(x+1 +vx%+2x+5) + C.

N

1
J\/x2+2x+5 dx = (x +1)Vx2+2x+5+2In(x+ 1+ vVx2+2x+5)+C, Ce R.

N

(On peut aussi poser x + 1 =2shu).

x:J']; dx = Arcsin(x — 1) 4+ C.

1
2)J\/2x—x2d (x —1)2

1
——— dx = Arcsin(x— 1)+ C, C e R.
J'\/Zx—x2 ( )
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3) On pose u = x® puis v = /1 +u (ou directement u = /1T +x8) et on obtient :

J'\/1+x6 Jv]—i-xé 5 1J’ T+u
dx = x’dx = = du
X x6 6 u
1 v 1 V2 1 1 1 1. |v—1
== 2 = — —_ — —
6J o 3J o T 3J(]+v21) dv 3("*21n v+1D+C
/ 6 _
_1 1+x6+11nM +C
3 6 | VI+x6+1
/ 3 / G _
J LI N B S AL el PP P
X 3 6 T+x6+1
4)
J' 1 J' T+x—+vV1—x 1<J\/1+X J' 1—x >
dx = dx = = —— dx — dx
VIitx+v1T—x (T4+x) — (1 —x) 2 X x
1
== J'LZudquJ'LZvdv (en posant u=+v1+xetv=+v1—x)
2\Jur-1 1—v2
—J [ du+J EERLI P
B uz —1 1—v2
1 T—u 1+v
— 1+x~/1x+l<ln‘1_7 V1+x —HH‘L M)—i—C.
2 T4+vV14+x 1—vV1—x
1 1 T—v1+x T4++vV1—x
dx=vTTx—VI— +—(1 ‘ +1 ‘ >+C,C6R.
J\/1+x+\/1—x * * T2 V1 R NIV,
2 _
5) On pose u = xt1 et donc x = u—+17 puis dx = e du. Sur ]1, +o0[, on obtient
Vx—1 uz —1 (uz —1)2

x+1 2u u 1

x—1 uz —1)2 uz —1
2 1 vV T4+ vVx—1
- = +ln’ +u’+C=\/x2—1+1n XPIEVXT ¢
u —1 T—u Vx+T—vx—1
1 vV T+vVx—1
J'UX—’— dx:\/x2—1+1n‘ Ltk 4 +C, CeR.
x—1 Vx+1—+vx—1

6) On note ¢ le signe de x.

2
Vx4 —x2 +1 :5x1/x2+):—271 —EXH(X%) + 1 et donc
1

X241 =¢ ]-i-l *5—1 Xfl /
xVxF —x2+1 1\ 2 x2 ) N2 x /)
(x——) 1 (x——) 1
x X

1
On pose donc u =x — — et on obtient
X
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sz—Jr]dx—eJ#du—ear sh(x—l)+C

Vx4 —x2 +1 uz +1 & X
<x2—1+e\/x4—x2+1>

=c¢ln + C.

X

x% +1 xZ2—T4+evx¥—x2+1
—  dx=¢ln
X

+C, CeR, ¢ =sgn(x).
e " ) gn(x)

7) Sur ]0, 1], on pose déja u = /x et donc, x = u?, dx = 2u du.

e [ O [

1 1
Puis, on pose u — =3 sinv et donc du = 5 cosv dv.

On note que x €]0,1] = u €]0,1] = v = Arcsin(2u—1) €] — Tz[, g] = cosv > 0.

T—vx 1 2 1 1 2 1
J Ve dx—ZJ 2(175111 v)xzcosvdv—zJ'COb vdv—ZJU—I—cos(Zv)) dv

(v+ %sin(ZV)) +C= éll(v +sinvcosv) + C

(Arcsin(Zﬁ—U +(2vx—=1)y/1 = (2\/§—1)2) +C
(Arcsin(Zﬁ—U +2(2\/§—1)\/\/§—X) + C.

dx = % (Arcsin(Zﬁ—U+2(2\/§—1)\/\/§—x) +C, CeR.

N N T

8) On pose x = sht puis u = et.

1( 1)

— +_

2 u) du u? +1 1 2
Ch““—J———de“—J(rm) du

1 1
—  dx =
J1+\/1+x2 x J1+cht

2
=lnju+——+C.
u+1

Maintenant, t = argshx = In(x + v'x2 + 1) et donc u = x + v/x2 + 1. Finalement,

1 2
- dx=Inx+Vx2+1)+—— 4+ C.
,[1+\/1+x2 ( ) x+1+vVx2+1

dx =In(x + vVxZ+1) +

1 2
S — 4+ C,CeR.
J1+\/1+x2 x+T1T4+vVx2+1

Vx3+1 3

1
9) On pose u = — puis v= vu3 + 1 = ——— et donc v = u? + 1 puis v? dv = u? du.
X X
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; 1>3
—) o+
VX3 +1 (u —du Vud +1 Vui+1 o,
——— dx =— | ——du=—| —5—u’du

u

_ v 2 _ 1 1
B JVLP’ dv_J( ! (vn(v2+v+1)) dv

7J ol 1 v
B 3v—1 3vZ+v+1

2
:—v—lln\v—HJrlJ'vinvalJ 1 dv
3 6)Vvi+v+1 2 12 /3 2
(”z) *(7)
1 1 1 2v+1
=—v——Inv—14=In(v* +v+1)+ — Arctan(———) 4+ C
F v =11+ 2 In )+ Arctan( =)
Vx3 41 1 1 5 1 2v+1 Vx3 +1
————dx=—v—=Injv—-T1]+ =1 1)+ — Arctan(—=—)+C,CeR, ouv= —.
J ) X v 3n\v |+6n(v +v+ )+\/§ rctan( 7 J+C, CeR,ouv "

10) On pose u = (x + 1)1/¢ de sorte que vx + 1 =u3, ¢/x+ 1 =u? x = u® — 1 puis dx = 6u’du. On obtient

1 1 u3
dx=| —— x6u’ du=6
J\/x+1+\3/x+1 X Ju“ru2>< e Ju+1

:6J' <u2—u+1 _%ﬂ) du=2u®—-3u?+6u—6lnju+1/+C

=2V T1-3x+1 +6\6/x+1—61n(\6/x+1 +1) fC.

3 2 .2 1-1
du:6Ju +u u u+u+ du
u+1

1 B ) - 6
J r+1+\3/md><—2x/x+1—3\/x+1+6\/><+1—61n(\/x+1+1>+(:,(:eR,

/
n°4: I)J ] dx:Jln(X)zln\lnxl+C.
xInx In(x)

JL dx =In|lnx|+ C, C e R.
xInx

2) Une intégration par parties fournit J'Arcsinx dx = x Arcsinx — J

X
dx = x Arcsinx + /1 —x2 + C.
V1—x2

JArcsinx dx = x Arcsinx + 1 —xZ+C, C € R. I

1
HLXZ dx = x Arctanx — 7 In(1+x?) + C.

3) Une intégration par parties fournit J Arctanx dx = x Arctanx — J

1
JArctanx dx = x Arctanx — 7 In(14+x?)+C, CeR.

X
4) Une intégration par parties fournit JArccosx dx = x Arccosx + J ———— dx = x Arccosx — V1 —x% + C.
V1 —x2

JArccosx dx = x Arccosx —v/1—x2+C, C € R. I
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T
On peut aussi utiliser 2) et I'identité Vx € [—1, 1], Arccosx = 5= Arcsin x.

X
5) Une intégration par parties fournit Jar shx dx = xargshx — J —— dx =xargshx —v1+x2+C.
) g par p g g N g V

Jargshx dx = xargshx — v/x2+1+C, Ce R. I

6) Une intégration par parties fournit Jargchx dx = xargchx — J X dx = xargchx — v/xZ —1+C.
Vx2 —1

Jargchx dx = xargchx — vVx2—1+C, CeR. I

X B 1 5 B
mdx-xargtthLzlnﬂ—X)+C(I—] 1,1[)

7) Une intégration par parties fournit J'argthx dx = xargthx — J'

1
Jargthx dx = xargthx + zln(] —x?)4+C,CeR.

x24+1-1

8) Une intégration par parties fournit Jlnﬂ +x2) dx = xIn(1+x?) —ZJ 2 dx = xIn(1+x?)—2x+2 Arctan x+ C.

Jlnﬂ +x2) dx = xIn(1 +x%) — 2x + 2 Arctanx + C, C € R.

9) Deux intégration par parties fournissent

X
V1—x2

; ; —1 ,
_ XeArccoax /1= XzeArccobx +J /1 —x2 % - > eArccosx dx
vVi—Xx

J eArccosx dx = XeArccosx + J eArccosx dx

et donc

J eArccosx dx =

(x — /1 fx2> ehrecosx L C C eR.

N —

10) Une intégration par parties fournit

cosZx —1

dx =sinxIn(1 + cosx) —J —— dx
cosx + 1

Jcosxln(] + cosx) dx = sinxIn(1 + cosx) —J'sinxLnx
1+ cosx

=sinxIn(1 + cosx) —J'(cosx— 1) dx =sinxIn(1 + cosx) —sinx + x + C.

Jcosxlnﬂ + cosx) dx =sinxIn(1 + cosx) —sinx +x+ C, C € R.

VX
x2 41

Arctanx
VX
o , : VX
Dans la derniére intégrale, on pose u = /x et donc x = u? puis, dx = 2u du. On obtient 211 dx =
X
Mais,

dx.

11) Une intégration par parties fournit J' dx = 2v/x Arctanx — ZJ

2u?

— du.
ut +1 v
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2u? _L( u B u )
w41 V2 \u2—V2u+1 w4+ V2u+1

1 2u—v2  2u+V2 L1 1 N 1
i (S8 RN R SRS
u—— — u+ — —
V2 V2 V2 2
Par suite,
2u? 1 w —V2u+1 1
——— _dqu-= 1 + — (Arctan(v2u — 1) 4+ Arctan(v2u + 1)) + C,
s zﬁ“<uz+ﬁu+1 gz etV =D+ Arctan{vau+ 1)
et donc,
Arctanx V2x +1
——— dx = 2v/x Arctanx — 1 V2(Arcta 2x — 1) + Arcta 2x+ 1))+ C.
| =% VR Arctan f<x+m+1> (Arctan(v2x — 1) + Arctan(v2x + 1))
12) X ex = ! ex — t d
(x+1)2°  x+1 X—I—] X et done

+1
J ©® _4+C CeRr
x+1)2 x+1

13) J (z>xlnx dx:l[e"h”‘_X d(xlnx —x) = X" * 4 C = (—)X +C.

J (z)xlnx dx = (g)x +C,CeR.

n+1 1 n+1 Xn+1
14) Une intégration par parties fournit J'xn Inx dx = — Inx — — J'xn dx = o Inx — mTTe +C.
n+1 Xn+1
anlnxdx: Inx——+C,CeR
n+1 m+1)2

15)

. e(0+10€) eax
J e?* cos(ox) dx = Re (J elatiax dx) = Re <7) + C = ———Re((a—1ic)(cos(ax) + isin(ox)) + C
a—+1o ac + «

e (a cos(ox) + asin(ox))
= C.
a? + o2 +

e (acos(ax) + asin(ox))
a? + o2

Je‘”‘ cos(ax) dx = +C,CeR.

On peut aussi effectuer une double intégration par parties.

16) Deux intégrations par parties fournissent
J sin(Inx) dx = xsin(lnx) — J cos(lnx) dx = xsin(lnx) — x cos(lnx) — J sin(lnx) dx

et donc
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Jsin(lnx) dx = = (sin(Inx) — cos(lnx)) + C.

SRS

17) En posant u = x" et donc du = nx™~'dx, on obtient

n n
J'Xiﬁdx:l[xi“x“_ldx:lj LLJr]du,
X x™ n u

puis en posant v =vu+ 1 et donc u =v?> — 1 et du = 2vdv, on obtient

— 2 _
J LLJr]dLL:J'Lz\)d\)zzJ'vi]Jr]dv:2v+ln] v+C.
u vz —1 v2 —1 14+v
Finalement,
x™ 41 1 T—vxm+1
——dx=—(2Vx"+1+In|———| | + C, C e R.
J X n( n‘1+\/x“+1)

18) szex sinx dx = Im (J xZe1H)x dx). Or,

sze(wi)x dx = x* el - 2 JXQUH)X dx = x? elTHi — 2 Xe(Hi)X 7{ - dx
141 141 141 141 141 141
U UelTr e e

2 771 7 ©

=e (%xz(l —1)(cosx +1isinx) + ix(cosx + isinx) — %(1 +i)(cosx+isinx)) +C.

Par suite,

2 1
szex sinx dx = e~ (%(—cosx +sinx) — xsinx — z(cosx + sinx)) +C,CeR.

1 1 1
n°5: 1) On pose t = < et donc x = m et dx = = dt. On obtient

a 1/a a
[— Inx dx = In(1/t) /1 dt — — _Int dt = —1,
2 [ t2 t?

1/aX2+1 a t_2+1 1/a +1

et donc, I =0.

a

1
Va>O,J' = dax=o0.

1/a xX- + 1

1
2) (p et g sont des entiers naturels) cos(px) cos(qx) = Z(cos((p + q)x) + cos((p — q)x)) et dong,

e Premier cas. Sip # q,

” 1 [sin(p—i—q)x sin(pq)x}"
cos(px)cos(gx) dx = = + =0.
J'o () costax) 2] p+gq P—4a ]

e Deuxiéme cas. Sip=q #0,

s -I s -I 7T
J cos(px) cos(gx) dx = —J' (14 cos(2px)) dx = —J' dx = E.
0 2 Jo 2 Jo 2

7T 7T
e Troisiéme cas. Sip =q =0. J cos(px) cos(gx) dx = J dx = 7.
0 0
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n Osip#4q
Y(p,q) eNZ,J cos(px) cos(qx) dx =< m/2sip=q#0 .
0 nsip=q=0

7T

T
La démarche est identique pour les deux autres et on trouve J sin(px) sin(gx) dx =0 sip # q et 5 sip =(q # 0 puis
0

7T
J sin(px) cos(gx) dx = 0 pour tout choix de p et q.
0

2.2 _
3) La courbe d’équation y = /(x — a)(b — x) ou encore { ; >+Oy ([a+b)x+ab=0 est le demi-cercle de diamétre
R n(b—a)? b—a)?
[AB] ott A(a,0) et B(b,0). Par suite, si a < b, I = HT - % etsia>b, = —%

2 .
V(a,b) GRZdeX { n(b—a)°/8sia<b

77(( —a)?/8sia>b

4) Sur chacun des intervalles [—2,—1], [=1,0], [0,1] et [1,2], la fonction & intégrer est affine. L’intégrale proposée est
somme de quatre intégrales et chacune d’elles est 'aire d’un trapéze rectangle de base 1.

. 6+4 4+4 4+6 6410
Ainsi, I = > + 7 + 7 + 5 =21.

2
J (k=T +Ix]+Ix+ 1]+ [x + 2]) dx = 21.
—2

1
5) On pose u = " On obtient

1/2 _ 2

J ( > Arctanx dx —J (1 +u?) Arctan (l> $ :J <1 + iz) (E fArctanu) du

2 u u 1/2 uw 2
T 1 1

3((2)-(G-9))-

Par suite, [ = 37“ —Tetdonc = %Tﬂ

2

1
J (1 +—2> Arctanx dx:s—ﬂ.
1/2 X 4

1 0 1
6)I:J \/1+|x(1—x)\dx:J' \/1—|—x(x—1)dx+J' VI+x(1—x)dx =1 + 1,.
-1 —1 0

2 2
e Calculde I1. T+x(x—1)=x2—x+1= (x—l) + <§> et on posex—%zﬁsht et donc dx:?cht dt.

2 2 2
—1In(V3) In(v3
I :J f\/ sh?t+1 —chtdt_éj chztdt—ij 2t+e*2t+2)dt
4 In(2—v/3) 16 In(2
1 1
_ (2 —2In(V3 eZln(Zf\/g)) o z(62111(\/§) 721n —V/3) ) +2 71n(\/§) 71n(2 o \/§J)>

(]Gz f) 2( (2_17\@)2) 2In(2V3 - 3)
= —ﬂ+ —2-V3)2+(2+V3)?) —2In(2V3 - 3)
16( 3 ) )

_ ] ﬁfél (2V3—3).
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V5
2

V5

1 5
) et on pose x —= = ——sint et donc dx = £cost dt.

e calcul de Iz.1+x(1fx):fx2+x+1:f xf— —|—< 2 > >

1

2

Arcsin = Arcsin —= Arcsin —=
V5 5 5 V5 5
IzZJ' ’ i_\/1—sinzticostdt——J' ’ cosztdt:—J 1+cos(2t))dt
— Arcsin = 2 4 Arcsin = 8 Arcsm
V5 NG
5 Arcsin = 5 51 1
=3 <2 Arcsin — \/_ [sintcost], ﬁ) 1 Arcsin % + 7 75 1— 5
1
= Z AI‘CSin \/g + z

Finalement,

NS 3\/3 3 1
J 1+ x(1—x)dx = 4_1 - g 2\/_ 3)+ - Arcsm\/5

7) En posant x = 7 — u, on obtient

T xsinx O (mt—u) sin(m— ) T sinu T usinu
=] g dx= 7 —du=m| s du— |
o 1+cos*x < 1+ cos?(m—u) o 1+cos*u o 1+cos?u
2
= [Arctan(cosu)], I:% I,
2
T
t d [=—.
et donc, )
J'71 xsinx m?
- X = —
o 14 cos?x 4

X

8) Pour n € N*| posons I, = J In™t dt. Une intégration par parties fournit
1
x x 1
st = [tln““ t]] —(n+ 1)J th" o dt = xIn™ ' x— (4 1)L,
1

. L La_ x(lnx)nt! _
Donc, ¥n € N*| S +E = W, et de plus, Iy =xIlnx —x+ 1.
Soit n. > 2.
n—I1 I I : n—I1 I n I I
-1 k _k k+ — -1 k_k -1 k*]_k — I — (=1 n_n
) (=) <k!+(k+1)! 21 k!+Z( M il
k=1 k=1 k=2
Par suite,
n—1 n
x(Inx)k+! W x(Inx)®
In = ( ]; W—xlnxﬂ—l =(-1)"n! —1+k;(—1) T |

ce qui reste vrai pour n = 1.

X

¥n € N*, Vx €10, +ool, J (Inx)™) dx = (~1)"n! (1 + Z(nk"(m")k).

1
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n°6 : Sic #d, les primitives considérées sont rationnelles si et seulement si il existe A et B tels que

(x—a)(x—-b) A n B (%)
(x—c)2(x—d)?  (x—c)? (x—d)?
A+B=1 B=1-A
(+) & 3(A,B) € R?/ ¢ —2(Ad+Be) = —(a+b) & 3(A,B)€R?/ ¢ Ald—c)+c=3(a+b)
Ad2+BCZZCLb Ad2+Bc2:ab
A:az—;—db—ic
—C
+b—2c 2d—a—b>
J(A.B) € R? 2d—a—b Qb7 2, 287a70%2_ p
< 3AB)JeRY/ ¢ 5 & Md—c)d + Md—c)c a

2(d—c)
Ad? 4+ Bc2 =ab

& d?la+b—2¢)+c*(2d—a—b)=2abld—c) & (a+b)(d*> —c?) —2cd(d —¢) = 2ab(d —¢)
S (a+b)(c+d)—2cd=2ab & (a+Db)(c+d) =2(ab +cd).

Si ¢ = d, il existe trois nombres A, B et C tels que (x — a)(x —b) = A(x — ¢)? + B(x — ¢) + C et donc tels que

(x —a)(x—b) A B C

= + + .
(x—c)* (x—=c)2  (x—c)®  (x—c)*
Dans ce cas, les primitives sont rationnelles. Finalement, les primitives considérées sont rationnelles si et seulement si

c=dou(c#det (a+b)(c+d)=2(ab+cd)).

n° 7 : Notons D I’ensemble de définition de f.

Six €D, —x €D et f(—x) = —f(x). f est donc impaire.
Six €D, x+2me D et f(x+ 2m) = f(x). f est donc 27-périodique.
On étudiera donc f sur [0, 7.

Soient x € [0,7] et t € [—1,1]. t2 —2tcosx + 1 = (t — cosx)? + sin?x > 0 avec égalité si et seulement si sinx = 0 et
t—cosx = 0. .
sin x
Ainsi, si x €]0,7[, ¥t €] —1,1[, t? —2tcosx + 1 > 0. On en déduit que la fraction rationnelle t — ———— 5 est
1—2tcosx+t
continue sur [—1,1], et donc que f(x) existe.

sinx 0
ix= te[-1,1 =
Six=0vte[-1,1, t2 —2tcosx+1 (t—1)2

= 0. On peut prolonger cette fonction par continuité en 1 et consisérer

1
que f(0) :J 0 dt = 0. De méme, on peut considérer que f(7t) = 0.
-1
Ainsi, f est définie sur [0, 7] et donc, par parité et 2m-périodicité, sur R.

Soit x €]0, 7t[. Calculons f(x).

1 . B . -
f(x) :J X —— dt = |:Arctan (ﬂ)} = Arctan <—] .COSX) 4 Arctan (1 +cosx>
1 (t—cosx)? +sin” x . —

sinx sinx sinx
B 2sin?(x/2) 2c082(x/2)
= Arctan Z5in(x/2) cos(x/2) + Arctan Zsim(e/2) cos(/2) Arctan(tan(x/2)) + Arctan(1/ tan(x/2))

= g (car tan(x/2) > 0 pour x €]0, 7t[).

Ce calcul acheve 'étude de f. En voici le graphe :
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3 4
2 4
h e
A -
‘I 4
-4 -3 =2 -1 1 2 3
14
N >7
J
24
1
n® 8 : Soit x € R. La fonction t — Max(x,t) = E(X +t+ |x — t|) est continue sur [0, 1] en vertu de théorémes généraux.
1
Par suite, J Max(x,t) dt existe.
0
! 1
e Six <0, alors Vt € [0,1], x <t et donc Max(x,t) = t. Par suite, f(x) =J' tdt= 5
0

1
e Six > 1, alors Vt € [0,1], t < x et donc Max(x, t) = x. Par suite, f(x) :J x dt = x.

0
eSi0<x<1,

(14+x2).

N —

x 1
f(x):J xdt+J tdt:xz—l—%(]fxz):
X

En résumé,

six <0

(14+x?)si0<x<1

six >1

1
f est déja continue sur ] — oo, 0], [1,+oo[ et ]0, 1[. De plus, f(0) = 7= f(0) et f(17) =1 = f(1). f est ainsi continue a
droite en 0 et continue & gauche en 1 et donc sur R.

f est de classe C! sur ] —0,0], [1,4+o00[ et ]0,1[. De plus, lim f'(x)= lim x = 0. f est donc continue sur [0,1[ de
x—0, x>0 x—0, x>0

classe C! sur ]0,1[ et f’ a une limite réelle quand x tend vers 0. D’aprés un théoréme classique d’analyse, f est de classe
C! sur [0, 1] et en particulier, f est dérivable & droite en 0 et f’4(0) = 0. Comme d’autre part, f est dérivable a gauche en
0 et que f'4(0) =0 =1'4(0), f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

L’étude en 1 montre que f est dérivable en 1 et que /(1) = 1. Le graphe de f est le suivant :

2+ y = f(x)

/2 /2
T
J sinx dx = 1.

n°9: l)Wo:J dx = — et W7 =
o 2

Soit n € N. Une intégration par parties fournit

0
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/2 /2
Whi2 = J sin™? x dx = J sinxsin™ ! x dx
0 0
)2 /2 /2
= [— cosxsin™*! X}o - J (—cosx)(n+ 1)(cosx)sin™x dx = (n + 1)J' cos? xsin™ x dx
0 0
/2 /2
:(n+1)J sin™ x(1 — sin® x) dx:(n—l—])J (sin™x —sin™ 2 x) dx = (N 4+ 1) (W, — Was2),
0 0

et donc (M +2)Whio = (m+1)W,,.

Wo=2 W, =TetVneN, (n+2)Wnsz = (n+1)Wh.

2
Soit p € N*.
2p—1 2p—1 2p—-3 3 1 2p)x2p—1)x(2p—2)x...x2x1 =
= Wop_2 = X X =X =XxWp= X =
S R A A ) 472770 (2p) X 2p—2) x...x 2) 2
2p
o @2p)t om (2p))  m \p m
T 2T 2“2 2 7D
ce qui reste vrai pour p = 0 et aussi
2p 2p 2p—2 4 2 (2p) x (2p—2) x ... x 2)*
W :—W?:— “e = 3 W:
T T T =1 s 3 Y N T G ) x 2p) x 2p—1) x ... x3x2

T T
2) Soit n € N. Pour tout réel t € [O, z}, on a sint < 1 et sin™t > 0. Par suite, Vt € [O’Z}’ sin™* 1t < sin™t. Par
croissance de I'intégrale, on en déduit que Wy 11 < Wy. Ainsi, Yn € N, W1 < W, et donc

la suite (Wp )nen est décroissante.

La suite W est décroissante et donc Vn € N, Wi 1o < Wi 11 < W,
7
Maintenant, pour n € N donné, W,, est l'intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle sur [O, z} . Aprés division

par Wy, on obtient d’aprés 1)

n+1 :Wn+2 <Wn+1 <%:]
n+2 Wh Wi Whn '

n
Comme tend vers 1 quand n tend vers +oo, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que

lim Wntt
n-o+oo Wp

1.
3) D’aprés 1), pour tout n € N*, (n + 1)W1 = nW;,_; et donc (n + 1)W1 W,y = nW,, W, 1 ce qui montre que la

suite (NWnWhn 1), cn- est constante. Par suite, Yn € N, (N + )W, 1 Wy =1 x W1 x Wy = g

VR EN, (N4 Wi Wy = 2.

N
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s
D’aprés la question précédente, W1 ~ Wyetdone — =(n+1)Wo W, ~ TLWTZ1 ou encore W,Z1
n—+oo 2 n—+

oo

T
— 7N -
enfin Wy, = /W3 e
s N .
Wn ~ (/5= et en particulier lim W, =0.
n— +oo n n—+oo
) U
Soient oce}O,z[et n € N.
x /2 T
Oan:J sin“xderJ sin“xdxgocsin“owrz—oc.
0 o
Soit alors ¢ € ]0,7t[. On choisit « = g — % D’aprés ce qui précéde, pour tout entier naturel n, on a
T € T o€ €
Swos (F-Par (5-9)+ 4
0=sWns(772)5(772) "2
Puisque 0 < sin (g — %) < 1,ona nEIEoo (E — %) sin™ (g — %) + % = % Par suite, il existe ng € N tel que, pour
n>n (E—E)sinn(z—i)+i<i+ize
=70 \2 2 2 2)"2°2727 "¢

On a montré que Ve €]0,7t[, Ing e N/, Vn e N, (n > np = 0 < W, < ¢ et donc que lirerl W, =0.
n— +0o00

T
4) D’aprés 3), on a 2nW3 N 7 D’aprés 1), on a alors
n— +o0o

) 2n—1)x(2n—-3)x...x3x1 2
( 2n) x (2n—2) x ... x4 x2 XE)

et donc

2n—1)x (2n—3) x...x3x1

2n)x (2n—2) x ... x4 x 2

T[/4 T[/4 : 1 2
n°10: 1) IO:J dx = = et I]:J S dx:[fln\cosx\]gﬂl:n—
0 4 o COSX 2
Soit n € N.
/4 /4 tan"*
In+Ihi2= J (tan™ x + tan™ % x) dx = J tan™ x(1 + tan? x) dx = [7
0 0 n+1
Soit n € N*.
n (_”k,] n n n
Z Sh—1 Z(—”kf1 (k2 +1In) = Z(—”kf1 L2+ Z(—”kq Lk
k=1 k=1 k=1 k=1
n—1 n
=D (k=) (=) ¥k =To — (=1)"Lon.
k=0 k=1
Ainsi,
el
De méme, I I1 — (—1)" 2141 et donc,
k=1
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vne N Ing = (

T

2) Soient € € ]O, z[et n € N*.

/4—e/2 /4 T ¢ c

OSIn:J tan“xdx—l—J tan"xdx<—tdnn(—f—) =.
0 t/4—e/2 4 2 2
. T € . W (T € 0
Maintenant, 0 < tan(— — =) < 1 et donc lim tan (— - —) = 0. Par suite, il existe ng € N tel que, pour n > ny,
7_[ 4 2 n—+oo 4 2
€ €

0 < tan™ (Z—z) <z.PournZno,onaalorsO§1n<e.

T
Ainsi, I, tend vers 0 quand n tend vers +o00. On en déduit immédiatement que w,, tend vers In2 et v, tend vers T

o k=T
=In2et lim L:

Tt
n— +00 k n— +oo 2k — 1 4"
k=1 k=1
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