Planche n° 29. Equations différentielles linéaires.

Corrigé

n°1 : Les équations différentielles a résoudre dans cet exercice sont toutes linéaires du premier ordre. On note (E)
I’équation différentielle proposée et (Ep) ’équation homogéne associée.

1 1
y = —. Les fonctions x — et x — —— sont continues
xInx Inx xInx nx

sur I et on sait que les solutions de (E) sur I sont de la forme fo + Af; o fo est une solution particuliére de (E) et fq est
une solution particuliére non nulle de (E).

1) Sur I, ’équation (E) est équivalente & I'équation y’+

Soit f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E) sur I & v¥x € I, (xInx)f'(x) +f(x) =x & Vx € I, (Inx)f'(x) + l1‘()() =1

X
svxcl, (Inxf)'x)=13IAcR/Vxecl, (Inx)f(x) =x+A
SIMER/vxeT, flx) = 2

Inx
x+A
ffﬂ“’+oo[ = {X’—) H, )\ER}

1 1 1 1
2) Sur I, 'équation (E) est équivalente a 'équation y’' + -y =1+ — . Les fonctions x — — et x — 1+ — sont continues
X X X X
sur I et on sait que les solutions de (E) sur I sont de la forme fo + Af; o fo est une solution particuliére de (E) et fq est
une solution particuliére non nulle de (Ey).

Soit f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E)sur I & ¥x € I, x(xf'(x) +f(x) —x) =1 & Vx 1, (xf)'(x) =x+ %

2 J—
& IMER/Vxel, xflx) = = +In(—x) +A & M e R/ Ve, f(x):§+w_

In(— A
%—m‘o[—{ng—l—in( 1)+ ,AGR}.

1 x3 1 x3
3) Sur I, équation (E) est équivalente a ’équation y’ + —y =1+ 5 Les fonctions x — I et x — — sont continues
X

sur I =] — 00, 0[ et on saitque les solutions de (E) sur I sont de la forme fo + Af; o fo est une solution particuliére de (E)
et f1 est une solution particuliére non nulle de (En).

Soit f une fonction dérivable sur I.

1 3
f solution de (E) sur I & vx € I, f'(x) + af(X) = %
3
Svxel, e X/2¢/(x) + Z]—Xeln‘x‘/zf(x) = %eln‘wz svxel, (V=xf)'(x) = —%(—x)”z
1 A

(—x)?2 Ao IMeR/Vxel, f(x) = =x* +

SIINeR/Vxel, vV—xf(x) =

o —
he]
ﬁ
x
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4) Les fonctions x — 2 et x — x? — 3x sont continues sur R et on sait que les solutions de (E) sur R sont de la forme
fo + Af1 ou fo est une solution particuliére de (E) et f; est une solution particuliére non nulle de (Ey).

1lére résolution. Soit f une fonction dérivable sur R.

f solution de (E) sur R & Vx € R, f/(x) + 2f(x) = x? — 3x
& Vx e R, e2¥f/(x) 4+ 2e2*f(x) = (x* — 3x)e?* & Vx € R, (e?¥f)'(x) = (x* — 3x)e**

Cherchons maintenant une primitive sur R de la fonction x — (x? — 3x)e?*.

lére méthode. Deux intégrations par parties fournissent :

1

J(xz —3x)e?* dx = = (x? — 3x)e** — 7 J(Zx —3)e?* dx

e?* dx

(x? — 3x)e?* — %(Zx —3)e?* +

1
(2x* —8x +3)e?* + —e?* + C= = (x* —4x +2)e** + C

4

Bl = = N =

N =
N = e

2éme méthode. Cherchons une primitive de la fonction x — (x? — 3x)e?* sous la forme x — (ax? + bx + c)e?*.

((ax? +bx +c)e?*)’ = (2(ax? + bx +¢) + (2ax + b))e?* = (2ax? + 2(a + b)x + b + 2c)e?*.

Donc,
2(1:] a:l
((ax* +bx +c)e™) = (x* =3x)e’* & 2(a+b)=-3 &1 4 :32
b+2C:O C:1

2
x
Une primitive de la fonction x — (x? — 3x)e®* est la fonction x — (7 —2x + 1) e?x.

Résolution de (E).

2
f solution de (E) sur R & Vx € R, (e2*f)’(x) = (x? — 3x)e?* & IA e R/ Vx € R, e?*f(x) = (% —2x+ 1) e?X + A

2

& I e R/ VxR, f(x):%72x+1+7\e*2".

2
yRZ{XH%—ZX+1+)\€_ZX, ?\ER}.

2éme résolution. Les solutions sur R de I'équation homogéne y’ + 2y = 0 sont les fonctions de la forme x — Ae 2,

AeR.
Cherchons une solution particuliére sur R de I’équation (E) de la forme fo : x — ax? 4+ bx +c. Pour x € R, on a

f(x) + 2fo(x) = (2ax + b) + 2(ax? + bx + ¢) = 2ax? + (2b + 2a)x + ¢ + 2b,

et donc

2a =
fo solution de (E) sur R & Vx € R, 2ax? + (2b+2a)x+c+2b=x*—3x &< 2(a+b)=-3
b+2c=0
1
a—=—
<) b=22
C =
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2
X
On retrouve le fait qu’une solution particuliére de (E) sur R est la fonction x — S EE 2x + 1 puis que la solution générale

2
de (E) sur R est la fonction x — % —2x+T1+2Ae 2, AeR.

sont continues sur R et on sait que les solutions de (E) sur R sont de la forme

1
14 2ex
fo + Af7 ou fo est une solution particuliére de (E) et f; est une solution particuliére non nulle de (Ey).

5) Les fonctions x — 1 et x —

Soit f une fonction dérivable sur R.

X

&S Vx e R, e*f'(x) + e*f(x) = ¢

f solution de (E) sur R & Vx € R, f'(x) + f(x) =320

T 14 2e¢

S IAeR/VxeR, eXf(x) = %mm +2e*)+ A

1
&M ER/ VxR, f(x) = <Z In(1 + 2e¥) + ?\> e ™

TR = {x — (%lnﬂ + 2e¥) +?\> e X ANe R}.

0S X

c
6) Les fonctions x — — et x — — sont continues sur ]0,7t[ et on sait que les solutions de (E) sur ]0, 7t[ sont de

sinx sin x
la forme fo + Af7 ol fp est une solution particuliére de (E) et f1 est une solution particuliére non nulle de (Ep).

Or, la fonction x + sinx est une solution non nulle de (Ey) sur ]0, 7t[ et la fonction x — cosx est une solution de (E) sur
10, 7t[. Donc

Ao, =1x — Asinx +cosx, A € R}.

n° 2 : L’équation différentielle a résoudre dans cet exercice est linéaire du premier ordre. On note (E) ’équation diffé-
rentielle proposée et (Eyy) ’équation homogéne associée.

. . . —2x x? . .
Soit I 'un des deux intervalles ] — 1, 1] ou |1, +o0o[. Les fonctions x — T2 et x — T sont continues sur I et on sait

que les solutions de (E) sur I sont de la forme fo + Af; ou o est une solution particuliére de (E) et f; est une solution
particuliére non nulle de (En).

Résolution de (E) sur I. Soit f une fonction dérivable sur I.

f solution de (E) sur I & Vx € I, (1 —x?)f’(x) — 2xf(x) = x?

evwel, (1-x2))/(x)=x* 3N eR/Wxel, (1-x})f(x) = 5 + A
X3+ A
<:>E|A€R/VXEI, f(x)—m,

(en posant A = 3\’ de sorte que A décrit R si et seulement si A" décrit R).

Sil=]—1,+4ool, soit f une éventuelle solution de (E) sur I. Les restrictions de f a]—1, 1[ et ]1, +o0o[ sont encore solution de
(E) et donc de la forme précédente. Par suite, nécessairement, il existe deux constantes Ay etA; telles que, pour —1 < x < 1,
3 3
x> 4+ Aq x>+ A2 1

f(X) = m et pour X > ], f(X) = m Enﬁn, l’équation impose f(]) = 72
En résumé, une éventuelle solution de (E) sur | — 1, +ool est nécessairement de la forme :

x3 + A

—si —1<x<1

3(11_ ) si X

Vx > —1, f(x) = —zsix:1
X3 +A > 1
30—x2)
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Réciproquement, f ainsi définie, est dérivable sur ] — 1, 1[ et solution de (E) sur ] — 1, 1[, dérivable sur ]1,+oo[ et solution
de (E) sur ]1,4o00[ et, si  est dérivable en 1, f vérifie encore (E) pour x = 1. Donc, f est solution de (E) sur ] — 1, +o0o[ si
et seulement si f est dérivable en 1.

Pour —1 <x < 1,

x3 + A 1
fx)—f(1)  3(1—x2) "2 2% +2M +3(1—x2)
x—1 x—1 61 =x2)(x—1)
Quand x tend vers 1 par valeurs inférieures, le dénominateur de la fraction tend vers O et le numérateur tend vers
2(1 + Aq1). Dong, si Ay # —1, f n’est pas dérivable & gauche en 1. De méme, si A, n’est pas —1, f n’est pas dérivable a
droite en —1. Ainsi, si f est solution de (E) sur I, nécessairement A; = A, = —1. Dans ce cas, pour x €] — 1, +oo[\{1},

flx) = x3—1 B (x—1)x*+x+1) 77x2+x+1
S 3(1—x2) 31 —x)(T+x)  3x+1"
ce qui reste vrai pour x = 1. Ainsi, si f est une solution de (E) sur | — 1, +o00o[, nécessairement pour x > —1, f(x) =
7x2+x+1
3(x+1)

sur | — 1, +ool[.

. Réciproquement, f ainsi définie est dérivable sur ] — 1,400l et en particulier en 1. f est donc solution de (E)

X2 +x+1
L1 oo = {XH —W}

Si I = R, soit f une éventuelle solution de (E) sur R. La restriction de f & ] — 1, +o0o[ est nécessairement la fonction
précédente. Mais cette fonction tend vers —oco quand x tend vers —1 par valeurs supérieures. Donc f ne peut étre continue
sur R et (E) n’a pas de solution sur R.

S =0.

n° 3 : Résolution de (E) sur ]0,+ool.

Soit f une fonction dérivable sur ]0, +ool.

f solution de (E) sur ]0, +o0[& Vx €]0, +ool, |x|f'(x) + (x — 1)f(x) = x>
& x €0, +ool, xf/(x) + (x — Df(x) = x> & Vx €]0, +o0[, f'(x) + <1 - —) f(x) = x?

l) exflnxi:(x) _ exflnxxz

& Vx €]0, oo, e X! (x) + (1 -3

& vx €10, +ool, (%f) (x) = xe* = ((x— 1)e¥)’

& IN e R/ Wx €]0, o0, %f(x) =(x—1e*+A& I\ e R/ Vx €0, +oof, f(x) =x* —x+ Axe ™

Aotool = {x = x* —x+Axe ™, A € R}.

Reésolution de (E) sur ] — oo, O[.

Soit f une fonction dérivable sur ] — oo, O[.

f solution de (E) sur] — 0o, 0[ & V¥x €]0, +oo[, —xf'(x) + (x — 1)f(x) =
& Vx €] — 00, 0[, f'(x) ( + D) fix
X

& Vx €] —O0,0[, —x+1n\x\f + ( 1+ ) —x+1n\x\f( ) e—x-Hn\x\XZ
3

EVx €] — 00,0, (—xe *f)(x) = x3e* & Vx €] — 00,0[, (xe *f)/(x) = —x3e ™ (%)
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Déterminons une primitive de la fonction x — —x3e™* de la forme (ax3 4+ bx? + cx + d)e™*.

((ax® +bx? +cx+d)e ™) = (—(ax® +bx? +cx+d) + (3ax? +2bx +c))e ™ = (—ax> 4+ (3a—b)x* + (2b—c)x+c—d)e ¥,

et
—a=-1
3a—b=0 a=1
Vx e R, ((ax>+bx? +ex+d)e ™) = —x3e ¥ & b—c =0 & =3
c—d=0 =6=d
Par suite,

(*) & IN € R/ Vx €] — 00,0[, xe *f(x) = (x> +3x2 +6x + 6)e X + A

& N e R/ Vx €] — 00,01, f(x) :x2+3x+6+}\ex+6.

AeX +6
me_{XHXL+ﬁ+6+ e:_,AeR}

Reésolution sur R. Soit f une éventuelle solution de (E) sur R. Nécessairement, il existe (A1,A2) € R? tel que

X
x2+3x+6+msix<0
VXER,f(X): Osix =0

2

XX —Xx+Axe *six >0

Réciproquement, une telle fonction est solution de (E) sur R si et seulement si elle est dérivable en 0.

Etude en 0 a droite. f(x) = = —x+0o(x) +A2(x+0(x)) = f(0) + (A2 — 1)x + o(x). Ainsi, pour tout choix de Ay, f

x—0, x>0
est continue et dérivable & droite en 0 et f3(0) = A2 — 1.
2

x
A1 +6+?\1x+?\1?+0(x2) A 46

Etude en 0 a gauche. f(x) = o 6+ 3x +

x—0, x<

A
+6+A + (3+—‘>x+o(x).
X 2

Si A7 # —6, f ne tend pas vers f(0) = 0 quand x tend vers O par valeurs inférieures et n’est donc pas continue en 0. Si
A = —6, f(x) Coo f(0) + 0x + o(x). Dans ce cas, f est dérivable a gauche en 0 et f/(0) = 0.
x—0, x<

Enfin, f est dérivable en 0 si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche en 0 et f}(0) = fé(O). D’aprés ce qui
précéde, ceci équivaut & Ay = —6 et Ay = 1.

x 1
%+&x+6—6ex six <0

(E) admet une et une seule solution sur R, la fonction x —
x—x2—x+xe *six >0

n°4 : 1) L’équation caractéristique de 1’équation homogéne y” — 2y’ + 2y = 0 est 1> — 2r + 2 = 0 dont les racines sont
1 —1iet 1+41i. Les solutions de ’équation homogeéne sont les fonctions de la forme x — eX(Acosx + usinx), (A, n) € R2.
L’équation avec second membre s’écrit

v =2y +2y = x (e(1+i)x 4ol THx 4 o(1—i)x 4 e(”*”")
a .

On applique alors le principe de superposition des solutions.

Recherche d’une solution particuliére de ’équation y” — 2y’ + 2y = xe!Tt1)x,
1 + 1 est racine simple de ’équation caractéristique et donc 1’équation précédente admet une solution particuliére de la
forme f : x — (ax? 4+ bx)e!"*V*, D’aprés la formule de LEIBNIZ :

77— 2" 4+ 2f = (((1 +1)%(ax? + bx) + 2(1 +1)(2ax + b) + 2a)
—2((1 +1)(ax? + bx) + (2ax + b)) + 2(ax? + bx))e! 1 +1)*
= (2(14+1)(2ax + b) +2a — 2(2ax + b))e" V% = (2i(2ax + b) + 2a)e!T+)x
= (dax + 2a + 2ib)e1+1)x
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puis,

) i 1
£/ — 26 +2f = xe "X & dig =1 et 2ib+2a =0 & a:—A—l‘ etb = .
1
: 4
particuliére de Iéquation y” — 2y’ + 2y = xe!! "% est x — Z(ixz +x)el1-1)x,

Une solution particuliére de Péquation y” —2y’ +2y = xe!"tV% est x — —(—ix? 4+x)e'*¥*_ Par conjugaison, une solution

Recherche d’une solution particuliére de ’équation y” — 2y’ + 2y = xel~T+1)x,
—1 4 1 n’est pas racine de I’équation caractéristique et donc I’équation précédente admet une solution particuliére de la
forme f : x — (ax + b)e(~1T* D’aprés la formule de LEIBNIZ :

77— 2" +2f = (=1 +1)?(ax+b) + 2(—=1 +1)a) = 2((—=1 +1)(ax + b) + a) + 2(ax + b))el ~1+1)x
=((ax+b)(=2i—2(=1 +1) +2) + 2(=1 +i)a — 2a)e "' TV
=401 —1)(ax+b) =22 —1)a)e"™V* = (4(1 —i)ax —2(2 —1)a +4(1 —i)b)e 1TV

puis,

7 =2t +2f =xe "X o 41 —)a=Tet4(1 —1)b—22—1)a=0
141 -0 +1) B+ +1) 142

e ¢ 1601 —1) 32 6
. 1 .
Une solution particuliére de I'équation y” — 2y’ + 2y = xel~1+H% est x — R(ZU +1)x+142i)el~1+V* Par conjugaison,
. 1 .
une solution particuliére de équation y” — 2y’ 4 2y = xe(~17I* est x — E(Z(] —i)x 4+ 1=2i)el"1-1)x,

Une solution particuliére de 1’équation y” — 2y’ 4+ 2y = x cosx ch x est donc

D aRe (Limix? +x0e 0% £ a1 4 i 14 20)el 10
4 4 16
= ;—ZRe (4(—ix2 +x)(cosx +1isinx)e* + (2x + 1+ 2(x + 1)i)(cosx + isinx)e_x)
1
=133 (4(x cosx + x* sinx)e* + ((2x + 1) cosx — 2(x + 1) sinx)e ) .

32

S = {x — (%(xcosx—l—xz sinx) + Acosx + usinx) e* + l((ZX + 1)cosx —2(x + 1)sinx)e ™, (A, u) € RZ}.

2) L’équation caractéristique de I’équation homogéne y” + 6y’ + 9y = 0 est 12 + 61 + 9 = 0 qui admet la racine double
T = —3. Les solutions de 1’équation homogéne sont les fonctions de la forme x — e 3*(Ax + n), (A, u) € R2.

2 n’est pas racine de ’équation caractéristique et donc ’équation proposée admet une solution particuliére de la forme
f @ x— (ax? + bx + c)e?*. D’aprés la formule de LEIBNIZ :

" 4+ 6f" +9f = ((4(ax® + bx +¢) +4(2ax + b) + 2a) + 6(2(ax? + bx + ¢) + (2ax + b)) + 9(ax? + bx + ¢))e**
= (25(ax? + bx + ¢) + 10(2ax + b) + 2a)e?* = (25ax? + (20a + 25b)x + 2a + 10b + 25¢)e**

puis,
£ 4 6+ 9F = x2e?* & 25a = 1 et 20a+25b — 0 et 2a + 10b + 25¢ — 0 & @ = —= et b = —— et ¢ — ——
25 125 625°
1
Une solution particuliére de 'équation y” + 6y’ + 9y = x?e?* est x — ——=(25x? — 20x + 6)e?*.

625

T = {x — 6%(25)(2 —20x + 6)e** + (Ax +u)e 3, (A u) € Rz}.
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3) L’équation caractéristique de I’équation homogéne y” — 2y’ +y = 0 est ¥ — 2r + 1 = 0 qui admet la racine double
T = 1. Les solutions de I’équation homogéne sont les fonctions de la forme x — eX(Ax + u), (A, u) € R2.

1
Le second membre s’écrit Z(ex + e ). Appliquons le principe de superposition des solutions.

Recherche d’une solution particuliére de I’équation y” — 2y’ +y = e*.
1 est racine double de I’équation caractéristique et donc I’équation proposée admet une solution particuliére de la forme
f : x — ax?e*. D’aprés la formule de LEIBNIZ :

7 —2f' +f = ((ax? + 2(2ax) + 2a) — 2(ax? + (2ax)) + ax?)e?* = 2ae*
puis,

1
f"—Zf’+f:eX<:>2a:1<:>a:z.

1
Une solution particuliére de I’équation y” — 2y’ +y = e* est x — szex.

Recherche d’une solution particuliére de I’équation y” — 2y’ +y = e *.
—1 n’est pas racine de ’équation caractéristique et donc 1’équation proposée admet une solution particuliére de la forme
f @ x— ae ™.

f’ —2f'+f=(a+2a+a)e * =4ae ™

puis,

1
f”—2f’+f:e*"(:)a:£—l.

Une solution particuliére de ’équation y” — 2y’ +y =e ™ est x — Ze_x.

2 1
SR = {x»—> <% —l—Ax—i—u) ex + ge*", AW e Rz}.

4) Soit k € R. L’équation caractéristique de I’équation homogéne y” —2ky’ + (1+k?)y = 0 est 72 —2kr +1+k? = 0 dont
le discriminant réduit vaut —1 = i?. Cette équation admet donc pour racines k + i et k — i. Les solutions de I’équation
homogéne sont les fonctions de la forme x — e**(Acosx + usinx), (A, pn) € R2.

Le second membre s’écrit Im(e!’*V*). Résolvons donc I'équation y” — 2y’ +y = e(1+1)x,

Si k # 1, 141 n’est pas racine de I’équation caractéristique et donc I’équation proposée admet une solution particuliére
de la forme f : x — ael’*V* Or,

7 = 2kf' + (1 4+ k) f = a((1+1)% —2k(1 +1) + 1+ k?)eT % = (k= 1)2 = 2(k — 1)i)ae!T+1)x
et donc,
1 1 B k—1+2i
k—Tk—1-2i (k—1)(k*—=2k+5)
k—1-—2i

Une solution particuliere de Péquation y” — 2y’ +y = eT+V% est x — TESIE 2k+5)e“+i)x et une solution

=2k + (1 + k) f = e " & a =

particuliére de I'équation y” — 2y’ +y = e*sinx est

1 : ok !
(k_”(kz_szrs)Im((k—]—21)(cosx+1s1nx)e ) = KT —2k15)

(—2cosx + (k— 1) sinx)e*.

1
(k — 1)(k? — 2k + 5)

yR—{X'—)

(—2cosx + (k— 1)sinx)e* + (Acosx + usinx)e**, (A, u) € R}.
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n®5 : 1) Supposons y deux fois dérivable sur ]0,+oo[. La fonction t — e* est deux fois dérivable sur R & valeurs dans
10, +ool et la fonction x — y(x) est deux fois dérivable sur ]0, +o0o[. Donc, puisque pour tout réel t, z(t) = y(e'), la fonction
z est deux fois dérivable sur R.

Réciproquement, supposons que z est deux fois dérivable sur R. La fonction x — Inx est deux fois dérivable sur ]0, +oo[
a valeurs dans R et la fonction t — z(t) est deux fois dérivable sur R. Donc, puisque pour tout réel strictement positif x,
y(x) = z(Inx), la fonction y est deux fois dérivable sur ]0, +ool.

2) Pour t réel, posons donc x = e ou encore t = Inx, puis z(t) =y(x) = y(e') ou encore y(x) = z(Inx). Alors

xy'(x) =x x l:/.’(lnx) =z/(t) puis x2y”(x) = x? <lz’(lnx)) =x? (lz’(lnx) + lzz”(lnx)) =—z'(t) + 2" (t).
X X X

2
Par suite,
ax?y”(x) + bxy’(x) + cy(x) = a(z”(t) — 2'(t)) + bz’ (t) + cz(t) = az”(t) + (b — a)z/(t) + cz(t).
Donc,
Vx >0, ax?y”(x) +bxy’(x) +cy(x) =0 &Vt € R, az”(t) + (b — a)z’(t) + cz(t) = 0.
3) On applique le 2) avec a =1, b = —1 et ¢ = 1. L’équation a résoudre sur R est alors z”/ — 2z’ + z = 0. Les solutions

de cette équation sur R sont les fonctions de la forme t — (At + p)et, (A, u) € R2. Les solutions sur ]0, +oo[ de I’équation
initiale sont donc les fonctions de la forme x — AxInx + px, (A, 1) € R2.

n® 6 : On sait que les solutions sur R de I’équation proposée sont les fonctions de la forme :

X
g x—AeTY e_“"J et f(t) dt, A € R.
0

x+T

Pour x € R, g(x + T) = Ae= ¢x+T) 4 g—alx+T) J etf(t) dt. Or,
0

x+T T X

etf(t) dt +J e Tf(u 4+ T) du

JX+T et f(t) dt = JT et f(t) dt + J )

et f(t) dt = J
0 0 T

0

X

>
:J et (1) dt+eaTJ et (t)dt.

0 0
Donc,
T xX X
g(x+T) — g(x) = Ae”ax+T) 4 gmalx+T) J etf(t) dt + e*aXJ etf(t) dt — Ae™ X — e*ﬂXJ etf(t) dt
0 0 0
T
—e @ ()\(eaT —1)+ efaTJ etf(t) dt) .
0
Par suite,

g est T-périodique & Vx € R, e ¢* <)\(e_“T -1+ e_“TJ' e®tf(1) dt) =0

T —aT T
S A1 — eiaT) = e—aTJ eatf(t) dt &A= fﬁ J eatf(t) dt
0 - 0

(e7@T #£ 1 car a#0 et T #0). D’ou 'existence et 1'unicité d’une solution T-périodique :

—aT T X
Vx € R, g(x) = ]iﬁ (J et f(t) dte™** + e_aXJ et f(t) dt) .

0 0
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