Planche n° 30. Produit scalaire. Corrigé

n°1: Posons ¢ : (A,B)+— Tr(*AB). Montrons que @ est un produit scalaire sur .#;, (R).
lére solution. e ¢ est symétrique. En effet, pour (A, B) € (#n(R))?,

©(A,B) = Tr(*AB) = Tr(*(*AB)) = Tr(*BA) = @(B, A).

e @ est bilinéaire par linéarité de la trace et de la transposition.
e Si A= (ai,j)]gi,jgn S ./%H(R) \{O}, alors

n n
(p(A,A) = Z Z aijaij | = Z af‘j >0
)

i=1 \j=1

car au moins un des réels de cette somme est strictement positif. ¢ est donc définie, positive.
2éme solution. Posons A = (ay;) et B =(b; ;). On a
n
Tr(*AB) = ) (Z ai,jbi,j> = ) aibiy
j=1 \i=1 1<ij<n

Ainsi, @ est le produit scalaire canonique sur .#, (R) et en particulier, @ est un produit scalaire sur .#;, (R).
N n’est autre que la norme associée au produit scalaire @ (et en particulier, N est une norme).

Soit (A,B) € (#n(R))?.

et donc,

n°2: 1) Soit (x,y,z) € R3.

1
foctzy) +fx—2,9) = Z(Ix + 24+ yl* + Ix =z + ylP? =l + 2= ylI* = x — z—y|I*)
1
=7 (200 + ylIZ + l1zI1*) = 2(x —ylI* +11zI%)) = 2f(x,y).
2) 2f(x,y) = f(x + x,y) + f(x —x,y) = f(2x,y) + f(0,y) mais f(0,y) = (|lyl|* — || — yl|?) = 0 (définition d’une norme).

3) e Montrons par récurrence que Vn € N, f(nx,y) = nf(x,y).
C’est clair pour n =0 et n = 1. Soit n > 0. Si I’égalité est vraie pour n et n + 1 alors d’aprés 1),

fl(n+2)x,y) +fnx,y) = f((n+ Dx+x,y) + f((n+ 1)x —x,y) = 2f((n + 1)x,y),

et donc, par hypothése de récurrence,
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fl(n+2)x,y) = 2f((n + 1)x,y) — f(nx,y) = 2(n + 1)f(x,y) —nf(x,y) = (n+ 2)f(x,y).
Le résultat est démontré par récurrence.
1 1 1 1
it  f =f —. =nf|— t donc f | — =—f .
e Soit n € N*, f(x,y) (nx - x,y) n (nx,y> et donc (nx,y) - (x,y)
e Soit alors 1 = E, p € N, g € N* f(rx,y) = af(px,y) = paf(x,y) = rf(x,y) et donc, pour tout rationnel positif r,

f(rx,y) =rf(x,y).
Enfin, si r <0, f(rx,y) + f(—rx,y) = 2f(0,y) =0 (d’aprés 1)) et donc= f(—rx,y) = —f(—rx,y) = rf(x,y).

V(x,y) € B2, Vr € Q, f(rx,y) = rf(x,y).

(Wtv)ety==(u—v).

NI —
NI —

4) On pose x =

f(u,w) + f(v,w) =f(x +y,w) + f(x —y,w) = 2f(x,w) = 2f <%(u+v),w> =f(u+v,w).

5) f est symétrique (définition d’une norme) et linéaire par rapport a sa premiére variable (d’aprés 3) et 4)). Donc f est
bilinéaire.

1 1
6) f est une forme bilinéaire symétrique. Pour x € E, f(x,x) = Z_I(HX + x|+ Ix —x|?) = ZHZXHZ = ||x||? (définition d’une

norme) ce qui montre tout a la fois que f est définie positive et donc un produit scalaire, et que || || est la norme associée.
|| || est donc une norme euclidienne.

n® 3: Lafamille (Vq,V>) est clairement libre et donc une base de F. Son orthonormalisée (eq, e2) est une base orthonormée
de F.

1 1

Vill=VT+44+T+T=V7ete; =—=V; =—(1,2,

IVl ] 14 7 1 \/7( )

Viler) = —=(0+6—1—1) = — puis Vo — (Valer)er = (0,3,1,—-1) — =(1,2,-1,1) =
(j|1) \/7( ) p 2 — (Valer)er = ( ) 7( )
———(—4,13,11,—11).

\/427( )

Une base orthonormée de F est (e1,ez) o e; =

~1,1).

(—4,13,11,—11) puis e; =

N
N —

1 1
—(1,2,—-1,1) et eg = ——(—4,13,11,—11).
Nea Jetea = )

Soit (x,y,z,t) € R%.

1 1 x+2y—z+t=0
xuzteF ez e v Vet e { 3 TE

1
n° 4 : Soit A un éventuel polyndme solution c’est & dire tel que VP € R[X], J' P(t)A(t) dt = P(0).
0
1 i
P =1 fournit J' A(t) dt =1 et donc nécessairement A # 0. P = XA fournit J' tAZ(t) dt = P(0) = 0.

0 0
Mais alors, Vt € [0,1], tA%(t) = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle) puis A = 0 (polynéme ayant une infinité

de racines deux a deux distinctes). A n’existe pas.

n°5 : 1) Soit & une base orthonormée de E et M = Matg(x1,...,xn) (M est une matrice de format (p,n)).
Puisque # est orthonormée, le produit scalaire usuel des colonnes C; et Cj est encore xix;.
Donc, Y(i,j) € [1,n]?, *CiCj = xi[x; ou encore

G ="MM.

Il s’agit alors de montrer que rg(M) = rg(*MM). Ceci provient du fait que M et *MM ont méme noyau. En effet, pour
Xe %T‘L,] (R)a

XeKeeM=MX=0="MxMX=0= ("MM)X =0= X € Ker(*MM)
et

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 2 http ://www.maths-france.fr



X e Ker(*MM) = TMMX =0 = 'X'MMX =0 = {(MXIMX =0 = HMXH2 =0=>MX=0
= X € KerM.

Ainsi, Ker(M) = Ker(*MM) = Ker(G(x1,...,%n)). Mais alors, d’aprés le théoréme du rang, rg(xq,...,xn) = rg(M) =
rg(G(x1,. .., xn)).

2) Si la famille (x1,...,xn) est liée, rg(G) = rg(x1,...,xn) < N, et done, puisque G est une matrice carrée de format n,
Y(x1,...,xn) = det(G) = 0.

Si la famille (x1,...,xn) est libre, (x1,...,Xn) engendre un espace F de dimension n. Soient % une base orthonormée de F
et M la matrice de la famille (x1,...,xn) dans %. D’aprés 1), on a G = "MM et d’autre part, M est une matrice carrée.
Par suite,

Y(X1, ey Xn) = det(*MM) = det(*M)det(M) = (detM)? > 0.

3) On écrit x = x — pr(x) + pr(x). La premiére colonne de y(x,x1, ..., X ) s’écrit :

1xI12 Ix —pE(x) + pe(x)I12 lIx — pr(x)|I? [pe ()12
X|x1 x —Pr(x) + pr(x)x Ofx1 Pr(x) X
xpxo | = | x—pr(x) +pr(x)x2 | = Olx2 + | pPr(x)lx2
X[xn x — Ppr(x) + pr(x)xn Ohxn Pr(xX)Ixn

(en lére ligne, c’est le théoréme de PYTHAGORE et dans les suivantes, x — pg(x) € F1). Par linéarité par rapport a la
premiére colonne, y(x,X1,...,Xn) est somme de deux déterminants. Le deuxiéme est y(pr(x),x1,...,Xn) €t est nul car la
famille (pg(x),x1,...,Xn) est liée. On développe le premier suivant sa premiére colonne et on obtient :

'Y(X,X] ) '-'vXTl) = ||X _DF(X)HZY(X] ) '-'vXTl)v

ce qui fournit la formule désirée.

X, X1,y Xn
Vx € E, d(x,F) =[x — pr(x)]| = Yx,- 5 %n)

Yxi, .%o

n® 6 : Je vous laisse vérifier la linéarité.

Si x est colinéaire & a, f(x) = 0 et les vecteurs de Vect(a) \ {0} sont des vecteurs non nuls colinéaires a leur image.

Si x n’est pas colinéaire & a, a/\x est un vecteur non nul orthogonal & a et il en est de méme de f(x) = a /A (a/Ax). Donc,
si x est colinéaire a f(x), x est nécessairement orthogonal & a.

Réciproquement, si x est un vecteur non nul orthogonal & a, f(x) = (a.x)a — ||a||?x = —||al[®x et x est colinéaire & f(x).
Les vecteurs non nuls colinéaires a leur image sont les vecteurs non nuls de Vect(a) et de a'.

n® 7 : Un vecteur engendrant D est U = (2,1,3). Pour (x,y,z) € R3,

(x,4,2)I(2,1,3) _ 2x+y+3z

Plix,y,2) = e (2,1,3) = ST (0,1,3),
1 4 2 6 1 -3 2 6
On en déduit que Matgp =P=— | 2 1 3 |, puis Matgs =2P —1=— 2 —6 3
4\le6 309 "\e 3 2
Plus généralement, la matrice de la projection orthogonale sur le vecteur unitaire (a, b, c) dans la base canonique ortho-
a’ ab ac
normée est P = ab b2 be et la matrice de la projection orthogonale sur le plan ax + by + cz = 0 dans la base
ac bc ¢?
1—a? —ab —ac
canonique orthonormée est I — P = —ab 1-b? —bc
—ac  —bc 1-¢?
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1

n°8: 1) ||| =|Call = = \/4+4+1_1etC1\C2— (—2+4—2) = 0. Enfin,

9
1 -2 1 1 —6 1 2
C1/\C2:§ 2 AN 2 =3 -3 =-3 1 | =Cs.
1 -2 —6 2
Donc, A € O3 (R) et f est une rotation (distincte de I'identité).
Axe de f. Soit X € 431 (R).
—x—y—22z=0 z=—2x—>5y ‘=3
AX=X&{ “2x—5y—2=0 &{ 3x+9y =0 @{ =Y
—x+2y—5z=0 9x + 27y =0 Y
L'axe D de f est Vect(W) ott W = (—3,1,1). D est dorénavant orienté par .
1
Angle de f. Le vecteur V= E(O, 1,—1) est un vecteur unitaire orthogonal & ’axe. Donc,
1 1 -1 1 5
cos0=V.A(V)=—(0,1,-1).—=—(-1,1,—-4) = —— x5=—2,
(V) = 501,12 )=— :
5 . i 2 2 2 .
et donc, O = :I:Arccos(—g) (27t). (Si on sait que Tr(A) = 2cos0 + 1, c’est plus court : 2cos® + 1 = 37373 fournit
5
0=—-).
cos 6) ,
1 3 -3
1
Le signe de sin 0 est le signe de [T),f(_i)),ﬂ)] =0 —% 1 | = —3 < 0. Dong,
0o — 1
3
. 5
f est la rotation d’angle fArccos(fg) autour de u = (—3,1,1).

1

1
2) IC4] =ICall = Z\/9+1 +6=1et C1|C; = —(3+3 —6) =0. Enfin,

16
1 (3 ] [ 4ve [ Ve
Cl/\czzﬁ 1 AN 3 :R —4\/@ :Z —\/g = Cs.
—V6 V6 8 2
Donc, A € O3 (R) et f est une rotation.
Axe de f. Soit X € 3 1(R).
—x+y+ 6z = 9
AX=X&<{ x—y—vbz=0 <:>xfy:\/€z:72<:>x:yetz:().
—V6x +V6y —22=0 6
L’axe D de f est Vect(ﬁ}) ol U = (1,1,0). D est dorénavant orienté par .
Angle de f. ? =1[0,0,1) est un vecteur unitaire orthogonal & . Par suite,
H
cos8 = K.f(K) = (0,0,1). \f —6,2) =
s - = ! 3/4 ! 1
et donc cos 0 = ig (271). Le signe de sin 0 est le signe de {i (1 ),ﬂ)} =10 1/4 1 — > 0. Donc,
0 —V6/4 0 6

f est la rotation d’angle g autour de U = (1,1,0).
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1 1
3) Gl =ICall = §\/64—|— Te+1=1et C4|C; = ﬁ(S— 16 + 8) = 0. Enfin,
1 8 1 1 —-36
C]/\C228_1 —4 |A| 4 =37 —63 | =—= 7 =—Cs.
1 8 36 —4
Donc, A € O3 (R). A n’est pas symétrique, et donc f n’est pas une réflexion. f est donc la composée commutative s o
d’une rotation d’angle 8 autour d’un certain vecteur unitaire U et de la réflexion de plan WL ot U et O sont & déterminer.

Axe de 1. L’axe de 1 est Ker(f 4+ Idg) (car f # —Idg).

17x+y +4z=0 y=—17x—4z 7= —5x
X+ 8y +52=0 —135x — 272 = 0 v=

Ker(f + Idg) = Vect(W) =D o uw = (1,3,—5). D est dorénavant orienté par .

s est la réflexion par rapport au plan P = u' dont une équation est x + 3y — 5z = 0.

On écrit alors la matrice S de s dans la base de départ. On calcule STTA = SA qui est la matrice de T et on termine
comme en 1) et 2).

n°9 : Soit f 'endomorphisme de R3 de matrice M dans la base canonique de R3.

f est une rotation & M € O3 (R) & [|Cq]| = [|C2ll = [IC3ll = 1 et C1|C2 = C1|C3 = C2|C3 =0 et detM = 1
sa?+b?rc?=letab+betca=0eta®+b>+c3—3abc=1.
Posons 01 =a+b+c, 02 =ab+bc+caet 03 =abc. Onaa?+b?+c? =(a+b+c)?—2(ab+ac+bc) = 0% —20,.
Ensuite,
o3 =(a+b+c)®=a®+b3+c3+3(a’b +ba® + a’c +ca® + b?c + c¢?b) + 6abe,
et

o1(07 —202) =(a+b+c)(a® +b*+c?)=a + b3+ + (a®b + b%a+ a’c + c?a + bc + c?b).

Donc,

03 —301(0% —20,) = —2(a® + b3 +c3) + 603

et finalement, a® + b3 + ¢3 = 03 — 30702 + 303.

MeO;(R)@)Uz:OetG%—Zcfz:1etcf—30102:1
S o02=0et o7 =1

& a, b et ¢ sont les solutions réelles d’une équation du type x3 —x? +k =0 (ot k = —03).
Posons P(x) = x3 —x? + k et donc P/(x) = 3x? — 2x = x(2x — 3).
3
Sur ] — 00, 0], P est strictement croissante, strictement décroissante sur |0, ﬂ et strictement croissante sur [E’ 400 [ P

admet donc au plus une racine dans chacun de ces trois intervalles.

4
ler cas. Si P(0) =k >0et P 3)= k— 77 < 0 ou ce qui revient au méme, 0 < k < 77" P admet trois racines réelles

deux a deux distinctes (P étant d’autre part continue sur R), nécessairement toutes simples.

4
2é .Sik —
éme cas. Sik € {0, >

au moins 2. La troisiéme racine est alors nécessairement réelle.

4
}, P et P’ ont une racine réelle commune (& savoir 0 ou 2—7) et P admet une racine réelle d’ordre

4
3éme cas. Si k <0 ou k > 77" P admet une racine réelle exactement. Celle-ci est nécessairement simple au vu du 2éme

cas et donc P admet deux autres racines non réelles.
. . . 4 L .
En résumé, P a toutes ses racines réelles si et seulement si 0 < k < > et donc, f est une rotation si et seulement si a, b

et ¢ sont les solutions d’une équation du type x> —x> + k=001 0 <k < 77"
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n°10 :

UAV,VAWWAU = ((ULAV)A VAW))|[(WAU) = ((LAV)W)V — ((LAV)V)W)](w Au)
= (W AV)WV)[(w A ) = (WAV)W) x (v(w Au)) = [u,v, wlw, u, V]

= [u, v, w]?.

n®11 : Sila famille (xi)1<i<n est une famille liée, 'inégalité est claire et de plus, on a 'égalité si et seulement si I'un
des vecteurs est nuls.
Si la famille (xi)1<i<n est une famille libre et donc une base de E, considérons &’ = (eq, ..., en) son orthonormalisée de
SCcHMIDT. On a

ldetz(xi)1<i<n| = |detgz/ (xi)1<i<n X detg(Z')| = |det gz (xi)1<i<nl,

car detg 2’ est le déterminant d’une d’une base orthonormée dans une autre et vaut donc 1 ou —1.
Maintenant, la matrice de la famille (xi)1<i<n dans Z’ est triangulaire supérieure et son déterminant est le produit des
coefficients diagonaux & savoir les nombres xi|e; (puisque B’ est orthonormée). Donc

n n
< Tkl < lleclh =T Tikall
i=1 i=1

d’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ. De plus, on a 1’égalité si et seulement si, pour tout i, |xilei| = ||xi]| x |lei] ou
encore si et seulement si, pour tout i, x4 est colinéaire & e; ou enfin si et seulement si la famille (xi)1<i<n est orthogonale.

n

H(Xi|ei)

i=1

|detz(xi)1<i<n| = |deta/ (xi)1<i<n| =

n°12: (UAV)(WAs)=u,v,wAs]l=wWAs,u,v]=((wAs)Au)lv=_(uw)s — (us)w)lv = (uw)(v|s) — (uls)(viw).
De méme, (WUAV) A (WAs) = ((WAV)[s)w — (WA V)W)s = [u,v, s]lw — [u, v, w]s.

n° 13 : 1ére solution.

! 11 12 1 1 2 2. 1
Y ax—b)Pdx==-+4-a’+b*—-a—=b+ab== ~(3b—1)) ——=Bb—-1)2+b2—Zb+ -
Jo(x ax )< dx 9—1—3(1 + 3975 +a 3 a—|—2(3 ) ]2(3 )©+ 5 —i—9
2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 4 4
=_ ~(3b—1 b4+ —b+— == ~(3b—1 —(b+ = — >
3(”2(3 )> LR TR 3<a+z(3 )) +4< +5) 257 205
e ers ) 1 1 1 4
avec égalité si et seulement si a + §(3b—1):b+g=OOuencoreb:—g etazE.
! 4
L (x* — ax — b)? dx est minimum pour a=§ etb:—g et ce minimum vaut 25"

1

1

2éme solution. (P,Q) — J P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur R4[X] et J' (x* — ax — b)?dx est, pour ce produit
0 0
scalaire, le carré de la distance du polynéme X* au polynéome de degré inférieur ou égal a 1, aX + b. On doit calculer

1
Inf {J (x* —ax —b)? dx, (a,b) € Rz} qui est le carré de la distance de X* & F = Ry [X]. On sait que cette borne inférieure
0

est un minimum, atteint une et une seule fois quand aX + b est la projection orthogonale de X* sur F.

Trouvons une base orthonormale de F. L’orthonormalisée (P, P7) de (1, X) convient.
1 1
1
11]1? :J 1dt=1et Py =1. Puis X — (X|Po)Po :XfJ' t dt:X—z,
0 0
1 1 1 1 1
+-=—,P=2V3 X—5 =V3(2X-1).

1 2
1
et comme [[X — (X|Po)Poll? = J (t z) dt =
0

4 12’
et (XHPq) =

S

1
La projection orthogonale de X* sur F est alors (X*|Py)Po + (X*/P1)P; avec (X*Py) = J that =
0

1
2 2
\/gJ' tH2t=1) dt = \/g(% - %) = 1—? Donc, la projection orthogonale de X* sur F est %+ ]—\gg\/g(ZX—U = %(4X—1).
0
! 1 2 4
Le minimum cherché est alors L (t4 — 5(4‘( - 1)) dt=..= 75"
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n°14: Soit @ : E — R™ . @ est clairement linéaire et Ker@ est (eq,...,en)" = EL ={0}.

x = (x]er,...,x|len)
Comme E et R™ ont mémes dimensions finies, @ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, pour tout n-uplet
(ar,...,an) de réels, il existe un unique vecteur x tel que Vi € [1,n], xle; = a;.

n° 15 : 1ére solution.

Montrons par récurrence que sur n = dim(E) que, si (xi)1<i<p est obtusangle, p <n + 1.

e Pour n = 1, une famille obtusangle ne peut contenir au moins trois vecteurs car si elle contient les vecteurs x; et x»
verifiant x7.x2 < 0, un vecteur x3 quelconque est soit nul (auquel cas x3.x; = 0), soit de méme sens que x; (auquel cas
x1.x3 > 0) soit de méme sens que x, (auquel cas x2.x3 > 0). Donc p < 2.

e Soit n > 1. Suppososons que toute famille obtusangle d’un espace de dimension n a un cardinal inférieur ou égal a n+1.
Soit (xi)1<i<p une famille obtusangle d'un espace E de dimension n + 1. Si p = 1, il n’y a plus rien & dire. Supposons
p>2. xp n'est pasnul et H = xf; est un hyperplan de E et donc est de dimension n.

(xilxp)
[Ixpl[2
Vérifions que la famille (yi)1<i<p—1 est une famille obtusangle. Soit (i,j) € [1,p — 1] tel que 1 #j.

Soit, pour 1 <i<p—1,yi =%x; — Xp le projeté orthogonal de x; sur H.

(xilxp ) (x5]x (%5 1xp ) (xi|x Xixp ) (%5]%p ) (xp X (xi]xp ) (x5]x
Vil = XX — i Hp)(zl p) X p)( 21 p) + ( i p) j p4)( P p) :Xi|Xj* i p)(ZJ p) <0.
Xp| [Ixpll [Ixpll lIxpll

Mais alors, par hypothése de récurrence, p — 1 <14+ dimH =n+1 et donc p < n+ 2.
Le résultat est démontré par récurrence.

2éme solution.
Montrons que si la famille (xi)1<i<p est obtusangle, la famille (xi)1<i<p—1 est libre. Supposons par 'absurde, qu’il existe
p—1
une famille de scalaires (Ai)1<i<p—1 non tous nuls tels que Z Aixi =0 (*).
i=1
Quite & multiplier les deux membres de (*) par —1, on peut supposer qu'il existe au moins un réel A; > 0. Soit I ’ensemble
des indices 1 tels que Ay > 0 et J Pensemble des indices 1 tels que A; < 0 (éventuellement J est vide). I et J sont disjoints.

(*) s’écrit Z Aixi = — Z Aixq (si ] est vide, le second membre est nul). On a
iel i€]

0<

Z 7\1Xi

iel

2
= <Z 7\1Xi> . <Z7\1Xi> = Z 7\1(7?\j )Xi.Xj S 0.

iel ie] (1,j)eIx]

2

= 0 puis Z Aixy = 0.
iel

Donc, Z AiXi

iel

Mais, en faisant le produit scalaire avec x,, on obtient (Z ?\ixi> Xp = Z Ai(xi.xp) < 0 ce qui est une contradiction.
i€l iel
La famille (xi)1<i<p—1 est donc libre. Mais alors son cardinal p—1 est inférieur ou égal a la dimension n et donc p < n+1.

1

n° 16 : IL’application (P,Q) — J P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur E = R3[X]. Déterminons une base orthonormée
0
de E. Pour cela, déterminons (Qo, Q1, Q2, Q3) 'orthonormalisée de la base canonique (Po, P1, P2, P3) = (1,X, X2, X3).

1
1
o ||P ZZJ 12 dt = 2 et on prend = —
|IPoll . p Qo 7

1
2 3
t?dt=Zet|Qy =4/=X|
1 3

1
.« P11Qo = % L £ dt = 0 puis Py — (P1]Q0)Qo = X puis [P1 — (P1/Qo)Qol2 = J

1 (" V2 1
® P2|Qo = EJ t? dt = 3 et P2/Qq1 = 0. Donc, P2 — (P2/Q0)Qo — (P21Q1)Q1 = X? — 3
1

1 2
puis P2 — (P21Q0)Qo — (P21l = | (tz - %) dt=2 (% e %) =2 )@= %mz )
1
« P3|Qo = P3|Q2 =0 et P3|Q; = ;J o ? et P — (P31Qo)Qo — (P51Q1)Q1 — (P5IQ2)Q2 = X* — 2X,
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31 3\? 1 6 3 25-21 8 V7
is [[X3—ZX|| = - =t t=2(z——=4+—=]=2 =—, et =—_(5X3 —3X)|
puls 5 J1< 5> d <7 25+25) 75 175 | QT 2 50X )
Une base orthonormée de E est (Qp, Q1,Q2,Q3) ot Qo = %, Q1= %X, Q2 = %(3X2—1) et Q3 = \\//_72(5X3 3X).

1
Soit alors P un élément quelconque de E = R3[X] tel que J P2(t) dt = 1. Posons P = aQo + bQ; + ¢cQ, + dQs.
—1
1
Puisque (Qo, Q1,Q2,Q3) est une base orthonormée de E, J P2(t) dt = ||P||* = a® + b%? + ¢ + d? = 1. Maintenant, pour
—1

€ [—1,1], en posant M; = Max{|Qi(x)|, x € [-1,1]}, on a :

P(x)] < laf x [Qo(x)| + [bl x [Q1(x)[ +[c] x [Q2(x)[ +[d] x |Q3(x)| < [a]Mo + [bIM1 + [c|M2 + [d[M3
< Va2 0242 1 a2 M3+ ME+ M3+ M3 = /M3 + ME + M3+ M3,

Une étude bréve montre alors que chaque |P;| atteint son maximum sur [—1,1] en 1 (et —1) et donc

1 3 5 7
\/M3+M%+M§+M§= §+§+§+§=2f2.

Ainsi, Vx € [—1,1], |P(x)] < 2v/2 et donc Max{|P(x)], x € [1,1]} < 2v/2.

Etudions les cas d’égalité. Soit P € R3[X] un polynome éventuel tel que Max{|[P(x)|, x € [—1, 1]} < 2v/2.
Soit xo € [—1,1] tel que Max{|P(x)|, x € [-1,1]} = |P(x0)|. Alors :

2V2 = [P(xo)| < lal x [Qo(x0)| + bl x Q1 (x0)| + le| x [Q2(x0)l + ld] x [Q3(x0)| < [a|Mo + [bIMy + [c[M3 + |[d[M3
< ME+ME+ M3+ M3 =2V

Chacune de ces inégalités est donc une égalité. La derniére (CAUCHY-SCHWARZ) est une égalité si et seulement si
(lal, Ibl, [cl, |d|) est colinéaire & (1,+/3,v/5,v/7) ou encore si et seulement si P est de la forme A(+Qo+v3Q1£v5Q2+v7Q3)

1
ou AM2(1+34+5+7)=1et donc A = :té_l’ ce qui ne laisse plus que 16 polynomes possibles. L’avant-derniére inégalité est

une égalité si et seulement si xo € {—1, 1} (clair). La premiére inégalité est une égalité si et seulement si

1aQo(1) +bQ1 (1) +¢Q2(1) + dQs(1)] =[alQo(1) + [bIQ1 (1) + [c[Q2(1) +[dIQ3(1),

ce qui équivaut au fait que a, b, c et d aient méme signe et P est I'un des deux polynomes

1 ) 7 w3
Z (Qo +V3Q1 +V5Q2 +V7Q3) = 4ﬁ< +3X+ 2 (3x — 1)+ 3(5X 3X))
1
=+——(35X3 +15X2— 15X —3
f + )

n°® 17 : Six est colinéaire a k, r(x) = x, et si x € k*, 7(x) = (cos 0)x + (sin )k Ax.
Soit x € E. On écrit x = x7 +x2 ot X7 € k' et x2 € Vect(k). On a x2 = (x.k)k (car k est unitaire) et x; = x — (x.k)k. Par
suite,

r(x) =71(x1) + 7(x2) = (cos 0)x1 + (sinO)k A x1 + x2 = (cos0)(x — (x.k)k) + (sin )k A x + (x.k)k

= (cos0)x + (1 — cos 0)(x.k)k + sinB(k Ax) = (cos8)x + 2 sin® (9

E) (x.k)k + sinB(k A x)

1 T
Application. Sik = ——(e; +e2) et 0 = 3 pour tout vecteur x, on a :

V2
T(x) = %x—i— %(x.k)k—i— ?(k/\x),

puis,
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1 1 V3 1

r(er) = zer+ Z(€1 +e)— ﬁeg = Z(3e1 + e, —V/6e3)
1 1 V3 1

T(ez) yez+t 1(61 +e2) + ﬁeg = 1(61 + 3e; + V6e3)
1 3 1

r(e3) = =e3 + —=(—e2 +e1) = - (V6er —V6er + 2e3).

(e3) 563 2\/2( 2 +e1) 4( 1 2 3)

La matrice cherchée est

1

n° 18 : L’application (f,g) — J' f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur C°([0,1],R). D’aprés Iinégalité de CAUCHY-
0

SCHWARZ,

1

fﬂﬂdﬂJW“uhh—f( wuwﬂzdﬁq((ﬂHWH>za

In In+2 = J
0 0 0

0

1 2 1 2
> <J0\/tﬂtn“\/cﬂth+2 dt) — (Jof"+‘(u dt) ~2,,

Maintenant, comme f est continue et strictement positive sur [0, 1], I, est strictement positif pour tout naturel n. On en
Iny1 _ Lny2

<
In n+1

déduit que Yn € N, et donc que

I
la suite ( nil ) est définie et croissante.
n neN

n®19 : 1) La symétrie, la bilinéarité et la positivité sont claires. Soit alors P € Ry, [X].

1
P\P:O;\J P2(t) dt =0
0

=Vt € [0,1], P?(t) = 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)
= P =0 (polynoéme ayant une infinité de racines).

1
Ainsi, 'application (P,Q) — J P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur R, [X].
0

L

2) Pour vérifier que la famille (L—p> est 'orthonormalisée de SCHMIDT de la base canonique de E, nous allons
pll/ o<p<n

vérifier que

a) Vp € [0,n], Vect(Lo,Ls,...,L,) = Vect(1,X, ..., XP),

L
b) la famille ( L ) est orthonormale,
Lol ocpan

c) Vp € [0,n], Lp|XP > 0.

(2p)!
p!

Pour a), on note que L, est un polynoéme de degré p (et de coefficient dominant ). Par suite, (Lo, L1, ...,Lp) est une
base de R, [X], ou encore, Vp € [0,n], Vect(Lo,Ly,...,L,) = Vect(1,X, ..., XP).
Soit p € [0,n]. Soit P un polynome de degré inférieur ou égal a p. Si p > 1, une intégration par parties fournit :

1

1
Loip = [ (2 =17 ae= (12 =m0 ] [ -1 e a

1
= —J ((t2 = 1)P)P=1P/(¢) dt.
-1
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En effet, 1 et —1 sont racines d’ordre p de (t>—1)P et donc d’ordre p—k de ((t2—1)?)*) pour 0 < k < p et en particulier,
racines de chaque ((t2 —1)?)®) pour 0 <k <p—1.

1
En réitérant, on obtient pour tout k € [0,p], L,|P = (—1)kJ' (12 = 1)P)P=RIpI(4) dt et pour k = p, on obtient enfin
-1

1
L,P=(-1)? J (t> — 1)PPPI(t) dt, cette formule restant vraie pour p = 0.
—1

1
Soient p et q deux entiers tels que 0 < g < p < n. D’aprés ce qui précéde, Ly|Ly = (—1)P J (t? — 1)"1_51")(‘[) dt =0 car
1

q = deg(Lq) < g. Ainsi, la famille (L, )o<p<n est donc une famille orthogonale de n + 1 po_lynémes tous non nuls et est

L
par suite est une base orthogonale de R, [X]. On en déduit que la famille (IIL—p) est une base orthonormale de
P/ 0<p<n
R, [X].
1 1
Enfin, L,|X? = (—1)? J (2 —1)P@P)P) dt = p!J (1 —1t2)P dt > 0. On a montré que
1 —1

1Ll

L
la famille < P ) est lorthonormalisée de la base canonique de R, [X].
0<p<n

Calculons | L. On note que L, € (Lo, ..., Lp—1)* = (Rp_1[X])*. Par suite,

1L, II> = LplL, = Lyldom(L,)XP (car L, € (Rp_1[X])*)

2p)! 2p)! ! !
R C @p!J (1—2)° dt = 2(2p)!J (1—2) dt
p! p! 1 0
0 /2
:2(2p)!J (1 — cos® w)P (—sinu) du:2(2p)!J sin??*1u du
/2 0
= 2(2p)!W2p 11 (intégrales de WALLIS)
22p | 2
= Z(Zp)!ﬁ (& revoir)
2
= 227 (p1)?,
pr— (p!)
Ppl adui i Zp+1 1 2 P)(p)
Done, Vp € [0,n], |Lp|| = I 2Ppl. On en déduit que la famille 7 o) (X< =1)P) est une base
0<p<n

orthonormale de Ry, [X] (pour le produit scalaire considéré).
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