Planche n® 32. Courbes paramétrées. Corrigé

n°1: (les grands classiques)
1) a) L’astroide.
Domaine d’étude.
e Pour tout réel t, M(t) existe.
e Pour tout réel t, M(t+27) = M(t). Par suite, la courbe compléte est obtenue quand t décrit un segment de longueur
27t comme par exemple [—71, 71].
e Pour tout réel t,

3(__ 3
M(—t) = ( Cf)sg(( R ) - ( cos't ) ~ si0m (M(1)).

sin® (—t) —sin’ t

On étudie et on construit la courbe pour t € [0, 7], puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Ox).
e Pour tout réel t,
sin®(t 4 7) —sindt

Mt 4 71) = ( cos? (t + m) ) _ ( —cosd t

) — so(M(1).

La portion de courbe obtenue quand t décrit [—7t, 0] est donc aussi la symétrique par rapport & O de la portion de
courbe obtenue quand t décrit [0, 7r]. Néanmoins, cette constatation ne permet pas de réduire davantage le domaine
d’éude.

e Pour tout réel t,

M(n—t) = < cos (1] > = ( oot ) = s(0y) (M(1)).

sin® (7t — t) sin® t

On étudie et on construit la courbe pour t € [O, }, puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Oy), puis

oA

par réflexion d’axe (Ox).
e Pour tout réel t,

m
y (E 7t) B cos> (E _t) _ ( sin3t > — sy_x(M(1).

T 3
2 sind (_ 7,() cos® t
2
7
On étudie et on construit la courbe pour t € [O, Z}, puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe la droite

d’équation y = x, puis d’axe (Oy) et enfin d’axe (Ox).
7
Variations conjointes de x et y. La fonction t — x(t) est strictement décroissante sur [O, Z} et la fonction t — y(t)
T
est strictement croissante sur [O, Z}

Etude des points singuliers. Pour t € R,

—
M — 2 ¢ si —
d—(t) = ( Sacos™tsint ) —3acostsint< .COSt ) .

dt 3asin® tcost sint
Pour tout réel t, le vecteur < ) est unitaire et n’est donc pas nul. Par suite,
—
dM — T
d—( )= 0 & 3acostsint=0& cost=0o0u sint:O@}tezZ.
. L k7t m PR
Les points singuliers sont donc les M > ) k € Z. Pour t ¢ ZZ’ M(t) est un point régulier et la tangente en M(t) est

dirigée par le vecteur ( _.COSt )

Etudions alors le point singulier M(0). Pour t € [,; g] \ {0},
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x(t) —x(0)  acos3t—a - (cost —1)(cos?2t+cost+ 1)

y(t) —y(0) asin’ t sin® t
X

t t t t
8si 3 3= —4sin — 3 -
S bl COS bl - Sin bl COS 2

t - 2 )
fZSinzz(coszt—l—cost—i—]) cos?t+cost+ 1

.y
et dOnC, llj}[%) m

. . . sin® t t3 2t
(Si on connait déja les équivalents, c’est plus court : ~ > = —— — 0). La courbe
(cost—1)(cos?t+cost+1) x—0 3 3
—— X
admet en M(0) une tangente dirigée par le vecteur (1,0). Par symétrie, la courbe admet également une tangente en
T T
M (—z), M (z) et M(m), dirigée respectivement par (0,1), (0,1) et (1,0). Toujours par symétrie, ces quatre points sont

des points de rebroussement de premiére espéce. Il en résulte aussi que

pour tout réel t, la tangente en M(t) est dirigée par le vecteur (—cost,sint).

On en déduit la courbe.

7r
b) Soit t € ]O, 5 [ On a vu que la tangente (T;) en M(t) est dirigée par le vecteur (— cost,sint). Une équation cartésienne

de T¢ est donc : —sint(x — acos® t) — cost(y — asin®t) = 0, ou encore

xsint+ycost=asintcost (Ty).

On en déduit immédiatement que A(t) a pour coordonnées (acost,0) et que B(t) a pour coordonnées(0, bsint) puis que

s

vt € ]o, E[’ A(t)B(t) = a.

2) La cycloide. N
a) La condition de roulement sans glissement se traduit par OI = MI ou encore xg = Rt. On en déduit que
T
xm = xo +Xxg3; = Rt + Rcos (27t— 5 —t)] =Rt—Rsint =R(t —sint)
et

Ym =Yo +tYamn =R+Rsin(27t—§—t) =R —Rcost =R(1 —cost).

(© Jean-Louis Rouget, 2009. Tous droits réservés. 2 http ://www.maths-france.fr



b) Domaine d’étude.
e Pour tout réel t, M(t) existe.
e Pour tout réel t, M(t + 271) = M(t) + U ou U (27R, 0). Par suite, on trace la courbe quand t décrit [0,27] et la
courbe compléte est obtenue par translations de vecteurs kﬂ), ke Z.
e Pour tout réel t, M(—t) = (—x(t),y(t)) = s(oy)(M(t)). On trace la courbe quand t décrit [0, 7], puis on compléte
par réflexion d’axe (Oy) puis par translations.

Etude des points singuliers.

t t t
Pour t € (0,71, x/(t) = R(1 — cost) = 2Rsin? (z) et y’(t) = Rsint = 2Rsin (E) cos (z) Le point M(t) est régulier
. : e 2Rsin?(t/2)
si et seulement si t €]0,7]. Dans ce cas, la tangente en M(t) est dirigée par 2R sin(t/2) cos(t/2) ou encore par
sin(t/2) . i C .

( cos(t/2) ) Etudions également le point singulier M(0). Pour t €]0, 7,

y(t) —y(0)  R(1 —cost) t2/2 B §

x(t) —x(0)  R(t—sint) too t3/6 t’
i i V(D= U(0) .

insi, tlgx(l) 0 —x0) +o00 et la tangente en M(0) est dirigée par (0,1). Ainsi, dans tous les cas, la tangente en M(t)

t>0
sin(t/2)

cos(t/2) ) Par symétrie, M(0) est un point de rebroussement de premiére espéce.

est dirigée par le vecteur (

Sinon, x et y sont des fonctions croissantes sur [0, 7.

ZR __________ M

7R 27R

3) une courbe de LISSAJOUS

Domaine d’étude.
e Pour tout réel t, M(t) existe.
e Pour tout réel t, M(t + 271) = M(t) et la courbe compléte est obtenue quand t décrit [—7r, 7).
e Pour tout réel t,

i = (29 ) (89 )~ o

On étudie et on construit la courbe pour t € [0, 7], puis on obtient la courbe compléte par symétrie centrale de
centre O.
e Pour tout réel t,
_( sin(2m—2t) \ [ —sin(2t) \
M(m—1) = < sin(37 — 3t) ) o < sin(3t) = s(oy) (M[1)).

7
On étudie et on construit la courbe pour t € [O, z}, puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Oy) puis

par symétrie centrale de centre O.
e On note aussi que M(t + 7) = s(0x)(M(t)), mais cette constatation ne permet pas de réduire davantage le domaine
d’étude.

Variations conjointes de x et y. Pour t € [O, g}, x'(t) = 2cos(2t) et y’(t) = 3cos(3t). On en déduit immédiatement

le tableau suivant :
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N
N

—| o
|

puis on en déduit la courbe.

t =[rn/2

Points multiples. D’abord, tout point de I’arc est multiple, puisque la courbe est parcourue une infinité de fois. Il y a
essentiellement deux « vrais points » multiples & déterminer, les autres s’en déduisent par symétrie. L’un des deux est le

T
point de (Ox) d’abscisse strictement positive obtenu pour un certain réel t de }O, 5 [

Soitte}o,g[.

y(t)zO(z)sin(?at):O(:)3t€7TZ(:)tegZ(:)t:ﬂ

3
. . . . . i . ﬂ V3
Le point de la courbe qui est sur (Ox) et qui a une abscisse strictement positive est le point M (g) =|1—,0].
2
Sinon, on cherche t; € }O, g [ et ty € } f?ﬂ, fg [ tels que M(t1) = M(t3).

M(t) = M(t2) = x(t1) =x(t2) S tr € t; + Z outs € g—u fMZ =t e g—n oz

Sth=l ot =Dt
2—2 1 2 = 2 1.

7r
Réciproquement, si t, = -5 tq, alors x(t7) = x(t2) et donc,

M(t) = M(tz) &y (=2 =) =y(t)) &sin (3 (=5 —t1) ) =sin(3t1)

2
<:>3t16*377-[*3t1+27TZ0u3t1€7T+377T+3t1+27rZ<:>6t16737ﬂ+27'[Z
ete-T1T704,="

1=73 73 L)
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Le point M (1) =

12

1 V2
272

) est le point multiple d’abscisse et d’ordonnée strictement positives.

4) La lemniscate de BERNOULLI

Domaine d’étude.
e Pour tout réel t, M(t) existe.
e Pour tout réel t, M(—t) = so(M(t)). On étudie et construit la courbe quand t décrit R* et on obtient la courbe
compléte par symétrie centrale de centre O.

e Pour t > 0,
1 1 R
1 T © t t
M — f— _ = _— = _XMt.
<t) 1] <1+t4’1+t4> sy=x(M{t)]
o Tt

On étudie et construit la courbe quand t décrit [0, 1] et on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe la droite
d’équation y = x puis par symeétrie centrale de centre O.

Variations conjointes de x et y. Les fonctions x et y sont dérivables sur [0, 1] et pour t € [0, 1],

(1+t%) —t(4t3)  1-—3t 31+t -4 23—t

X/(t) = (1 +t4)2 = (1 +t4)2 ety'(t) - (1 —|—t4)2 - (1 +t4)2 ’

On en déduit immeédiatement le tableau :

y'(t) | 0 +

La tangente en M(0) est dirigée par le vecteur (1,0). Par symétrie, la tangente en « M(+00) » est dirigée par le vecteur

(0,1).
‘I .

5) Les tractrices
x =f(t) + Rcost

y = Rsint ou f est une foncton dérivable sur un certain intervalle I

a) Cherchons les arcs solutions sous la forme

£(t)

(de sorte que le point M(t) est sur le cercle ¢(t) de centre 0 ) et de rayon R). La trajectoire cherchée est orthogonale

a chaque cercle C(t) si et seulement si la tangente a cette trajectoire en M(t) est orthogonale & la tangente au cercle € (t)
en M(t) ou encore « si et seulement si» les vecteurs (f’(t) — Rsint,Rcost) et (—sint,cost) sont orthogonaux. Cette
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R
derniére condition s’écrit —f’(t)sint + R(sin? t + cos? t) = 0 ou encore f'(t) = —— ou enfin, f(t) = Rln

t
tanzl + C. Les

sin
t
arcs solutions sont les arcs de la forme t — R <ln tan Z‘ +cos t) +C ,ou CeR.
Rsint
t
Les courbes solutions se déduisent de la courbe t — R <1n tan Z‘ +cos t) par translations de vecteurs colinéaires

Rsint

a4 1. On peut montrer que la courbe obtenue est la trajectoire de la roue arriére d’une voiture quand celle-ci se gare en
marche avant, la roue avant étant quant a elle collée au trottoir.

b) Domaine d’étude. La fonction t — M(t) est 27m-périodique et on 1’étudie donc sur [—7t, . Pour t € [—m, 7|, M(t)
existe si et seulement si t €] — 7, T[\{0}.
Pour t €] — m, [\{0}, M(—t) = s(0x)(M(t)) puis

T t
M{t—1) = R (1n tan (z — E) ‘ + cos(T[—t)) _ R (— In

Rsin(mm — t) Rsin(t)

t
tan —‘ — cos t)
2 = 50y (M(t).

i
On étudie et on construit la courbe quand t décrit }O, z} , et on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Oy) puis

par réflexion d’axe (Ox).

7
Dérivée. Etude des points singuliers. Pour t € }O, z},

1 2
— . cos”t
R —— —sint R
@(t) = (smt ) = sint = RC?St Cf)St .
dt sint \ sint
Rcost Rcost
—
M 2t

Par suite, — (t) = ? S C(?S =0&t= T Le point M (E) est un point singulier.

dt sint 2 2

R 2
Quand t tend vers E, y(t)—y (E) =R(sint—1) = —R (1 — cos (E — t)) ~—= (E — t) . D’autre part, posons h = Eft
o 2 2 2 2\2 2
ou encore t = 5~ h. Quand t tend vers 5
x’(t)—RCOSZt—RSinzh RhZ—R(t—E)ZJro (t—E)z
~ U sint  cosh N 2 2 ’

et donc par intégration,
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s =33 o ((-3)) 363"

T . R, R T 2 .
Comme d’autre part, y(t) —y (z) = —R(1 —sint) = —R(1 — cosh) ~ fzh =—= (tf —) , on en déduit que

2 2
wo-u(3) 53 s
W) ey ey
T
et donc tlLIr% % = +o00. Par symétrie d’axe (Oy), la tangente en M (g) est dirigée par ? et M (g) est un

t<Z
point de rebroussement de premiére espéce.

N

T
Sinon, les fonctions x’ et y’ sont strictement positives sur }O, 3 [ On en déduit que les fonctions x et y sont strictement

croissantes sur cet intervalle. Quand t tend vers O par valeurs supérieures, x(t) tend vers —oo et y(t) tend vers 0. On en
déduit que la droite d’équation x = 0 est asymptote & la courbe. D’autre part, x croit de —oo & 0 pendant que y croit de
0al.

Courbe.

n°2: 1) Domaine d’étude. M(t) existe si et seulement si t ¢ {—1,1}. Sinon, il n’y a pas de symétrie particuliére (la
fonction y est effectivement paire, mais x n’est ni paire ni impaire).

Dérivées. Une dérivée logarithmique fournit pour t €] — 1, 1[\{0},

/ ;L 3 32 1

X/(1) =x()B It = 2Inft+ 1= Inft = 1) = g <¥—t+] —t_]>
- 3 32 -1 —-2(t2—t)— (2 +t) t*(t—3)
(12t =1) tt+1)(t—1) (13 -1)2

ce qui reste vrai par continuité de x’ en 0 et

e 26(t2 1) —2t(t?) -2t ,
17 =172
am
Etude des points singuliers. Pour t €] — 1, 1], —t(t) = ? S t=0. M(0) = (0,0) est 'unique point singulier. Pour

t €] —1,10\{0},
yt)—y(0) % (t+1)(t—=1)  t+]
x(t) —x(0)  t2—1 3 ot

y(t) —y(0)
x(t) —x(0)
valeurs inférieures. La tangente en M (0) est dirigée par 7} et d’autre part, M(0) est un point de rebroussement de premiére
espéce car x change de signe au voisinage de 0 tandis que y n’en change pas.

Par suite, tend vers +oo quand t tend vers O par valeurs supérieures et vers —oo quand t tend vers O par

Etude quand t tend vers +oo. Quand t tend vers +oo, M(t) tend vers le point (1,1). On prolonge la courbe en posant
M(oo) = (1,1). On a alors
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y(t) —yloo) _ (8 t3 R B e (N S 1
x(t)—x(oo)_<t2—1 )((t+1)2(t—1)) TP 1 24t+1 —24t+l ot

_)
Cette expression tend donc vers 0 quand t tend vers +oo et la tangente en M(oo) est dirigée par 1.

1
Etude quand t tend vers 1. Quand t tend vers 1, x(t) ~ yTT—Y et y(t) ~ m Donc, x et y tendent vers l'inifini
t
et il y a branche infinie. De plus, % ~ 2 puis
t2 t3 t2(t+1) =283 2
y(t) — 2x(t) = = =—

t2—172(t+1)2(t—1) (t+1)2(t—1) (t+1)2°

1 1
Cette derniére expression tend vers —— et la droite (A) d’équation y = 2x — — est asymptote & la courbe.

4 4
1 —1
Etude quand t tend vers -1. Quand t tend vers 1, x(t) ~ m et y(t) ~ m Donc, x et y tendent vers I'inifini
t t
et il y a branche infinie. De plus, % ~ —(t+1). Par suite, % tend vers 0 quand t tend vers —1. La courbe admet une

branche parabolique de direction (Ox).
t2(t—3) —2t

Variations conjointes de x et y. On rappelle que pour t € R\ {—1,1}, x'(t) = CFSIECESIE

On en déduit le tableau suivant :

t —00 -1 0 1 3 400
x'(t) + - 0 - - 0 +
400 || +00 400 1
x
— \9\_00 \g/
+00 0 400
Yy / \ \é\
1 —0d —0o0 1
y'(t) + + 0 — —

H
On peut noter que la tangente en M(3) est dirigée par le vecteur j .

t=1%
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Dans la suite de cet exercice, on ne détaillera que trés peu ou pas du tout ’étude de la courbe.

2)

]123456<

3)

4)
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5)

Recherche du point multiple. Soient t; et t; deux éléments de R\ {—1, 1} tels que t; < t;.

t . t2
-1 t3-1 bt 1) =ta(tf — 1)
M(t;) = M(t b ]
() =Mt)e e 0 7, ‘@{(tﬁz)(tz—n = (t2 +2)(t1 —1)?

(th—1)2  (t2—1)2
titd —tat}) + (ta —t1) =0
tr+2)(t3 -2t +1) — (2 +2)(t3 —2t1 +1) =

th—t)(tita+1)=0 (ta—t1) (1t +1) =0
tits — tat) + 2(t5 — t7) — 5(t2 — t1) (t2 —t1)(t1t2 +2(t1 +t2) —=5) =0

—_— —~ —

tity = —1
(:){ 12t 4 ta) —5 =0 (car t —t1 #0)
tity = —1
(:){t1+t2—3
3—+V13 3 13
&ty et to sont les solutions de 1’équati0nX2—3X—1:O(:)t1= 2\/_ ett) = +2\/_.
Enfin,
t t 1
t = = = —
vy Tl TR e ¥
et
t1+2 ty+2
t = = :],
v = e T TR r 2 1

1
Le point multiple a pour coordonnées (g, 1).
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6)

10 1

—14-13-12-1-10-9-8—-7—-6-5-4-3-2=1 N1 2 3 4 5 6 7 8
24

11213 14

O +

3
Etude du point M(0). M(0) = (0,0). Quand t tend vers 0, x(t) ~ -5 et en particulier, x(t) = o(t) et on en déduit
2t 2t 2 dM 2
que x'(0) = 0. De méme, y(t) ~ 3 et donc y(t) = 3 + o(t). On en déduit que y’(0) = 3 puis que E(O) = 5? La

_)
tangente en M(0) est dirigée par le vecteur j . De plus, x et y changent de signe quand t franchit 0 et donc M(0) est un
point d’inflexion.

7)
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2
Recherche d’une courbe asymptote quand t tend vers +oco. Quand t tend vers oo, x(t) ~ 3 et y(t) ~ t. Donc

2
x(t) ~ v . Ensuite,
y(t)? t3 3t t3(1 4 3t) — 3t* t3 t
X(t) - = - 2 = 2 = 2 ~ 3 Ny(t)9a
3 1+3t  (143t) (14 3t) (14 3t) 9
puis
x(t)—y(t)z oyl 2 3143 7 1
3 9  (143t)2 3(1+3t)  3(1+3t)2  3(1+3t)2 27
, yt)?  yt) s e
Finalement, x(t) — 3 o + 77 tend vers 0 quand t tend vers H+oo. On en déduit que la parabole d’équation
2
_y.,.y_ 1 5
X = 3 + o~ 57 est asymptote & la courbe.
8)
3T 14
2 4

zoom quand t varie de —1 a 0

n° 3 : 1) Orthoptique de l’astroide.
On a vu au n° 1, que la tangente (T;) en M(t) est toujours dirigée par le vecteur U(t) = (—cost,sint). Une équation de
la tangente en M(t) est donc sin t(x — a cos’ t) 4+ cost(y — asin®t) = 0 ou encore

xsint+ycost=asintcost (Ty).

Soit (t7,t2) € R2.

(Te,)L(Ty,) © TW(tg)|[ W (t2) = 0 & costy costy +sintysinty =0 & cos(ty —t1) =0 &ty €ty + g + Z.

Il est alors clair que l'orthoptique de I'astroide est I'ensemble des points d’intersection des tangentes (T¢) et (Ti+ 5 ) quand
t décrit R.

xsint +ycost = asintcost

Mb,y) (Te) N (T”%) i { xcost—ysint = —asintcost

sint asintcost
cost —asintcost

asintcost cost

Sx=- —asintcost —sint

ety =—

& x = asintcost(—cost+sint) et y = asintcost(cost+ sint)

, . , . asintcost(—cost+ sint)
L’orthoptique de ’astroide est la courbe t — ( asintcost(cost + sint) )
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2) Soit t € R. — ( i ) =2(t—-1) ( 3]t ) Pour t # 1, le point M(t) est régulier et la tangente en M(t)
est dirigée par le Vecteur W(t) = 1 ,3t).
Quand t tend vers 1,
y(t) —y(1) 2t3 —3t2 + 1 B t—1)2t2—t—1) =12t +1)
x(t)—x(1)  t2—=2t+1 (t—1)2 N t—1

Cette expression tend vers 3 quand t tend vers 1. Par suite, la courbe admet en M (1) une tangente de coefficient directeur
3. Cette tangente est dirigée par le vecteur (1,3) et finalement

=2t+1.

pour tout réel t, la tangente en M(t) est dirigée par le vecteur w(t )(1,3t).

Une équation de la tangente (T¢) & la courbe en M(t) est donc —3t(x — t2 + 2t) + (y — 2t + 3t?) = 0 ou encore

(Te) 1y =3tx —t3 + 3t2

1
Soient tq et t; deux réels. (T, ) L(Te,) & 1+t =0&t = o
1
lére solution. L’orthoptique (%) cherchée est donc I’ensemble des points d’intersection des tangentes (T¢) et (T_j o)

quand t décrit R\ {0}. Soit t € R\ {0}.

y=3tx —t3 +3t2 y = 3tx — t3 + 3t2
M(x,y) (T N (Toge) & { o b 1 o 9841 7290 218747 + 27t + 1
3t 729t3  27t2 3t - 7293
| 729t6 — 218745 + 27t + 1 | 729t° —2187t% 4+ 27t + 1

243t2(9t2 + 1) 243t2(9t2 4+ 1)

T g 28 b 27T 432 N 24365 £ 72910 4 8142 4 3t
- 243t2(92 + 1) ve 243t2(9t2 + 1)
2éme solution. Soit M = (x,y) € R2. M € (%) si et seulement si il existe (t7,t2) € R? tel que y = 3t1x — 3+ 3‘[%7
1
y=3tx—t3+ 3t% et t1ty = o Ces conditions sont équivalentes au fait que I'équation t3 — 3t — 3tx +y = 0, (E),
1
admet trois solutions complexes, deux de ces solutions t; et t, étant réelles telles que t1t; = ~5 Ainsi,
1
1 - __
tity = —= tity=—3 (D)
? t3 =9y (I1)
Me (%) &3t t,t3) eRY/ { titta+tz=3 &3t t,t3) €RY/ —3 -9y (III
tits + tts + tats = —3x t11+t2— — 9y (110
titats = —y —— 4+ (3—9y)%y = —3x (IV)

9
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1
La condition (IV) équivaut au fait que 1’équation (E) ait trois solutions complexes telles que t1t; = o

1
Les conditions (I) et (III) signifient que t; et t, sont les solutions de I’équation X2 + (3 —9y)X — 5= 0. Le discriminant de

4
cette derniére équation est A = (3 — 9y)? + 37 > 0 et donc ty et t; sont réels quelque soit le choix de x et y. Finalement

1 1
ME(‘to”)<:>f§+(379y)9y:f3x<:>x:27y2—9y+2—7.

L’orthoptique cherchée est une parabole.

am

n°4 : PourteR, —(t):( ot

62 ) =6t ( 1 ) Le point M(t) est régulier si et seulement si t # 0 et dans ce cas, la

t)—y(0 2t
tangente en M(t) est dirigée par le vecteur U (t) = ( 1 ) D’autre part, pour t # 0, % =3 Cette expression
x(t) —x
tend vers 0 quand t tend vers O et la tangente en M(0) est de nouveau dirigée par le vecteur (1,0). Finalement, pour

1
t

dt

tout réel t, la tangente en M(t) est dirigée par le vecteur Tf(t) = < ) et la normale en M(t) est dirigée par le vecteur

() = < _]t )

e Une équation de la tangente (T) en M(t) est —t(x — 3t?) + (y — 2t3) = 0 ou encore —tx +y +t3 = 0.

1 1 2 2
e Une équation de la normale (N) en M <¥> est <x t%) 3 (y + t_3) =0 ou encore —tx +y + % + e 0.

3 2
Par suite, (T) = (N) & t3 = to e t-3t2—2=0& (Z+1)t*"—t2=2)=0& (24+1)2(t2=2) =0 & t e (—V2,V2)}.
Les droites a la fois tangentes et normales & la courbe sont la tangente en M(v/2) = (6,4v/2) d’équation y = v2x — 2v/2
1 3 1
(qui est aussi normale en M (—ﬁ> = (E’ —ﬁ>) et la tangente en M(—v2) = (6, —4+/2) d’équation y = —v2x +2v/2

(qui est la symétrique de la premicre par rapport a Paxe des abscisses).
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n°5: On note (%) la courbe considérée. Pour t € R, notons (D) la droite d’équation y = tx et (D, ) la droite d’équation
x = 0. Tout point du plan distinct de O appartient & une et une seule droite (D), t € RU{oo} et O appartient a toutes
les droites (D¢), t € RU{oo}.

1) Déterminons Uintersection de (€) avec (Dy ). Soit y € R.
M(0,y) € (¢) & 0(y* —=0) =0 —x* & x =0.

Donc, (¢) N (Dy ) = {0}
Soit t € R.

=tx =tx
M(x,y) € (¢) N (Dy) & { z(yz ) =2y — 2 = { 33(,(2 1) = 262x2 — X2

A y=tx
Fx=0=you { (2 - 1) =242 — 1
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Donc si t € {—1, 1}, I'intersection de (¢) N (D¢) est réduite au point O. Si t & {—1,1}, (¢’) N (D) est constituée du point
2t2 -1 283 —t

— ui peut encore étre égal & O pour t = +
27 t21>q p g p

O et du point de coordonnées —.
P ( V2
221

2
23—t

t2 —1

Finalement, (%) est le support de I’arc paramétré . On en déduit le tracé :

Yy

x = t2 x = t2
y =2 & JteR/ { Y= —x

et si x >0, pour t = /X, on a t? = x). (%) est la demi-droite : y = —x et x > 0.

n°6: 1) M(x,y)e(‘ﬁ)(:)HtER/{ Sy=-—xetx>0. (six<0,VteR, t>#x

M @ 3 x = t2 3 x = t? 3 x =y?/3 _ 23 (g |
2) M(x,y) € (¥) & Jt e R/ Y=t &S Jte R/ t—yl/? &St e R/ f—yl/3 S x =y, (€) est la
courbe d’équation x = y?/3.

t
=T x= S
3) M(x,y) € (¥) & 3t e R/ 3 S dteR/ 14+t4 & IteR/ (1+1t4)2 (pour &, si
y:—t 7 y:tzx y:tzx
1+t
2t lors x = — S Pun des deux réels t/ — Lt vérifie x — —
X —maorsx—w—ﬂoux—met un des deux réels t’ = +t véri ex—] t’4) Donc,
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2=2
oy
M(x,y) € (¥) &x=y=0oux#0et It e R/ 2= X
5N 2
Y
(1+%)
y y
Sx=y=0oux#0ety £0etx* = Xz 5 (pour <:,x2:%@320)
Ly 1+ Y *
Xz 2
(:)x:g:Ooux;«féOetg;«réOet#—E
X X

Sx=y=0oux#0ety #0et (x> +y?)? =xy = (x> +y?)? = xy.

Réciproquement, si (x2 +y?)? = xy et x = O alorsy = 0 et si (x?2 +y?)? = xy et y = 0 alors x = 0. Par suite,
(x> +y?) 2 =xy=x=y=00oux#0ety #0et (x> +y?)? = xy. Finalement (voir n° 4, 4)),

une équation cartésienne de la lemniscate de BERNOULLI est (x% 4+ y2)? = xy.

n®7 : 1) Un segment de droite paralléle & (Oy) n’est stirement pas solution du probléme. On peut donc chercher les
courbes inconnues & partir d’une équation de la forme y = f(x) ou f est une application dérivable sur un certain intervalle
I de R & valeurs dans R. De plus, nécessairement, f’ ne peut s’annuler sur I car dans le cas contraire, le point T n’est pas
défini et f ne peut s’annuler sur I car MT =0 # a.

Soit xo € I. Le point My de (%) d’abscisse xo a pour coordonnées (xo,f(xo)). La tangente en My a (¢) admet pour

f
équation y = f(xo) + f'(x0)(x — x0). Cette tangente coupe (Ox) au point Tp d’abscisse x1, = xo — f/((Xo )). Par suite,
X0

2 2
MoT? = (xo — <xO _ o) )) + (f(xo) — 0)? = (f(x") ) + (f(x0))?.
f/(xo)

/(x0)
Par suite,
Vxel, MT=a & Wx el (f(x))er(f(x))Z:az(:)VxEI L
’ C A\ (x) T (f(x)?
o ()2 £
&S vxel, (f'(x) = T (fx2 )2 &Svxel Jee{-1,1}/1'(x) = E—az )2
/ o f(x)
&Sdee{-1,1}/vxel f'(x) = E—az )2 (E).

(Puisque f et f’ ne s’annule pas sur I, la fonction ¢ est continue sur I et ne s’annule pas sur 1. Elle garde donc un signe
constant sur I d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires ou encore ¢ ne dépend pas de x).

Résolvons alors ’équation (E).
d 2 _ 1,2
(E)<:)—y=£ Y o eV ydy:dx.

dX 1/(12_-92 Y

Posons alors y = asint pour faire disparaitre la racine carrée.

(E) &dx=¢——————acostdt & dx =

aZ — aZsin’t 00
asint

1
—— —sin t) dt
sint

t
Sx=xo+¢'a <ln tanz‘ +cost>.

x—x0+:|:a<ln

tan = 5 ‘ + cos t>

On trouve les tractrices (n°1, 5)) qui réciproquement conviennent.

Yy =asint
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2) Soit xp € 1.

Par suite,

2
vVxel, HT=a & Vxel, <%> =a? e Jeec{-1,1}/Vxel, e%:aﬁﬂee{fhw/%cel, f’(x):%f(x)

& JK e R*, Je € {—1,1}/ Vx € 1, f(x) = Ke*/.

On trouve donc le graphe des fonctions x — Ke®*/¢, K € R*.
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