Planche n® 33. Courbes en polaires. Corrigé

n°1: 1) (Lemniscate de BERNOULLL.) Soit % la courbe d’équation polaire = y/cos(20).

Domaine d’étude. Notons D le domaine de définition de la fonction r : 0 — y/cos(20).
e 0cD&0O+2meD et pour 8 €D,

M(0 + 2m) = [r(0 + 27), 0 + 27] = [r(0),0 + 27| = [r(6), 6] = M(0O).

On obtient donc la courbe compléte quand 0 décrit un intervalle de longueur 27t comme [—7t, 71].
e0cD& —-0e€Detpour €D,

M(=0) = [r(=6), —8] = [r(8), —0] = s(0x) (M(0)).

On étudie et on construit la portion de courbe correspondant & 6 € [0, 7t] puis on obtient la courbe compléte par réflexion
d’axe (Ox).
e 0cD&m—0€DetpourdeD,

M(t—0) = [r(mr—8),m— 0] = [r(0), 71— 8] = s(0y)(M(6)).

T
On étudie et on construit la portion de courbe correspondant 4 0 € [O, z] puis on obtient la courbe compléte par réflexion

d’axe (Oy) puis d’axe (Ox).
s

Pour 0 € [O, 5

s s
}, 0eD&cos(20)>20&0¢ [O, Z} On étudie donc la courbe sur [O, Z]
s us
Variations et signe de 1. La fonction r est strictement décroissante sur [O, Z] , strictement positive sur } 0, Z} et s’annule
s
en —.

4

U U T U
Etude en —. M (Z) = O et donc la tangente en M (Z) est la droite passant par O et d’angle polaire 1 ou encore la

droite d’équation y = x.
Etude en 0. M(0) est le point de coordonnées cartésiennes (1,0). Pour 6 € }—%, ; [,

—

% .
@(9) = *ﬂﬂ}e + /cos(20) Vg et donc %(0) =V = ?
de co0s(20) de

H
M(0) est le point de coordonnées cartésiennes (1,0) et la tangente en M(0) est dirigée par j

20
2) Soit ¥ la courbe d’équation polaire r = sin <?>

Domaine d’étude. e Pour 0 € R,
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M(0 + 6m) = [r(0 + 671),0 + 671] = [r(0),0 + 671] = [1(6), 0] = M(0).

On obtient donc la courbe compléte quand 0 décrit un intervalle de longueur 67t comme [—37, 37].
e Pour 0 € [3m, 37,

M(=6) = [r(=0),—0] = [-7(6), —8] = [r(6), m — 0] = s(0y)(M(6)).

On étudie et on construit la portion de courbe correspondant & 6 € [0, 37t] puis on obtient la courbe compléte par réflexion
d’axe (Ovy).
e Pour 0 € [0,3n], M(3n—0) = [r(3m —0),3m — 0] = [-7(0),31 — 6] = [r(0), —0] = s(0x)(M(0)). On étudie et on construit

37
la portion de courbe correspondant a 0 € {O, 7} puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Ox) puis d’axe
(Oy)

e Pour 0 € {O, 3771, M (377t — 6) = [r (377t — 6) ,377-[ — 9} = |:T‘(9), 377t — 6} = sy——x(M(0)). On étudie et on construit

37
la portion de courbe correspondant & 8 € |0, T puis on obtient la courbe compléte par réflexions successives d’axes la
droite d’équation y = —x, puis d’axe (Ox) et enfin d’axe (Oy).

e Remarque. La fonction r admet 37t pour plus petite période strictement positive. Pourtant, on n’obtient pas la courbe
compléte quand 0 décrit [0, 37t] car 37t ne fournit pas un nombre entier de tours. Plus précisément,

M(0 + 3m) = [r(0 + 37),0 4 37| = [r(0),0 + 7] = so(M(0)).
e . . . . 3m . .
Variations et signe de r. La fonction r est strictement positive sur |0, T et s’annule en 0. La fonction r est strictement

. s
croissante sur [O, T} .

e M(0) est le point O. La tangente en M(0) est la droite passant par O d’angle polaire 0 c’est-a-dire 'axe (Ox).

. 31
tracé sur |0, 5

14 14
courbe compléte

3) Soit € la courbe d’équation polaire r = ae®®.

L’étude est trés bréve. La fonction 1 : 8 — aeP? est strictement positive et strictement croissante sur R. Tout en tournant,
on ne cesse de s’écarter de l'origine : la courbe est une spirale.
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tracé quand
A a=2,b=0,01

j 1| s

4) Soit € la courbe d’équation polaire v = 2 cos(0) + 1.

Domaine d’étude. e Pour 8 € R, M(0 + 27t) = M(0). On obtient donc la courbe compléte quand 0 décrit un intervalle
de longueur 27t comme [—7t, 7).

e Pour 0 € [, 7], M(—0) = s(0x)(M(6)). On étudie et on construit la portion de courbe correspondant a 6 € [0, 7t puis
on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Ox).

Variations et signe de r. La fonction v est strictement décroissante sur [0, 7]. La fonction r est strictement positive

2 2 2
sur [O, ?ﬂ [, strictement négative sur ] ?ﬂ,O] et s’annule en ?ﬂ Donc la fonction 6 — OM(0) = [r(0)] est strictement

L 27 . : 2m
décroissante sur |0, 3 et strictement croissante sur 3 TT|.

2 2 2
e M <?T[) est le point O. La tangente en M (g) est la droite passant par O d’angle polaire ?ﬂ c’est-a-dire la droite

d’équation y = —/3x.
e Par symétrie par rapport & (Ox), les tangentes en M(0) et M(7) sont parralléles a (Oy).

2 +
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20
5) Soit € la courbe d’équation polaire T = tan <?>

20
Domaine d’étude. Notons D le domaine de définition de la fonction r : 0 — tan | —

3
e0eD S O0+6meD et M(O+67) = M(0). On obtient donc la courbe compléte quand 0 décrit un intervalle de longueur
67t comme [—37t, 371].
e0cD& —0eDet M(—0) =5(0y)(M(0)). On étudie et on construit la portion de courbe correspondant a 6 € [0, 37
puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Oy).
e0cD&3m—0¢eDet M3m—0) = s(0x)(M(0)). On étudie et on construit la portion de courbe correspondant a

37
GRS [O, 7] puis on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Ox) puis par réflexion d’axe (Oy).

3
.GED(:)%T—GEDet

" (%ﬂ e> _ [r(e),%ﬂ e} = [r(0), 7 — 8] = sy—x(M(®)).

4
réflexions successives d’axe la droite d’équation y = x, puis d’axe (Ox) et enfin d’axe (Oy).

37
On étudie et on construit la portion de courbe correspondant & 6 € [O, —] puis on obtient la courbe compléte par

3 3 3
e Pour 0 € [O, TT[}, T(0) existe si et seulement si 0 # TT[ On étudie donc sur 0 € [O, Tﬂ [

o s . . . . 37 . . us
Variations et signe de r. La fonction r est strictement croissante sur |0, ik strictement positive sur [0, — | et
s’annule en 0.

e La tangente en M(0) = O est la droite passant par O et d’angle polaire 0 c¢’est-a-dire I'axe (Ox).

3 3
e Etude quand 0 tend vers TT[ Quand 0 tend vers Tﬂ par valeurs inférieures, v(0) tend vers +oo. la courbe admet

o . . 3m .
donc une direction asymptotique d’angle polaire T ou encore d’équation y = —x.
37 37
Recherchons une éventuelle droite asymptote. Pour cela, étudions lirgl 1(0) sin (9 — T) Posons h = T 0 ou encore
0— =21
o< 3x
37
0=——h.
4
3 2h
1(0) sin (9 — Tﬂ) = tan <g — ?) sin(—h) = —cotanhsinh = —cosh — —1.
. . 37
Ainsi, ¥ admet une droite asymptote (D) quand 6 tend vers T De plus,

M(x,y) € (D) & OM. ¥ 3z = —1 & ——x —

1
E —y=-18y=—x+V2
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2 0+1
n° 2 : Domaine d’étude. Notons D le domaine de définition de la fonction r : 0 +— cosb +

2sin® +1°
VO eR, 0 €D &S O0+2me D et MO+ 21) = M(0). On obtient donc la courbe compléte quand 0 décrit un intervalle
5
de longueur 27t comme [—7t,7t]. Pour © € [—m, @, 2sin®0+1 =0 & 0 € {g,g} On étudie donc la courbe sur
St om
[—7t, 7] \ {—f,—g}-
Signe de .
6 3 6 3
2cosB + 1 — — 0 + + 0 -
2sin®+ 1 + 0 — - 0 + +
signe de — | | + 0 — | | + 0 =
s . L. St m 51 9w
Variations de r. La fonction t est dérivable sur [—m, 71 \ 2% et pour 0 € [—m, 7] \ 2%
s
(0) = —2sin0(2sin®+ 1) —2cos0(2cos0+1) —4—2cos0 —2sin®@ —4— 22 cos (6 - Z) -0
N (2sin@ + 1)2 N (2sin 0 + 1)2 N (2sin 0 +1)2 '

. . L s St s
La fonction r est strictement décroissante sur |—, mrt sur |———,——| et sur }——, 7t].

6’ 6 6
57
Etude quand 0 tend vers s lirn5 1(0) = —0c0 et lim5 1(0) = +00. Donc la courbe ¢ admet une direction
60— —2F 80— —2%
x<o o x> o
57 1
asymptotique d’angle polaire ~ ou encore d’équation y = ﬁx. Etudions maintenant l’existence d’une éventuelle
57
droite asymptote et pour cela étudions lim5 1(0) sin (6 + ?>
60— —21

5 5 5
On pose h =0+ g ou encore 0 = —g + h de sorte que 0 tend vers —g si et seulement si h tend vers 0. Quand h tend

vers 0

2 cos (—5—7t+h)+1

r(@)sin<6—|——)— 6 sinh — (1—+v/3cosh)+sinh inh~]7\/§xh:1fi.
6 . 5m _

2sin (—?+h)+]

\/gsinh—l—(]fcosh)s —V/3h V3

5m
Par suite, ¢ admet une droite asymptote (D7) quand 6 tend vers r De plus

1 1. V3 1 1 2 2
M(x,y) € (D7) © OM.V sr =1 —— @ 2x— L2y =] — Sy=——x+ = — —
v Dy LAV B A TR AV ARV
Etude quand 0 tend vers fg. elim T(0) = —o0 et elim 1(0) = +00. Donc la courbe € admet une direction
——Z ——Z
x<—2 x>—7

. . T , .
asymptotique d’angle polaire - ou encore d’équation y = ——=x.

On pose ensuite h =0 + g Quand h tend vers 0

s
2cos|—=+h) +1 .
r(G)sin(GJrE): ( 7(% ) sinh — (]+'\/§COSh)+SlnhSinh~]+\/§Xh:]+L.
6 Zsin(—quh)Jr] V3sinh + (1 —cosh) V3h V3
Par suite, ¥ admet une droite asymptote (D2) quand 6 tend vers f%. De plus

1 1. V3 1 2

M(x,y) € (D2) @ OM.V = =14+ —= & sx+ Ly =14 — oy=———x+ 24—

pew e by Y A L RV DA RV Al RV
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Tableau de variation de r.

3 3
r'(0) — — —
—1 400 409
T \ \9\ \0\
—00 —00 —1
. . . 5t m)\?
Recherche des points multiples. Soit (07,0,) € [ [—7, 7] \ —2 ¢ tel que 01 < 6,. On suppose de plus que
2 2
0, ¢ {i?ﬂ} ot 07 ¢ {i?ﬂ} de sorte que M(81) # O et M(82) # O.

M(0:)=M(02) & (TkeZ/ 0y =07 +2kmet 1(02) =71(07)) ou (Tk € Z/ 02 =07 + 7w+ 2kmwet v(0;) = —1(07))
& 07 €[-m0], 0,=01 +met v(02) =—7(01)

—2cos(07) +1 2cos(07) + 1
6 o 9 :e t = — .
€01 €[-m,0], 02 =0, +me —2sin(07) + 1 2sin(07) + 1
5n 2 0w
Maint t 0el[— — T3y
aintenant, pour 0 € [ 71,0]\{ AR 6}

—2cos(0) +1 2cos(0) + 1 . . . 1
= — —4 = — 20) = —
T5m(0) 11 Z5m(0) 11 & cos(0)sin(0) + 1 =4cos(0)sin(0) — 1 & sin(20) >

5 5
(:)296%+2ﬂZou29€€+2ﬂZ(:)9€%+7tZou6€]—72t+7TZ

oo 7117r 777r
127 12 |-

Ainsi, les points doubles distincts de 'origine sont M <111_27r> =M (1) et M ( 77T) =M (5_7T> Sinon, M <2_7T> —

12 12 12 3

() -0

n°3: 1) Domaine d’étude. La fonction r est 27t-périodique et paire. Donc on étudie et on construit la courbe quand
0 décrit [0, 7] et on obtient la courbe compléte par réflexion d’axe (Ox).

Variations et signe de r. La fonction r est strictement décroissante sur [0, 7], strictement positive sur ]0, 7] et s’annule
en 7.

Etude pour 0 = 7. La tangente en M(7t) = O est la droite passant par O d’angle polaire 7t ¢’est-a-dire 'axe (Ox). Par
symétrie par rapport a (Ox), le point M(7t) est un point de rebroussement de premiére espéce.
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2) Soient 0 € [—7, 7] puis M = O + a(1 + cos 0)UWo le point de € de paramétre 6.

—
dM 0 0 0
I —asin®ue + a(1 + cos 9)79 = 2acos (E) (—sin (E) U + cos (E) 79)

= 2acos (E) (cos (z +§) Ug + sin (EJrz) ve) = 2acos (E) Uso oz
—

2a cos <g>‘ = 2acos (%) (pour 0 € [—m, 7) et donc

Longueur { de la cardioide. On a

us
- |
—Tt

La cardioide d’équation polaire r = a(1 + cos0), a > 0, a pour longueur 8a.

G

am
0

30 de =2a Jﬂ cos(0/2) d0 = 4alsin(6/2)]" . = 8a.

Développée. Le point M(0) est régulier si et seulement si 0 # +7t. Dans ce cas,

)
d dM 0
d_; =lall= 2acos <z> et aussi 7(6) = ﬂ}sTe+%
- 3 =«
En notant «(0) une mesure de ’angle ( 1 ,?(6)), on peut prendre «(6) = > + 5 En notant R(0) le rayon de courbure
au point M(0),
ds ds/do 4 0
R(O) = — = == s = ).
0)= 38 = dajas ~ 39 <z>
Ensuite, ﬁ)(e) =Tn/2 (?(9)) = 73)39/2 et donc, en notant Q(0) le centre de courbure au point M(0),

Q(0) = M(8) +R(8)T(0)

4 0
=0+ a(1+ cos 9)3)9 - gacos (E) ?39/2

=0+ a(l+cosB) (COS(E))—i> + sin(G)?) — %a (cos (g) cos (3?6) T} + cos (g) sin (379> ?)
=0+a |:(COS(9) + cos?(8) — %(COS(G) + COS(ZG))) T} + (sin(G) + sin(0) cos(0) — %(sin(e) + sin(ZG))) ?}
3 3¢ 3 3

2
—0+ 3T+

—O+a KE + %cos(@) ] 082(9)) T+ (1 sin(0) — ~ sin(0) cos(@)) ﬂ
%(1 —cos0)Uo

2a—
Notons I" la développée cherchée. On a ' = to h(%)) ou t est la translation de vecteur — 1, h est ’homothétie de centre

3
1
O et de rapport 3 et €1 la courbe d’équation polaire v = a(1 — cos 0).

Maintenant, en notant 1 la fonction 8 — a(1+ cos0) et 1 la fonction 0 — a(1 — cos0),
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[r1(6+7),0+ )] = [a(1 +cos8),0 + 7] =so([r(6),0)]).

La courbe ¢} est donc la symétrique par rapport & O de la courbe €. En résumé, la développée de € est 'image de €
par la transformation to h o sp : ¢’est encore une cardioide.

2a

0

n°4 : Soient (R,0) € R? puis M le point du plan dont un couple de coordonnées polaires est [r, 6].

Me?% ex*(x*4+uy?)—(y—x)? =0 1%cos? 0 x 12 — (rsin® — rcos0)? =0

sin©® — cos 0

2
& 1?12 cos? 0 — (sin@ —cos0)?] =0 & r=0o0ur? = ( ) (cos © = 0 ne fournit pas de solution)

cos 0
Sr=0our=tan0—Tour=1-—tan®.

% est donc la réunion de la courbe (47) d’équation polaire r = tan© — 1, (42) d’équation polaire r =1 —tan 0 et {O}.

s
On note que le point O appartient & (¢7) car 6 = 7 fournit r = 0. Donc ¢ = %1 U%> U{O} = €7 U%>. Ensuite, on notant

T1 et 12 respectivement la fonction 6 — tan® — 1 et 12 = —17,
MI[O + 7, 72(0 + 7)] = MIB + 7,12(0)] = M[O + 7, —11(0)] = MI[6, 1 (0)],

et comme 0 + 7t décrit R si et seulement si 0 décrit R, les courbes %7 et %> sont une seule et méme courbe.

%€ est la courbe d’équation polaire r = tan — 1. I

Construction de %.
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n°5 : Développée. M(8) = O + ae®Ug puis

—
dM
90 - ae®(UWo + Vo) = av2e® (cos (g) Uo + sin (g) 79) =a Zeeﬂ)%%.

d d
On en déduit d_; =av2e® et T(0) = ﬂ}e+%. On peut alors prendre «(0) =0 + g et donc d—g = 1. Par suite

ds/d®  av2e®
(6) do/do ] av2e

) =) — ™ _ = L
D’autre part, W(0) = T (6+ E) = Wq 3z = ﬁ(—ue + V) et donc
1
Q(6) =M(0) +R(0)TW(0) = O + ae® We + av2e®.—(—Ue + Vi) = 0 + ae® Vo =10, 2(M(0)).

V2

La développée de la spirale logarithmique d’équation polaire 1 = ae® est 'image de cette spirale par le quart de tour direct
de centre O.
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