Planche n° 20. Suites et séries de matrices.

Corrigé

a
1 —=
n°1: Soit a € R. Pour n € N*, on pose A,, = a ]n
n
1 a/n
2 2
a2 \/ T+ a—z \/ T+—=
Soit n € N*. On peut écrire Aq = (/1+ — a /nn . Les sommes des carrés des deux nombres
n
. a’ a’
1 1
= et a/n = est égale a 1. Donc il existe un réel 0,, €]— ] tel que cos(0y,) = —— et sin(0,) = an.
a a a a
\/1 + o \/1 + o 1+ o 14+ )

De plus, cos(0,) > 0 et sin(6,) > 0 et donc on peut prendre
0 = Arctan (E) € }0, T [
n 2

Pour n € N*, on a alors

n / a’ " cos(0,) —sin(0
An = < 1+ n2 ( sin(0n,)  cos(0n

) a2\"? n a? a? 1
Maintenant, (1 + ¥> = exp <§ In (1 + F)) LT X (Z + 0 (E)) T 1+ o0(1).

a a
D’autre part, n6,, = n Arctan (E) = nx o= a. Donc

lim Al =1. ( cos(a) - —sin(a) ) _ ( cos(a) —sin(a) )

nstoo sin(a)  cos(a)

cos(nBn) —sin(ndy,)
sin(nB,) cos(nby)

-]
~~_
3
I
/:\
+
r-f|::
SRS
~_
3
~
N
7N

sin(a)  cos(a)

a
VYa >0, lim ! n _ cos(a) —sin(a)
Tno a i :
n

n®2: Soit A € .#,(C).

(3) = (2). On sait que si la série de terme général A™, n € N, converge, alors 1iIE A =0.
n—+0oo

2 = 1). Supposons lim A™ =0. Soit A S C une valeur propre de Aet Xe %p 1 ((C) \{O} un vecteur propre associé.
+ ’
n— 400

Pour tout entier naturel n, A"X = A"X. Puisque lim A™ =0, on a encore lim A™X =0 puis hm A"X =0 et donc
n— +o0 n—+oo n— +oo
lim A™ =0.
n— +oo

Ainsi, si lim A™ =0 alors Sp(A) C Bo(0,1).

n— +oo

(1) = (3). Soit A € #,(C) telle que Sp(A) C Bo(0,1). On sait (voir exercice n°20 planche 5 : décomposition de
DUNFORD) qu'il existe deux matrices D et N telles que

1)A=D+N

2) D diagonalisable

3) N nilpotente

4) DN = ND.
De plus, les valeurs propres de D sont les valeurs propres de A.
On note k l'indice de nilpotence de N. Puisque les matrices D et N convergent, la formule du binéme de NEWTON permet
d’écrire pour n > k

n k
A" = (D + N)" Z( )D“ JNJ:Z(T;)D“_ij.

j=0 j=0

(© Jean-Louis Rouget, 2010. Tous droits réservés. 1 http ://www.maths-france.fr



Il existe une matrice P € 4.Z,(C) et une matrice diagonale A tel que D = PAP~!. Mais alors, ¥j € [0,k], Vn > j,
(T.l) DN = P x (n) AN x PN,
) )

Soit j € [0, k]. Vérifions tout d’abord que la série de terme général (n> A™ n > j converge. Posons A = diag(A1,...,Ap).

Alors ¥n >, <TJL) AT = diag <<T;) 7\?7]', R <T) AEj). Maintenant, si A est une valeur propre de A (et donc de A),

(T'L))\n_j _ nm—1...n—j+1)
)

) ) . 1 .
- AT~ WA = o — | car Al < 1 et donc la série de terme général
jl n— 400 n—+oo \ T

n - .
. JAYT) . n > j, converge.
)
n ) )
Ainsi, la série de terme général ( . >A"’ converge. D’autre part, I'application M +— P x M x PN’ est continue sur .#, (C)
)
n . )
en tant qu’endomorphisme d’un espace de dimension finie. On en déduit que la série de terme général P x < ) >A"’ x PNJ
)

converge.

n ) )
Finalement, pour chaque j € [0,K], la série de terme général P x (_)A“_J x PN’ converge et donc la série de terme
)

général A™ converge car est somme de j 4 1 séries convergentes.

0n. _|43-X  5/6 | _, 1, 1 _(, 1 1 . _ o (11
n®3: XA—‘ 5/3 7/6X‘_X 6X = X 7 X+3 . Par suite, A = PDP~' ou D = diag 273

(1 (2 4
P—(1 2)etdoncP —(1 ]).
Soit n € N.
n n n 1 k n 1 k
k __ k -1 _ : —1
> A _P<ZD )P —Pdl&g(Z (E) ,Z(—g) )P :
k=0 k=0 k=0 k=0

1 1 k k
Puisque 7 et 3 sont dans ] — 1, 1[, les séries numériques de termes généraux respectifs (Z) et (—§> convergent. Il

en est de méme de la série de terme général D¥. Maintenant, ’application M — PMP~!, converge est continue car linéaire
sur un espace de dimension finie et on en déduit que la série de terme général A* converge. De plus,

—+o00 “+o00 +o00
> At=) PD"P =P <Z D“) P~ (par continuité de Iapplication M — PMP 1)
n=0 n=0 n=0
“+o00 1 n +oo 1 n 1 1
o . o 0 -1 _ . - —1
_Pd1ag<;)(2> ;)( 3>>P = P diag T P
" " 2 3
, 3 13 5
B 1 2 g 2 -1\ 7 2 1\ [ 7 3
“\1 2 0 3 -1 1 )~ , 3 -1 1 )| 5 1
2 2 2

Remarque. D’aprés I’exercice suivant, la matrice obtenue est (I —A)~'.

n°4 : Soit A € #,(C) telle que ||A|| < 1. Pour tout entier naturel n, on a [[A™| < ||A||™. Puisque ||A| < 1, la série
numérique de terme général ||A[|™, n € N, converge. Il en est de méme de la série de terme général ||A™|| et donc la série
de terme général A™, n € N, converge absolument. Puisque .#,(C) est complet en tant que C espace de dimension finie,
on en déduit que la série de terme général A™, n € N, converge. De plus,

n— 400 n— +oo

“+o00 n n
(I-A)) A™=(I-A) lim (Z Ak> = lim ((1 ~A)) Ak> (par continuité de 'application M — (I — A)M)
n=0 =0 k=0

= lim (I-A™")=T1( lim A™"' =0carvn e N, [|[A™| < |A|™).

n— 400 n— +oo
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+o0
Ainsi, la matrice I — A est inversible a droite et donc inversible et de plus, (I —A)~! = Z A™. On en déduit encore
n=0

+o0
A2
<Y A= .
P T—JA]

[(I—A)""—(I+A)

ZA“

Ak
n°5 : Soit A € #n(C). On sait que d’'une part det(exp(A)) # 0 et d’autre part exp(A) = lim <Z F) Par
k=0

p—+oo
P Ak

continuité du déterminant, on a donc lirf det Z | = det(exp(A)) # 0. Par suite, il existe po € N tel que Vp > po,

pP—+o0 .

k=0
P Ak P Ak
det Z o # 0 et donc tel que Z o € GL, (R).
k=0 k=0
3—-X 2 2
n°6: 1)xa= 1 X 1 [=CB=X)(X2=1)—=(-2X—=2)— (2X+2) = —( X+ 1)(X = 1)(X = 3).
—1 1 X

Soit n € N. La division euclidienne de X™ par x o s’écrit X™ = Qn XxA+anX2+bnX+cn 0t Qn € R[X] et (an,bn,cn) € R3.
En évaluant les deux membres de cette égalité en —1, 1 et 3, on obtient

1
1 _
bp==(1—(=1)" an =5(3 2+ (=1")
an_bn+cn:(_”n 2( ]( ) ) 18
an +bn+cn =1 =9 anten =51+ (=DM =q ba=z0-(=1")
9an +3bn, + ¢ =3 3 1 1
8a“+§“_(_” )+Z(]+(_” )=3 Ch = g( —3M 46+ 3(—1)M)

Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON fournit alors

VneN, A" = %((3" 24 (—DMAZ H4(1 = (—DMA + (3" 4 6+ 3(—1)M)I3).

Maintenant,
3 2 2 3 2 2 9 8 8
A? = 1 0 1 1T 01 |= 2 3 2
-1 10 -1 10 -2 =2 -1
et donc, pour tout réel t,
“+o00 “+o0 i
tA) = — (B =24+ (—1)MAZ +4(1 — (—1)A + (3" + 6+ 3(—1)™)I
exp()é gns + (=1MAZ + 40— (“1)MA + (23" + 6+ 3(=1)")13)
_ 9 8 8 _ 3 22 _ 100
2 t Alet — et _ L3t t t
:—g” 2 3 2 +7(686) 1o1+e+6§+3e 010
-2 -2 -1 -1 1 0 0 0 1
: 8e3t 8e3t — 8et 8e3t — 8et
=3 2e3t —2et 2e3t +6et 2e3t —2et
—2e3t £ 2e7t  —2e3t 4 8et —6Get 2e3t + 8et +2et
: 4¢3t 4e3t — 4et 4e3t — 4et
_ ! e3t ot e3t 4 3¢t o3t ot
4 7e3t + e*t 7e3t + 4et o 3eft e3t + 4et + e*t
: 4¢3t 4e3t — 4et 4e3t — 4et
YVt € R, exp(tA) = 2 et —et e3t 4+ 3et et —et
763t + e*t 763t + 4et o 3eft eSt + 4et + e*t
4-X 1 1
2) XA = 6 4—-X 2 = (4-X)X?=2X) = 6(—X+2)—10(X—2) = (X=2)[-X(X—4)+6—10] =
-10 -4 -2-X
—(X=2)(X? —4X +4) = —(X —2)3. On est dans la situation ott A a une unique valeur propre. D’aprés le théoréme de

CAYLEY-HAMILTON, (A — 213)3 = 0 et donc pour tout réel t,
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exp(tA) = exp(t(A — 2I3) + 2tl3) = exp(t(A — 213)) x exp(2tl3) (car les matrices t(A — 2I3) et 2tI3 commutent)

2
— (13 +t(A = 2I3) + %(A—zmz) x e’
1 21 1 2ot 21 1 21 1
=et| o0 —|—te2t622+2 6 2 2 6 2 2
0 —-10 —4 -4 —10 —4 —4 —10 -4 —4
1 21 1 2e2t [0 0 0
=e?t| 0 + te?t 6 2 2 |+ 5 4 2 2
0 -10 -4 —4 4 -2 2

(2t + 1)e?t te?t te?t
= (2t% +6t)e?t (2 +2t+1)e?t  (t2 +2t)e?t |

o = O O =0
—_ OO = OO

(=2t2 —10t)e?t  (—t? —4t)e?t  (—t2 —4t)e?t

(2t + 1)e?t te?t te?t
Vt € R, exp(tA) = (2t2 +6t)e?t (1242t +1)e?t (2 +2t)e?t
(—2t2 —10t)e?t  (—t? —4t)e’t  (—t? —4t)e’t

n°7:

X 1z -2 1N 1/ 1. 1 N1 1 12 1

XA =|1/2 —X 0 —X<X2+ZX)§<§XZ>—X2<X+i>+1<x+§)_<X+Z) <XZ>'
0 0o —-1/2—-X

Soit n € N. La division euclidienne de X™ par xa s’écrit X™ = QnXa+anX2+bnX+cn ot Qn € R[X] et (an,bn,cn) € R3.

) o 1 . an  bn C(1\" an by - "
On évalue les deux membres de cette égalité enzet —5 et on obtient T+7+cn— (z> et T—7+Cn— -5 -
1 n—1 1 n
Puis en dérivant les deux membres de 1'égalité et en évaluant en 5 on obtient —a,, +b, =n <_Z) =-2n <_§) .
Maintenant,
a, by A " A " "
y Tt = z) bn = z) (2
an bn " an o N\" "
77+°“_<Z) < 7+ch—<z> (72
" " 1 "
—an +bp=-2n —3 —an + 7] — 3 =—-2n 3
" "
" "
e o=(z) - (=)
o T\ sy
T4\2 4 2

Donc ¥n € N, A™ = (<%>n+ (2n—1) (%)“) A% + <<%>n %)“) A+ <J—1 (%)“ 2n4——3 (%)") I3 avec

o 12 =2 0o 12 =2 1/4 0 1
A= 1/2 0 0 1/2 0 0 = 0 1/4 —1 |.On en déduit que pour [t| < 2,
0 0o -1/2

In(l3 +tA) =Y ——— A"

et donc
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+00 n +oo e "
maﬁtm:(ZM_zzt/z _F iy )Az

1 n=1 n=1

“+o00 n “+o00
+< Sl Gy o ) t/zJ>A
—+o00 n]
+1<Z( ™ /2" +2Zt/2 +3Z t/z) >I3

7
_ t 1 t 2 t t
2

! t ! t
- 111(1-1—2)4-2 — +3ln<1z> I
174 0 1 0 12 -2
:(m(?)—zi) 0 1/4 —1 +1n<?) 12 0 0
—t -t 0o 0 1/4 —t o 0 —1/2

100
+l(ln(1+2)+22—+3ln( %)) 010
N 0 0 1

2
11n<1t_> 1ln(2+t) 1m<2+t> t

2 4 2 \2—t 2—-t) 2-t
= %m(%) %ln(1—;) —ln<%)+it
t
0 0 In -3
lln<1ﬁ) lln<ﬂ) ln(ﬂ)i
2 4 2 \2—¢ 2-t) 2-t
vt el - 2,20, In(ls + tA) = %m(%) %111(1_%) _m(%%%

n°8: 1) a) Soit W e R3. f est un endomorphisme de R3 par bilinéarité du produit vectoriel. De plus, pour (Y}, ﬂ}) €
(R3)2,
5 (%) 7V = (@AR).T = [8,%,7] == [0,7,%] == (BAT) X =¥z (7).

Donc,

VX € R3, fg € o/ (R3).

b) Soit ¢ : R® — /(R3) .
— fa

e Vérifions que ¢ € .Z(R3, &7 (R3)). Soient (A1,A2) € R? et (W1, W2) € (R3)2. Pour tout X € R3,

((p(7\1w1 +7\zwz)) (7) = meHrAZEBZ (7) = (7\131 +7\zwz) A\ =N\ (31 7) + A2 (wz /\7)
=Mfg, (?) +A2f%, (7) = ((7\1(0(31) +A20(W2) ) (_>

et donc (p()nw] +AW,) = )\ﬂp(wﬂ +?\2(p(wz). On a montré que @ € Z(R3, o/ (R3)).
e Vérifions que @ est injective. Soit w € R3.
WeKer(p) =z =0=>VX eR3, TAX =
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H

H
On applique alors ce dernier résultat & deux vecteurs non colinéaires U et V. On obtient TAT = WAV = 0 et donc

H
X € Vect (—> —>) = { 0 } On a montré que @ est injective.

3x(3-1)

> =3 = dim(R3) < +oco. On en déduit que @ est un isomorphisme de R3 sur o7 (R3).

Vf e o (R3), I0 e R3/ f = f. I

2) Soit WeR.Sid = ?, alors fg; = 0 et donc exp (fg) = Idgs.

e Enfin, dim (@73 (R)) =

En particulier,

On suppose dorénavant # 0. On pose e3 = —— puis on compléte la famille orthonormale (e3) en une base

B£0 & = B &
orthonormale directe (e_1>, e_2>, e_3>) (en particulier e_3> Aei =e3z).
e Puisque €3 est colindaire a o, fz (e_3>) = ? On en déduit que

1 1
exp (fg) (€3) = 1d (&3) + fg (e_3>)+§ffu( 3+ (e &) +...=¢3.

e D’autre part, fg (e_1>) S /\6_1> = HWH e_3> AN e_1> = WH e_2> et de méme fg (ez) = — HWH e_1>
On en déduit que fzw (e_1>) =— HWHZ &1 et donc que

e N, 2 (&) = (-0 @] puis 2 (@) = (-0 @) e
Par suite,

+00 1
exp (fg) (&) = Z —fas (&)
, “+00 |wH2T‘L+]
= ( 2 ) el + (Z 2n 17 ) e (somme de deux séries convergentes)
n=0 n=0

= cos (|[@]]) & +sin (|[w]]) €.
De méme,

v e N (@) = () [T puis (@) =[S &
et donc

+o0 +o0 2n +o0 2n+1
- L [ (il -
exp (fg) (62) ZT;) oyl %U (62) = (le_o(—”n 2n)! €2 — nZ:O(—”nm €1
= —sin (|[@]]) & + cos (||]) &3
cos ’ —sin (H ’ 0
Ainsi, la matrice de exp (fg) dans la base orthonormée directe (e_f,e_z},a) est s1n 3‘ cos (H H 0 et
0 0 1

exp(fg) est la rotation d’angle Hd” autour de &.

n°9 : On munit .#;,(C) d’'une norme sous-multiplicative notée | ||. Soit A € .#;,(C). Soit p € N*.

P k P P k P
A A 1 Ck 1 m
Zﬁ(”g) = Z(g ) <2 g :
k=0 k=0 k=0
3
ck —
Maintenant, Yk € [1,p], %fp—}z:% ]7p><(p p]i:x Lpp k+1) 0. Donc
Kk

P K P
S Z ||A|| ( |A|p) L elAl _eliAl — g,
= P n— +o00

]7
k!p

D
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P k P P X

A A
On en déduit que E — — [ I+ — ] tend vers 0 quand p tend vers +oo et puisque E — tend vers exp(A) quand p
k=0 k! p k=0 k!

A P
tend vers +00, il en est de méme de (I + ;> .

n° 10 : Soit A € .#,(R). Soit k € N. Puisque xa est de degré n, la division euclidienne de X* par xa s’écrit
Xk =Qx xxa + ailkLX“_] +...+ agk)X + a(()k) o Qx € R[C] et (aék), ayecn

n—1

Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON montre alors que A¥ = ailkl]A“_1 +...+ a%k)A + aék)ln.

b k
A

Ainsi, Vk € N, A¥ € Vect(A™' ... A, I,) puis Vp € N, E o € Vect(A™ " A"2 ... A I.). Enfin, puisque

k=0
Vect(A™ 1 A™2 .. A 1,) est un fermé de .#,(C) en tant que sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension

P k
: _ : A n—1 n—2

finie, exp(A) = leIEOO E o € Vect(A™" 1AM L A L),

On a montré que

VA € #(C), exp(A) € C_1[A].
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