Planche n° 22. Fonctions de plusieurs variables.

Corrigé

n°1: 1) f est définie sur R?\ {(0,0)}.
Pour x #£ 0, f(x,0) = 0. Quand x tend vers 0, le couple (x,0) tend vers le couple (0,0) et f(x,0) tend vers 0. Donc, si f a
une limite réelle en 0, cette limite est nécessairement 0.

Pour x # 0, f(x,x) = % Quand x tend vers 0, le couple (x,x) tend vers (0,0) et f(x,x) tend vers % # 0. Donc f n’a pas
de limite réelle en (0, 0).

2) f est définie sur R? \ {(0,0)}.

Pou (x,y) # 0,0) (e, = 2y =
vers le couple (0,0), il en est de méme de f. f(x,y) tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0).
3) f est définie sur R? \3{(0,0)}.

Pour y # 0, f(0,y) = 3—4

1
[xy|. Comme Elxy\ tend vers 0 quand le couple (x,y) tend

N =

x Ixyl <

= 15 Quand y tend vers 0 par valeurs supérieures, le couple (0,y) tend vers le couple (0,0) et
f(0,y) tend vers +o00. Donc f n’a pas de limite réelle en (0, 0).

4) f est définie sur R? \ {(0,0)}.
V2x2

1
2x/IX /2]

+00. Donc f n’a pas de limite réelle en (0,0).

5) f est définie sur R? \ {(x, —x), x € R}.
2 3y(_ _ 22 1
Pour x # 0, f(x,—x +x3) = Betx” = x7) x); +(x+%7)7) o % Quand x tend vers O par valeurs supérieures, le
X—

couple (x, —x + x3) tend vers (0,0 et f(x, —x + x3) tend vers —co. Donc f n’a pas de limite réelle en (0,0).

6) f est définie sur R? \ {(x,0), x € R}.

1 —cos /Ixyl N (vIxyD? x|

m w00 2u > et donc f tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0).
x,y)—= (0,

Pour x # 0, f(x,x) =

.Quand x tend vers 0, le couple (x,x) tend vers le couple (0,0) et f(x,x) tend vers

7) f est définie sur R3 privé du coéne de révolution d’équation x2 —y? + 2z = 0.

f(x,0,0) = — qui tend vers +o0o quand x tend vers 0 par valeurs supérieures. Donc f n’a pas de limite réelle en (0,0, 0).
X

h+k 1
8) f(2+ h,—2+k,1) I Y I PR TR g(h,k,1). g(h,0,0) tend vers 2 quand h tend vers 0 et g(0,0,1) tend

1
vers 0 # 1 quand 1 tend vers 0. Donc, f n’a pas de limite réelle quand (x,y, z) tend vers (2,—2,0).

n°2: e fest définie sur R?.

o f est de classe C® sur R?\{(0,0)} en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R\ {(0, 0)}.
e Continuité en (0,0). Pour (x,y) # (0,0),

2_ 2 2 412

+y

= [xyl.
Comme |xy| tend vers 0 quand le couple (x,y) tend vers le couple (0,0), on a donc lim  f(x,y) = f(0,0). On en

déduit que f est continue en (0,0) et finalement f est continue sur R2.
f est de classe C® au moins sur R?.
e Dérivées partielles d’ordre 1 sur R?\ {(0,0)}. f est de classe C' au moins sur R? \ {(0,0)} et pour (x,y) # (0,0),

A ) =y 3=V ) = (00 —xy?)2x) it + 4y’ —y)
0x yY) =Yy (x2 +y2)2 = 21yl ,

D’autre part, pour (x,y) # (0,0) f(x,y) = —f(y, x). Donc pour (x,y) # (0,0),
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of of x(x* — 4x?y? —y*)

@(X»U):—a(y,x): (X2+y2)2
e Existence de ﬁ(O,O) et ﬁ(O,O). Pour x # 0,
0x oy
f(x,0) —f(0,0) 0—-0
= = O’
x—0 X
et donc lim w = 0. Ainsi, ﬁ(O,O) existe et ﬁ(O,O) = 0. De méme, ﬁ(O,O) = 0. Ainsi, f admet des dérivées
x—0 x—0 0x 0x oy
partielles premiéres sur R? définies par
4 4X2 2 4)
of yx + Ay —yT)
* 0si (x,y) = (0,0)
4 4X2 2 4)
of x(x y -y .
a_(x‘y): X2 1 y2)2 si (x,y) # (0,0) ]
Y 0si (x,y) = (0,0)
el of of
e Continuité de — et — en (0,0). Pour (x,y) # (0,0),
ox oy

of of x* 4 4x?y? —y* x* 4 dx?y? +y* 2 4 4x2y? + 2y°

_(Xay)__(ovo) = ‘yH 2 yz 2 Y ‘ < ‘U| 2 yz zy X ‘U| 2 yz 2 Y :2‘U|

ox ox (x* 4+ y?) (x* +y?) (x* 4+ y?)

L of of

Comme 2Jy| tend vers 0 quand (x,y) tend vers (0,0), on en déduit que &(x,y) — &(O, 0)| tend vers 0 quand (x,y) tend

vers (0,0). Donc la fonction F™ est continue en (0,0) et finalement sur R2. Il en est de méme de la fonction F et on a
X Yy

f est au moins de classe C' sur R2. I

n°3: Onpose D ={(x,0), x € R} puis Q =R?\ D.

o f est définie sur R2.

montré que

o f est de classe C! sur Q en vertu de théorémes généraux et pour (x,y) € Q,

of X of o (x X
—(x,y) =ycos| — | et =—(x,y)=2ysin|— ) —xcos| — ).
ox Y dy Y Yy

e Etudions la continuité de f en (0,0). Pour (x,y) # (0,0),

5. X> . 2 .
y<|sin | — || siy #0 yssiy#0
If(x,y) —1(0,0)] = <U < { . <y
Osiy=0 Osiy =0
Comme y? tend vers 0 quand (x,y) tend vers 0, ( %im(o 0 f(x,y) = f(0,0) et donc f est continue en (0,0) puis
x,y)—= (0,
(x,y)#(0,0)

f est continue sur R2.

of
e Etudions l'existence et la valeur éventuelle de —(x¢,0), xo réel donné. Pour x # xo,

ox
f(x,0) — f(x0,0)  0—-0 ~0
X — X0 T x—x%x9

of of
Donc tend vers 0 quand x tend vers xo. On en déduit que ™ (x0,0) existe et &(xo, 0) = 0. Finalement,

of
la fonction — est définie sur R? par

0x

of Y cos (f) siy#0
V(X,UJGRZ, a(xvy): Y .
0siy=0
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of
e Etudions 'existence et la valeur éventuelle de a—(xo, 0), xo réel donné. Pour y # 0,
Y

y?sin (X—O)

f(XOvy) _f(XOaO) _ Y o . (XO)
=ysin .
y—0 y

f(xo0,y) — f(x0,0) < Iyl puis que f(xo0,y) — f(x0,0)

tend vers 0 quand y tend vers 0. Par suite,
y—20 y—20

On en déduit que

of of of
—(x0,0) existe et @(Xo,O) = 0. Finalement, la fonction P est définie sur R? par

oy
X X
of 2y sin (—) — X cos <—> siy #0
V(X,y) € sz _(Xay) = Y Y .
oy
Osiy=0

of
e Etudions la continuité de P en (xo,0), xo réel donné. Pour (x,y) € R?,
X

(3

Osiy=0

siy#0

d (X,U)——(XO»O) <|U‘
X

of of i
ox

of of
Quand (x,y) tend vers (0,0), ly| tend vers 0 et donc &(x,y) tend vers &(xo, 0) quand (x,y) tend vers (xg,0). La fonction

of
— est donc continue en (xg,0) et finalement

ox

of
la fonction F™ est continue sur R2.
X

of
e Etudions la continuité de @ en (xo,0), xo réel donné. Supposons tout d’abord xo = 0. Pour (x,y) € R?,

of of ’2y sin (E> — X COS (E)

0 0
Y Y Osiy=0

siy#0

< 2yl + X[

of of
Quand (x,y) tend vers (0,0), |x| + 2|y| tend vers 0 et donc @(x,y) tend vers @(0,0) quand (x,y) tend vers (0,0).
. of . [ %o X0 e
Supposons maintenant xo # 0. Pour y # 0, @(xo,y) = 2ysin v X0 COS v ) Quand y tend vers 0, 2ysin j
2y sin (X—O)
Yy

y tend vers O et la fonction F n’est pas continue en (xg,0) si xg # 0. On a montré que
Y

tend vers 0 car (x0,y) n’a pas de limite quand

X
et xp cos (—O> n’a pas de limite réelle car xo # 0. Donc 3
y Y

f est de classe C' sur QU {(0,0)}.

2
e Etudions 'existence et la valeur éventuelle de %(O, 0). Pour x # 0,
of of
= =0.
x—0 X
of of
a_(xvo) - a_(oao) 2 aZ
Donc Y Y tend vers 0 quand x tend vers 0. On en déduit que (0,0) existe et ——(0,0) =0.
x—0 0x0y ox0y
. . ) 02f
e Etudions 'existence et la valeur éventuelle de m(o, 0). Pour y #£0,
of of (0)
il _Z ycos | —
S0 —glo0 vesly)
y—0 y
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of of
a—(O,y) - 6—(0,0) 32 22
Donc &% X tend vers 1 quand y tend vers 0. On en déduit que (0,0) existe et ——(0,0) =1.On a
y—20 oyox oyox
62 2
montré que ——— 30y ——(0,0) e 6y aX(O,O) existent et sont différents. D’aprés le théoréme de SCHWARZ, f n’est pas de classe
C2 sur QU {(0,0)}.

n°4 : Soit (x,y,z,t) € R%.

eX—et™* =2

x (:){y—tx (:){y—tx

e(x,y) =(z,t) &
X*:/.—\/:/,z—l—4etoue"::/,—l—\/:/.z—i—4e"

X __ /52 t

¥ =z+ vzt tde (carz—Vz2 +4et <z—Vz2 =2—12/ <0)

vl
@{
i

x =1In(z + VzZ 1 4e") .
4 t 2 — > .
(:){ y=t—1In(z+ Vz? +4et) (car 2+ V22 +4et > 2+ V22 =z +12] > 0)

T

Ainsi, tout élément (z,t) € R? a un antécédent et un seul dans R? par ¢ et donc @ est une bijection de R? sur lui-méme.

e* —eY
1 1
sur R?. En résumé, @ est une bijection de R? sur lui-méme, de classe C' sur R? et le jacobien de ¢ ne s’annule pas sur

R?2. On sait alors que
@ est un C'-diffeomorphisme de R? sur lui-méme. I

n°5 : Soit n € N. Soit x € R. La fonction fy : y — y?™*! 4y — x est continue et strictement croissante sur R en tant
que somme de fonctions continues et strictement croissantes sur R. Donc la fonction fy réalise une bijection de R sur

] lim fye(y), lirf fx(y)[= R. En particulier, ’équation fyx(y) = 0 a une et une seule solution dans R que I’on note @(x).
y——00 y—+oo

La fonction ¢ est de classe C' sur R? de jacobien Jo(x,y) = = e~ 4 eY. Le jacobien de ¢ ne s’annule pas

La fonction f : (x,y) — y?™*! 4y — x est de classe C' sur R? qui est un ouvert de R? et de plus, V(x,y) € R?,
of

dy
légalité f(x,y) = 0 est dérivable en tout réel x et de plus, en dérivant Iégalité Vx € R, (@(x))?™*! + @(x) —x = 0, on
obtient ¥x € R, (2n + 1)’ (x)(¢@(x))?™ 4+ @’(x) —1 =0 et donc

(x,y) = (2n + 1)y?™ +1 # 0. D’aprés le théoréme des fonctions implicites, la fonction @ implicitement définie par

1
(2n+ D) (e(x))2™ + 1

Montrons par récurrence que Vp € N*, la fonction ¢ est p fois dérivable sur R.
- C’est vrai pour p = 1.

Vx € R, @/(x) =

1
- Soit p > 1. Supposons que la fonction ¢ soit p fois dérivable sur R. Alors la fonction ¢’ m est

p fois dérivable sur R en tant qu’inverse d’une fonction p fois dérivable sur R ne s’annulant pas sur R. On en déduit
que la fonction ¢ est p 4+ 1 fois dérivable sur R.

On a montré par récurrence que Vp € N*, la fonction ¢ est p fois dérivable sur R et donc que

la fonction @ est de classe C*™ sur R. '
2

Calculons maintenant [ = J @(t) dt. On note tout d’abord que, puisque 0°™*1 +0—0 =0, on a @(0) = 0 et puisque
0

121 411 -2=0,0ona @(2)=1.

Maintenant, pour tout réel x de [0,2], on a @' (x)(@(x))*™ ! + @’(x)@(x) —x@'(x) = 0 (en multipliant par ¢’(x) les deux

membres de I'égalité définissant @(x)) et en intégrant sur le segment 0,2], on obt1ent

2 2 2
| @ @02t et | otx)p0n) x| x'lx) dx =0 (x)
0 0 0
2 (@()>+2]? 1 (@()?]* _ 1
Or, Jo o' (x)(@(x))?™! dx = {Tﬂ]o = mia De méme, Jo o' (x)p(x) dx = [ 3 }O =3 et donc
2 2
L @' (x)(@(x)*™T dx —|—J o' (xX)p(x) dx = I ]+2 + % = ;1—:22 D’autre part, puisque les deux fonctions x — x

et x — @(x) sont de classe C! sur le segment [0,2], on peut effectuer une intégration par parties qui fournit
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2 2
—J x@'(x) dx = [-xo@(x)]; +J e(x) dx=—-2+1
0 0
e eis e . +2 B . _3n+2
L’égalité (*) s’écrit donc 2 —2+1=0 et on obtient I = i

n+2

T Int2

n°6 : Soit x € R. La fonction fy : y — e*"Y +y — 1 est continue et strictement croissante sur R en tant que
somme de fonctions continues et strictement croissantes sur R. Donc la fonction fx réalise une bijection de R sur
] lim fe(y), lirf fx(y)[= R. En particulier, I’équation fy(y) = 0 a une et une seule solution dans R que 'on note
y— —00 y— 400

@(x).

La fonction f : (x,y) — etV +y — 1 est de classe C' sur R? qui est un ouvert de R? et de plus, V(x,y) € R2,
of
oy
f(x,y) =0 est denvable en tout réel x et de plus, en dérivant Pégalité ¥x € R, eXt®X) 4 o(x) —1 =0, on obtient ¥x € R,
(1+ @' (x))exT®™) 4+ @’(x) = 0 ou encore

—(x,y) = e*™Y + 1 £ 0. D’aprés le théoréme des fonctions implicites, la fonction ¢ implicitement définie par I’égalité

ex+‘P( x)
T e T ().

On en déduit par récurrence que @ est de classe C* sur R et en particulier admet en 0 un développement limité d’ordre
3. Déterminons ce développement limité.

Vx € R, @'(x) =

1
lére solution. Puisque e®*® +0 —1 = 0, on a @(0) = 0. L’égalité (x) fournit alors ¢@’(0) = ) et on peut poser
1
@(x) = —=x+ ax? +bx3 +o(x3). On obtient
x—0 2
eXtelx) _— e%+axz+bx3+o(x3)
x— 0

1 /x N2 T /xy\3 3
2 (Grad) 2 (3) +ot)
B X 1 a 1 3 3
X:O1+2+(a+8) (b+2+48>x +o(x”).

1 1 1 1
L’égalité e***(X) 4 @(x) — 1 = 0 fournit alors a—l-g-l—a:Oetb—l—%—l—@—i—b:Oouencorea:fﬁ etb:m.

2éme solution. On a déja @(0) =0 et ¢’(0) = 0. En dérivant I’égalité (), on obtient
(1 + /(X)X oM (o0 £ 1) — (14 ¢/(x))eX e (1) (14 ¢/ ()Xol

= 1+(§+ax2+bx3)+

e"(x) =~ — :
(extolx) +1) (exte(x) 4 1)
1
@"(0) L
et donc 5 ST De méme,

x+@(x) I 2 / x+@(x)
(9(3)(x) =—¢"(x) e 1+ (p’(x))ex+‘p(x) (1 +e'(x)) S+ 1+ (p’(x))e’”'(p(") (0 +e'(x))e —,

(ex+(p + ]) (ex+(p + ]) (ex+(p(x) + ])

(3) 1/1 1 1 1/2 1 1 1
et donc ¢ (0) = <— X — — =X L + = x —> = 107" La formule de TAYLOR-Y OUNG refournit alors

8§ 4 2 4 2 8

n® 7 : On dérive par rapport & A les deux membres de ’égalité f(Ax) = A"f(x) et on obtient
of r—1
Vx = (X1, ..., Xxn) € R™, YA > 0, le )\x)—r)\ f(x),
et pour A = 1, on obtient

= of
VX = (X1, .00y Xn) € R™ ing(x) =rf(x).
i=1
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n°8: 1) f est de classe C' sur R? qui est un ouvert de R?. Donc si f admet un extremum local en un point (xo,yo) de
R?, (x0,Yo) est un point critique de f.

3x2 4 6xy — 15 =0 x=2 x=-2
At :O‘:’{ 120 ‘:){ I ou

1 1
Réciproquement, T = 6x+6y, t = 0 et s = 6x puis rt—s? = —36x2. Ainsi, (rt—s?) (2, 1) = (rt—s?) (—2 _4_1> =144 <0

)

et f n’admet pas d’extremum local en (2, %) ou (—2, —%)

f n’admet pas d’extremum local sur R?. I

2) La fonction f est de classe C! sur R? en tant que polynome & plusieurs variables. Donc, si f admet un extremum local
en (xo,Yo) € R?, (x0,Yo) est un point critique de f. Soit (x,y) € R?.

of
_(va) =0

ox o —4(x —y) +4x3 =0 x> +y>=0 o v=x
of
oy

(xy) =0 4x—y)+4y>=0 —4(x—y) +4x3 =0

@ (Xay) E {(O)O)) (\/z) \/z) ) (7\/2,*\/2)} .
Réciproquement, f est plus précisément de classe C? sur R? et
T, Y)tx,y) — s2(x,y) = (—4 + 12x%)(—4 + 12y?) — (4)? = —48x? — 48y? + 144x%y? = 48(3x%y? —x* — y?)

o (1t —s?) (ﬁ, \/Z) =48(12 —2—2) > 0. Donc f admet un extremum local en (\/Z, \/Z) Plus précisément, puisque
T (\/Z ﬁ) =2x12—4=20> 0, f admet un minimum local en (\/Z, \/Z) De plus, pour (x,y) € R?,

f(x,y)—f(\/z,\/z) = 2x—yP+x+uyt—8=x*4+yt —2x2 —2y% +4xy + 8
Tyt 2 -2y 20 ) A8 = (X A ) F (-t ) = (22 (v —2)2

et f (ﬁ, ﬁ) est un minimum global.

e Pour tout (x,y) € R?, f(—x, —y) = f(x,y) et donc f admet aussi un minimum global en (—\/Z, —\/Z) égal a 8.

e £(0,0) = 0. Pour x # 0, f(x,x) = 2x* > 0 et donc f prend des valeurs strictement supérieures a f(0,0) dans tout voisinage
de (0,0). Pour x € }—ﬁ, \/Z[ \ {0}, f(x,0) = x* — 2x? = x?(x* —2) < 0 et f prend des valeurs strictement inférieures a

f(0,0) dans tout voisinage de (0,0). Finalement, f n’admet pas d’extremum local en (0, 0).

f admet un minimum global égal a 8, atteint en (\/Z ﬁ) et (—\/Z —\/Z)

n°9 : On munit .#,(R) d’une norme sous-multiplicative || ||. Soit A € GLn(R). On sait que GL,,(R) est un ouvert de
M (R) et donc pour H € .#, (R) de norme suffisamment petite, A + H € GL,(R). Pour un tel H

A4+H) T-—AT=A+H) "I, —(A+HA )= —(A+H) THA!
puis
A+H T—AT+A THA ' =—(A+H) "THA "+ A" THA T = (A+ H)'(-HA" + (A + HA"THA )
=(A4+H) THATHA "
Par suite, [|f(A +H) — f(A) + A~THA || = [[(A + H)~' = A~ + A=THAT|| < |[(A + H) || [JA~ || [IH)
Maintenant, la formule M~! = ] t(com(M)), valable pour tout M € GL,(R), et la continuité du déterminant

~ det(M)
montre que Iapplication M — M~ est continue sur 'ouvert GL,,(R). On en déduit que H(A +H)! H tend vers HA‘1 H
quand H tend vers 0. Par suite,
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lim_ [[(A+H)"'|[[JA7"]|* |HI| = 0 et donc lim " [(A+H)T—ATT+ATTHA || =0.
H—0

H—0 || H]|

Comme l'application H — —A~THA ™! est linéaire, c’est la différentielle de f en A.

VA € GLn(R), VH € . (R), dfa(H) = —A~THA .

n° 10 : Pour tout complexe z tel que |z| < T,

too Z2n+1 too ‘Z|2n+1
i = e ———— =sh <shl,
sinfa)] = | Y (-1 Zmpe | < Y P —shilel) <
n=0 n=0
e’ —et’ e—e!

I’égalité étant obtenue effectivement pour z =1 car |sin(i)] =

Max{|sinz|, z € C, |z| < 1} = sh(1).

n°11 : 1) Pour (x,y) € R?, on pose P(x,y) = 2x + 2y + e*™Y = Q(x,y). Les fonctions P et Q sont de classe C' sur R?

oP 0
qui est un ouvert étoilé de R%. Donc, d’aprés le théoréme de SCHWARZ, w est exacte sur R? si et seulement si Pl 6_Q
y X
oP n 0Q s . s . 2
et comme 3 2+ ety = e la forme différentielle w est une forme différentielle exacte sur R=.
y X

Soit f une fonction f de classe C' sur R2.

of

35 oY) =2x+2y + exty
df = w & V(x,y) € R?, of
3y (oY) = Zxk 2y e

f(x,y) = x> + 2xy + eV + g(y)
2x + etV + g'(y) = 2x + 2y + e¥tY

f(x,y) = x? + 2xy + Y + g(y)
gy) =y* +A
&M eR/V(x,y) € R/ f(x,y) = (x +y)* + TV + A,

&3g € C'(R,R)/ Vix,y) € R?, {

& I\ e R/ Y(x,y) € R?, {

Les primitives de w sur R? sont les fonctions de la forme (x,y) — (x +y)? + etV + A, A € R.
Remarque. On pouvait aussi remarquer immédiatement que si f(x,y) = (x +y)? + XY alors df = w.

2) La forme différentielle w est de classe C' sur Q = {(x,y) € R?/ y > x} qui est un ouvert étoilé de R? car convexe.
Donc, d’aprés le théoréme de SCHWARZ, w est exacte sur Q si et seulement si w est fermée sur Q.

i(#)i<1 by ) 12y x+y _ x+y
agc —v?) o \x—v x—v?) " x—v? x—v? (x—uP w-x?

_<L _< 1 . ) 1 N 2x x4y i<#>
dy\ (x—vy)2) oy\ y—x “(y—x?2) ([—x?2 (u—x3 (y—x3 ox\(x—y)?/)

Donc w est exacte sur I'ouvert Q. Soit f une fonction f de classe C! sur R2.

of

a(xvy)__(xfy)z
df =w & V(x,y) € Q,

I fxy) =

oy Y T i—y)2

floy) = 2 +ol)

’ N X
o YV =T

&I ER/Vlxy) €0, flxy) = -+

& 3g e CN(R,R)/ V(x,y) € Q,

Les primitives de w sur Q sont les fonctions de la forme (x,y) — Y +AAeR
X—Yy
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3) w est de classe C' sur R? \ {(0,0)} qui est un ouvert de R? mais n’est pas étoilé. On se place dorénavant sur Q =
R2\ {(x,0), x €] — 00,0]} qui est un ouvert étoilé de R?. Sur Q, w est exacte si et seulement si w est fermée d’aprés le
théoréme de SCHWARZ.

0 2 0
o (xz iyz y> = fﬁ = @ <ﬁ> Donc w est exacte sur Q. Soit f une application de classe C! sur
Q.
af(x u) X
Y T2
df = w & Y(x,y) € Q, %’f‘ Xy
() = 5o~y
oy x? +y?
of 1
: 3 0v) =50 +y*) +g(y)
@396(: (R,R)/V(X,Q)EQ, Xy , Y
X2t y2 +9'l Xty Y
1

SIMER/V(xy) €Q, flx,y) = z(ha(xz +u?) —y?) + A

1
Les primitives de w sur Q sont les fonctions de la forme (x,y) — z(ln(x2 +y?)—y?)+ A AER.

Les fonctions précédentes sont encore des primitives de w sur R? \ {(0,0)} et donc w est exacte sur R? \ {(0,0)}.

4) w est de classe C! sur ]0, +o00[? qui est un ouvert étoilé de R?. Donc w est exacte sur ]0, +-00[? si et seulement si w est
fermée sur ]0, +-o0o[? d’aprés le théoréme de SCHWARZ.

0 1 1 et 0 ] ] Donc 0 ] # 0 ] et w n’est pas exacte sur ]0, +oo[2
—-——)=—5et—|—— ) =———.Donc — [ —— — | — n X ur ool”.
ox xy? xZy? oy \ x%y x2y? ox \ xy? oy \ x%y P ’

On cherche un facteur intégrant de la forme h : (x,y) — g(x* 4+ y?) ou g est une fonction non nulle de classe C' sur
10, 4+-o0l.

0 | 2 2 _ 1 2 2 2 /(52 2 0 | 2 2 _ | 2 2 2 /(52 2
ax( Xyzg(x +y )) —Xzyzg(x +vy7) 729 (x“+y~) et 3y Xzyg(x +y7) ) = Xzyzg(x +y )+X29 (x“+y?).

1 2 1 2
hw est exacte sur J0, +00[? & V(x,y) €]0, +oo[?, 5 g(x? +y?) — —Zg’(x2 +y?) =— 5 2g(x2 +y?) + —Zg'(x2 +y?)
Xy Yy Xy X

x2+y2

1
& V(x,y) €10, +o0l?, Xzyzg(szrszf N o' +y*) =0

SVt>0, —tg'(t) +gt) =0 & IAE R/ Vt >0, g(t) = At.

La forme différentielle (x? +y?)w est exacte sur ]0, +-00[%. De plus,

1 1
d<§2) = <—+%) dx — <12+—) dy = (x* +y?)w.
Yy X Yy X Y x

n°13 : 1) Soit f une application de classe C' sur R?. Posons f(x,y) = g(u,v) ott u = x+y et v =x + 2y. L’application
(x,y) — (x+y,x+2y) = (u,v) est un automorphisme de R? et en particulier un C'-difféormorphisme de R? sur lui-méme.
of 0 ~O0u_0g Ov _0g 0g , Og
ox ax(g(“‘v” T “ou T v T ou T

of 0og dg
R o _ 99,99
De méme, 3y~ ou 3 et donc
,0f _9f _,99 ;99 99,39 _ 99
ox 0y ou ov  ou v  ou
. of  of dg 1 5 1
Par suite, 2& 3 =0& i 0 & dh € C(R,R)/ Y(u,v) € R4, g(u,v) = h(v) & Jh € C'(R,R)/ V(x,y) €

R?, f(x,y) = h(x + 2y).

Les solutions sont les (x,y) — h(x +2y) ot h € C' (R, R).
Par exemple, la fonction (x,y) — cos+/(x + 2y)2 + 1 est solution.
2) Soit f une application de classe C' sur R? \ {(0,0)}. Posons f(x,y) = g(r,0) oit x =rcos8 et y = rsin 0. L’application

(r,0) — (rcosB,1sin0) = (x,y) est un C'-diffeormorphisme de ]0, +oo[x [0, 27 sur R? \ {(0,0)}. De plus,
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dg 0 ox of 9y of of . of
99 _ ¢ XL I 5ol 4 sino—
or ar( (e u)) or ox 0t Oy o8 ax+bm oy’
et
og 0 ox of oy of . . of of of of
99 _ ¢ S I o ol I &
20 20 V) = 3a5c T oy — T OG T 05, T X5y T Vax
Donc
of  of dg :
i U = 0s 30— 0 & Jhy € C'(]0, 400, R)/ V(r,0) €]0, +00[x[0, 27t], g(r,0) = hq(r)

& 3 € C'(10, 400l R)/ ¥(x,y) € R2\{(0,0)}, f(x,y) =M1 (VX2 +v?)
& Jh e C1(]0, 400, R)/ V(x,y) € RZ\{(0,0)}, f(x,y) = h(x? +y?).

Les solutions sont les (x,y) — h(x? +y?) ot h € C'(]0, 400, R).

02f 02f
3) Soit f une fonction de classe C? sur ]0, +oo[xR. D’aprés le théoréme de SCHWARZ, ——— = ———.
0xdy  0yox
Soit ¢ : ]0,400[xR — 10, +0o[xR . Donc si on pose f(x,y) = g(u,v), ona g="~o @.
(u,v) = (w,uw) = (x,y)

Soit (x,y,u,v) €]0,4+o0[xRx]0, +oo[xR.

u=x

e(uv) = (xy) { w—uy

{22

Ainsi, @ est une bijection de ]0, 4+oo[ sur lui-méme et sa réciproque est ’application

x|er

@' : 10,400[xR —  ]0,+oo[xR
) o (62) =)

De plus, @ est de classe C? sur ]0, +oo[xR et son jacobien

](P(U.,V) = v ou

10‘
=u

ne s’annule pas sur J0, +oo[xR. On sait alors que @ est un C2-difféomorphisme de 0, +-00[xR sur lui-méme.

Puisque g = fo @ et que ¢ est un C?-difféomorphisme de 0, +00[xR sur lui-méme, f est de classe C? sur ]0, +oo[xR si
et seulement si g est de classe C? sur ]0, +o0o[xR.

of ouodg 0vaog og y 0g
e — = — —— _—— = — — — —
ox OxOou 0x0ov ou x20v
of ou dg dv 0g 10g
o — = — —— _—— = ——,
oy Oyou Odyov xO0v
JOf 0 (% ydg\ (2% y %\, (2ydg y 9% K y?d%\ % 2y d'g  y?d% 2ydg
ax2  Ox \ou x29v/) \duz x20oudv x30v  x2oudv  x*ovi /) auZ x20udv x*ovi  x3 v’
o%f 0 [9g y 0g 1 azg 1 og y azg
° == = - — = = i
ox0y dy \ou x2 Qv x vy xZov X3 0v?
GO _ 0 (10g) _12%
oy2  dy \xov/) x2ov?’
Ensuite,
5 92f % f 5 o2f 2 azg azg yz azg 2y 0g azg 2y dg Zyz 62g yz 62g
XTS5 2y TY S5 =X 55— 2y 232 T 3y T3y 2 3 T2z
0x 0x0y oy ou oudv  x“ ov X 0v ovov  x ov  x? 0v X 0V
62
ou?’
Ainsi,
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5 0%f 02f 5 92f 0%g
V(X,U) E]O)+OO[XRaX —Z(X»U)+2XU—(X,U)+U —Z(X,U) :O®V(u,\)) E]O,+OO[><R, —z(uav) =0
0x 0x0y oy ou

& Jh e C3(R,R)/ V(u,v) €10, +00[xR, g—ﬁ(u,v) =h(v)
J(h, k) € (C*(R,R))?/ ¥(u,v) €]0,400[xR, g(u,v) =uh(v)+ k(v)

3(h, k) € (C*(R,R))?/ V(x,y) €0, +oolxR, f(x,y) = xh({xy) + k(xy).

Les fonctions solutions sont les (x,y) — xh(xy) + k(xy) ot h et k sont deux fonctions de classe C? sur R.

n° 13 : On munit (R3)? de la norme définie par V(x,y) € (R3)?2, ||(x,y)| = Max{||h||2, [[k|2}-
e Soit (a,b) € (R?)2. Pour (h, k) € (R3)?,
f((a,b) + (h,h)) =(a+h).(b +k) =a.b+ ah+bk+hk,

et donc f((a,b) + (h,h)) —f((a,b)) = (a.h + b.k) + h.k. Maintenant I'application L : (h,k) — a.h + b.k est linéaire et
de plus, pour (h,k) # (0,0),

[f((a,b) + (W, h)) = f((a, b)) = L((h, k)| = [hK < [[R]2][K]2 < [[(h, K%,

et donc mf((a.m + (h,h)) = f((a, b)) = L((h, k)| < [[(h, k)|| puis

1
lim ——f((a,b)+ (h,h)) —f((a,b)) — L((h,k))| = 0.

ol @B+ () — (@, )~ L, )

Puisque 'application (h, k) — a.h+ b.k est linéaire, on en déduit que f est différentiable en (a,b) et que V(h, k) € (R3)?,

df(a,b) (h, k) =ah+Db.k.

La démarche est analogue pour le produit vectoriel :

[MAK _ [2][K]2

(I (H(h k)]

1
——  _la+h)A(b+k)—aAb—aAh—bAk|; =

[[(h, k) < K]

Puisque I’application (h, k) — aAh+bAk est linéaire, on en déduit que g est différentiable en (a,b) et que V(h, k) € (R3)?2,
dg(a‘b)(h, k) =a/Ah+DbAk.

1
n®14 : e Pour tout x € E, [[f(x)| = I I + = 1. Donc f est bien une application de E dans B.
Tl [x+1
e Siy =0, pour x € E, f(x):y{:}T”X”x:O(:Mc:O.

Soit alors y € B\ {0}. Pour x € E,
fx)=y=x=00+[x[ly= 3N eK/x=ry.

Donc un éventuel antécédent de y est nécessairement de la forme Ay, A € R. Réciproquement, pour A € R, f(Ay) =

— 1y et donc
DY
fA =y —Fm7m=1A=1+A
Y T l
& 0et(1—[lyDA=1) ou (A <0et (1+ [y A =1)
1
SA= (car |lyll < 1).
T—lyll
Dans tous les cas, y admet un antécédent par f et un seul a savoir x = T HU”y Ainsi,
S 1 1
f est bijective et ¥x € B, f~'(x) = 17”"”)('

e On sait que I'application x ~— ||x|| est continue sur R?. Donc I’application x est continue sur R? en tant

1T+ x|l
qu'inverse d’une fonction continue sur R? a valeurs dans R, ne s’annulant pas sur R?. L’application x — 17”” est
—|x

continue sur B pour les mémes raisons. Donc les applications f et f~! sont continues sur R? et B respectivement et on a
montré que
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lapplication f : E — B est un homéomorphisme.
X

1+ |||

n° 15: 1ére solution. Pour x = (x1,...,%xn
généraux et pour tout x = (x1,...,xn) € R™\ {0} et tout i € [1,n]
of Xi
(x) = -
0xi [1x]l2

On en déduit que f est différentiable sur R™ \ {0} et pour x € R™\ {0} et h € R™

. aaf
i=1

Xi

n

1 h
inhi = L
2 [1x]2

x|h

vx € R™\ {0}, VYh € R™, dfy(h) = W
2

2 éme solution. Soit x € R™\ {0}. Pour h € R™,

(I + 12 = [x[l2) (x + hll2 + [Ix]l2) _ 2(x/h) + [|h]|3

X +hll2 = lIx]l2 = = :
[+ Rfl2 + [x]2 [ +Rll2 + [x]2
puis
xho 2R+ h)3 xlh = (lx +hll2 —[[x]l2) (xIh) + [[x][2]|R]3
x4+ hl2 = lIx[l2 — = - =
Ixllz - lx+hllz+lxllz - lixll2 (I 4+ Rll2 + [xll2) lIx]l2
1 1

Maintenant, on sait que I’application x — |[|x||2 est continue sur R™. On en déduit que ~
Il (e + 2 + <2 Tl w0 2[x[3

et aussi que ||x 4+ h|[2 — ||x]|2 tend vers 0 quand h tend vers 0. Ensuite, puisque |(x|h)| < ||x||2||h||2 (inégalité de CAucHY-
SCHWARZ), on a x/h o O(||h]]2) puis (||x + hl2 — [|x]|2) (x[h) o o(|Ih|l2)-

— ([P + 2 = [[x][2) (xIh) + [[x][2][n]3

Finalement, = o(||h||2) et donc
xRzt el oo O
e+Tf2 = ixllz + ” ” + o([[h][2).
: - x/h o ) ) I
Puisque l'application h — X est linéaire, on a redémontré que f est différentiable en tout x de R™ \ {0} et que
X|[2
x|h
VX S Rn\{O}, \V/h S Rn, dfx(h) - W
2

Soit L une application linéaire de R™ dans R c’est-a-dire une forme linéaire.

1 h
0+ hl.— OzL(h))—1L<—>.
Tz 1O+ 1z = ol LE

Supposons que cette expression tende vers 0 quand h tend vers 0. Pour u vecteur non nul donné et t réel non nul,

tu t u
I'expression 1 — L <|t T ) =1- mL (| i ) tend donc vers 0 quand t tend vers 0. Mais si t tend vers 0 par valeurs
U2 ujj2

supérieures, on obtient L(u) = ||u|2 et si t tend vers 0 par valeurs inférieures, on obtient L(u) = —|lul|2 ce qui est
impossible car u # 0. Donc f n’est pas différentiable en 0.
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n°16 : On pose BC = a, CA = b et AB = ¢ et on note &/ l'aire du triangle ABC. Soit M un point intérieur au
triangle ABC. On note I, J et K les projetés orthogonaux de M sur les droites (BC), (CA) et (AB) respectivement. On
pose u = aire de MBC, v = aire de MCA et w = aire de MAB. On a

2u  2v 2w

d(M, (BC)) x d(M, (CA)) x d(M, (AB)) = MI x M] x MK = g X 3 X = iuv(;z{—u—v).

c abc

1l s’agit alors de trouver le maximum de la fonction f : (u,v) — wv(&/ —u —v) sur le domaine
T={(y,v)eR?/u>0,v=0etut+v<a}

T est un compact de R2. En effet :

-VY(u,v) € T2, ||(w,v)||1 =u+v < & et donc T est bornée.

- Les applications @1 : (u,v) —u, @2 : (u,v) —vet @z : (u,v) — w+v sont continues sur R? en tant que formes
linéaires sur un espace de dimension finie. Donc les ensembles P; = {(u,v) € R?/ u > 0} = (p1_1 ([0, +o0l),

P ={(u,v) € R?/v > 0} = @; ([0, +00]) et P3 ={(u,v) € R2/ u+v <0} = @3'(] — 00,0]) sont des fermeés de R?

en tant qu'images réciproques de fermés par des applications continues. On en déduit que T =Py NP, NP3 est un
fermé de R? en tant qu'intersection de fermés de R?.

Puisque T est un fermé borné de R?, T est un compact de R? puisque R? est de dimension finie et d’aprés le théoréme de
BOREL-LEBESGUE.

f est continue sur le compact T a valeurs dans R en tant que polynome a plusieurs variables et donc f admet un maximum
sur T.

Pour tout (u,v) appartenant a la frontiére de T, on a f(u,v) = 0. Comme f est strictement positive sur T = {(u,v) €
[e] [e]
RZ/u>0, v>0etu+v <0}, fadmet son maximum dans T. Puisque f est de classe C' sur T qui est un ouvert de R?,

[e] [e]
si f admet un maximum en (up,vo) € T, (up, Vo) est nécessairement un point critique de f. Soit (u,v) € T.

of (u,v) =0
3, ) = — — = = M
ou o V(o —2u—v) _O o 2u+v_.;zf cu=v=2
of ule —u—2v) =0 u+2v=uo 3
—(u,\)) =
ov
. : - . . o o . :
Puisque f admet un point critique et un seul a savoir (wg,vo) = 33 ) f admet son maximum en ce point et ce
3
maximum vaut f(ug,vo) = > Le maximum du produit des distances d’un point M intérieur au triangle ABC aux cotés
3
de ce triangle est donc 7abe’

Remarque. On peut démontrer que pour tout point M intérieur au triangle ABC, on a M = bar ((A, aire de MBC), (B, aire de M
Si maintenant M est le point en lequel on réalise le maximum, les trois aires sont égales et donc le maximum est atteint
en G l'isobarycentre du triangle ABC.

n° 17 : Soient A et B les points du plan de coordonnées respectives (0, a) et (a,0) dans un certain repére % orthonormé.
Soit M un point du plan de coordonnées (x,y) dans Z. Pour (x,y) € R?,

f(x,y) = HM—>AH2 + HWHZ = MA + MB > AB avec égalité si et seulement si M € [AB].
Donc f admet un minimum global égal & AB = av/2 atteint en tout couple (x,y) de la forme (Aa, (1 —2A)a), A € [0, 1].

n° 18 : Puisque la fonction ch ne s’annule pas sur R, g est de classe C? sur R? et pour (x,y) € R?,

dg _ ,sin(2x) , (cos(2x)
Y= 2y (ch(zw )
puis
0%g ~ cos(2x) ., ( cos(2x) sin?(2x) _,, [ cos(2x)
B =G () YTy ()
B _4005(2x)f, (cos(Zx)) 41 —cosz(Zx)f,, (cos(Zx))
~ ch(2y) \ ch(2y) ch?(2y) ch(2y) /-
De méme,
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%(x - _2cos(2x)sh(2y) , (cos(Zx))
oy YT hZ(2y) ch(2y)
puis
d2g B 2c¢h3(2y) — 4sh?(2y) ch(2y) ., [ cos(2x) cos?(2x) sh?(2y) ., ( cos(2x)
ayz o) = sy ' 2y) () a'y) )
_cos(2x) 5 ,(cos(Zx)) cos?(2x)(ch?(2y) — 1) ,,(cos(Zx))
= 4Ch3(2y)( ch”(2y) + 2)f h(2y) +4 o (2y) f a2y )

Donc, pour tout (x,y) € R?,

ch?(2y) _ ,cos(2x) ., (cos(2x) cos?(2x)\ ., ( cos(2x)
i atn) =2 () + (1- chz(Zy)>f ()

2 2
Maintenant, pour (x,y) € R?, —1 < %2;)) < 1 et d’autre part, l'expression %

, (x,y) € RZ} = [1,1]. Par suite,

= cos(2x) décrit [—1,1] quand x

cos(2x)
ch(2x)

décrit R. Donc {

V(x,y) R?, Ag(x,y) =0 &Vt € [-1,1], (1 —t)f"(t) — 2tf'(t) = 0.

cos(2x)
ch(2y)

=1 & |cos(2x)| = ch(2y) & |cos(2x)| = ch(2y) =

On cherche une application f de classe C2sur]—1,10 Or

1(:)y:Oetx€§Z. Donc

V(x,y) RZ\{(%T,O) , keZ}, Ag(x,y) =0& Vel —1,1[, (1 —t)f"(t) —2tf'(t) =0

A

&vtel =110 (1 =t)f) (1) =0& M eR/ vVt el —1,1], ) =575

&3 ) e R?/ Vel —1,1], f(t) =Aargtht + .

De plus, f n’est pas constante si et seulement si u = 0.

L’application t — argtht convient. I

clx,y) —s(x,y)
s(xy)  clx,y)
de classe C! sur R? telle que ¢? + s? = 1 (). Il s’agit dans un premier temps de vérifier que les fonctions c et s sont
constantes sur R?.

n°19 : Soit (x,y) € R%. La matrice jacobienne de f en (x,y) s’écrit ( ) ol ¢ et s sont deux fonctions

2f 0% f 0
Puisque f est de classe C? sur R?, d’aprés le théoréme de SCHWARZ, —— = ———. Ceci s’écrit encore — ) =
0x0y 0x0y oy \ S

d / —
— ( s ) ou enfin
0x c

oc )

a—(x»y) fa—s(x,y)

Vix,y) eRr2, | Y = X ().
% x,y) % (%)
oy »Y ox Y
- R . . . .., oc 0s oc 0s .
En dérivant (x) par rapport & x ou a y, on obtient les égalités c=— + s— = 0 et c— + s— = 0. Ceci montre que les
ox ox oy oy
dc ac
deux vecteurs g: et 21_84 sont orthogonaux au vecteur non nul ( 2 ) et sont donc colinéaires. Mais ’égalité
dx dy
oc oc
(*+) montre que les deux vecteurs g: et 22 sont aussi orthogonaux l'un a l'autre. Finalement, pour tout
dx dy
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oc oc

—(x,y) —(x,v)

(x,y) € R?, les deux vecteurs g)s( et 22 sont nuls. On en déduit que les deux applications c et s
_(Xay) _(Xay)
0x oy

sont constantes sur R? et donc, il existe 0 dans R tel que pour tout (x,y) € R?, la matrice jacobienne de f en (x,y) est
cos(B) —sin(0)
sin(0)  cos(0) ‘
Soit g la rotation d’angle 0 prenant la méme valeur que f en (0,0). f et g ont mémes différentielles en tout point et
coincident en un point. Donc f = g et f est une rotation affine.

Soit f : R? — R? de classe C? dont la différentielle en tout point est une rotation.
Montrer que f est une rotation affine.
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