Pondichéry 2012. Enseignement spécifique

EXERCICE 4 (5 points) (candidats n’ayant pas suivi ’enseignement de spécialité)
Partie A Restitution organisée de connaissances

Soit z un nombre complexe. On rappelle que Z est le conjugué de z et que |z| est le module de z.
On admet 'égalité |z|* = zz.

Montrer que, si z1 et z; sont deux nombres complexes, alors |z1z2| = |z1]|z2].

Partie B Etude d’une transformation particuliére

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O; ﬂ); 7), on désigne par A et B les points d’affixes

respectives 1 et —1.

Soit f la transformation du plan qui & tout point M d’affixe z # 1, associe le point M’ d’affixe z’ tel que :

1—2z
z' = ——

z—1
1) Soit C le point d’affixe zc = —2 +1.

a) Calculer l'affixe z¢+ du point C’ image de C par la transformation f, et placer les points C
et C’ dans le repére donné en annexe.

b) Montrer que le point C’ appartient au cercle € de centre O et de rayon 1.
c) Mountrer que les points A, C et C’ sont alignés.

2) Déterminer et représenter sur la figure donnée en annexe I'ensemble A des points du plan qui ont le point A
pour image par la transformation f.

3) Montrer que, pour tout point M distinct de A, le point M’ appartient au cercle %.

/

est réel.

4) Montrer que, pour tout nombre complexe z # 1,
Que peut-on en déduire pour les points A, M et M'?

5) On a placé un point D sur la figure donnée en annexe. Construire son image D’ par la transformation f.

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



Annexe a rendre avec la copie
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Pondichéry 2012. Enseignement spécifique
EXERCICE 4

Partie A

Soient z7 et z; deux nombres complexes. On sait que z1z2 = Zz7 X z; et donc
— - 2
lz1221? = 2122 (2122) = 11T 2275 = |2 P |22 = (2] x |22)°
En résumé, |z12:|2 = (|z1] x |22\)2. Puisqu’un module est un réel positif, en prenant la racine carrée des deux
membres de 1’égalité précédente, on obtient |z1z2| = |z1] X |z2|. On a montré que

pour tous nombres complexes z1 et z3, |z1z2| = |z1] X |z2]. I

Partie B
1) a)
N Cl—zc 1—(=2+1)  3-1  (3-1)(-3+1)
Tzl (—2—1) -1 3-i (3-1)(-3+1
. —9+6i+1 _—8+6i__é_1+§.
(=324 (=12 10 5 5°
__4_1_{_%'
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4\ 2 2 16 9
00 = kel =[(2) ¢ (2) = v £ = vT=1. Do

le point C’ appartient au cercle de centre O et de rayon 1. I

c) Le point A a pour coordonnées (1,0), le point C a pour coordonnées (—2,1) et le point C’ a pour coordonnées

43 : Y6 . =) . 23
~535 ) Par suite, le vecteur AC a pour coordonnées (—3,1) et le vecteur AC’ a pour coordonnées 575 )

. 3 - - o .
On en déduit que EAAC) = AC’ et donc les vecteurs AAC) et AC’ sont colinéaires. Ceci montre que

les points A, C et C’ sont alignés. I

2) Soit M un point du plan distinct de A. On note z son affixe (z est donc un nombre complexe distinct de 1).
Posons z = x + iy ol x et y sont deux réels tels que (x,y) # (1,0).

1—2z

fM) =A & —1el-z=z—1(ctz#£1)

z—1
Sz+z=2(etz#£1)
Sx+iy+x—1iy =2 (et (x,y) # (1,0))
&x=1 (et (x,y) # (1,0))
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L’ensemble A est la droite d’équation x = 1 privée du point A. I

3) Soit M un point du plan distinct de A dont laffixe est notée z.

M=z == _z=1_
z—1] |z—1] lz—1]

oM’ =z/| =

Donc M’ appartient au cercle de centre O et de rayon 1 ou encore M’ appartient au cercle %.

4) Soit z un nombre complexe distinct de 1. Posons z = x 4+ 1y ou x et y sont deux réels tels que (x,y) # (1,0).

1—z :
/=1 z1 <1—z 1>>< 1 1—2z)—(z-1) 2—z—Z
z

z—1  z—1 z—1

—1 (z=NE-1)  z-1Ez-1n
_ 2 (x+iy)—(x—iy)  2-2
B 1P R

!’

2 X z
Le nombre ——— est un nombre réel et donc le nombre

| iz ] est un nombre réel. Notons k ce nombre réel.
z— ”—

z'—1
z—1

—
=k=z' 1 =kz—1) = 255 = kzgy = AM/ = kKAM.

Ainsi, les vecteurs AM et AM’ sont colinéaires ou encore les points A, M et M’ sont alignés.

Pour tout point M distinct de A, le point M’ appartient a la droite (AM).

5) D’aprés la question 3), le point D’ appartient au cercle €. D’aprés la question 4), le point D’ appartient & la droite
(AD) et d’apres la question 2), le point D’ n’est pas le point A puisque le point D n’appartient pas a A.
D’ est donc le point d’intersection de la droite (AD) et du cercle € autre que le point A.
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