EXERCICE 4 (5 points )

(Candidats n’ayant pas suivi ’enseignement de spécialité)

On se place dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct (O; 7, 7)

1.

Un triangle

a) On considere les points A, B et C' d’affixes respectives a = 2,0 = 3 + iv3etc=2i\3.
Déterminer une mesure de 1’angle ABC'.

b) En déduire que 1’affixe w du centre Q) du cercle circonscrit au triangle ABC est 1 + iy/3.

Une transformation du plan

On note (z,) la suite de nombres complexes, de terme initial z, = 0, et telle que :

1+iv3

Zni1 = 5 Zn + 2, pour tout entier naturel n.

Pour tout entier naturel n, on note A,, le point d’affixe z,.

a) Montrer que les points A,, A3 et A4 ont pour affixes respectives :
34+iv3, 2+2ivV3 et 2iV3.

On remarquera que : Ay = A, Ay = Bet Ay =C.
b) Comparer les longueurs des segments [A; As] [A A3 et [A3Ay].

¢) Etablir que pour tout entier naturel n, on a :

_1+4V3

5 (2, — w).

Zntl — W

ou w désigne le nombre complexe défini a la question 1.b).

d) En déduire que le point A, est I'image du point A,, par une transformation dont on précisera
les éléments caractéristiques.

e) Justifier que, pour tout entier naturel n,on a: A, 4 = A,. Déterminer I’affixe du point Asg;5.

Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléete, ou d’initiative, méme non
Jfructueuse, sera prise en compte dans I’évaluation.

Déterminer, pour tout entier naturel n, la longueur du segment [A,, A, 1].
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EXERCICE 4
1) Un triangle.
c—b 2iv/3-3-iV3 -3+iV3  —iv3(-1-iV3)

a) = = = —iv/3. Maintenant, on sait que

a—b 2-3-iV/3 —1-1/3  —1-iV/3
(ﬁ,ﬁ)—arg<ﬂ)—arg(—i\/§)——g [27].

a—b

(car —iv/3 est un imaginaire pur de partie imaginaire strictement négative). En particulier,

T
ABC_E'

b) Ainsi, le triangle ABC est rectangle en B. On en déduit que [AC] est un diamétre du cercle circonscrit au triangle ABC
ou encore le centre du cercle circonscrit au triangle ABC est le milieu du segment [AC]. Ainsi,

_ ZAJZ”‘C _ 2+§“/§ — 1413,

le centre du cercle circonscrit au triangle ABC est le point Q d’affixe w = 1+1v/3.

2) Une transformation du plan.

a)ez; =0+2=2.

1+1V3
o2y = +21\/—><2+2:1+i\/§+2:3+i\/§.
. . e p
023 = +2”§(3+i\/§)+z:3““§zw§ S pa=2y lf:2+2i¢§.
: 2
.24:1+21\/§(z+zi\/§)+z:(1+1\/§) +2=142iV3-3+2=2iV3.

b) e A1Az =|lz2 —z1] = ‘3+i\/§—2‘ — ‘1 —i—i\/_’;‘ - 12+(\/§)2:

2.
o AsAs = |23 — 22| = ’2+21\/§—3—i\/§’ - ‘—1+i\/§‘ :,/(—1)2+(\/§)2:2.

o AsAy = ||zq — 23| = ‘ziﬁ_z_zi\@‘ — -2 =2.

A1As = AsA3 = AsAg = 2. I

c) Soit n € N.
. . . . 2- . 2
! +21\/§(zn—w) fw= +21\/§zn— ! +21\/§(1 +iV3) + (1 +1V3) = ] +21\/§zn— L 1\/§2+ (iv3) +14+1V3
1T+ —2 4 2i 1T+ 1T+
- +21\/§zn— +2 1\/§+1+i\/§:JFT“@ZM%—i\@M+i\/§: +21\/§zn+2
=Zn+1,
et donc zpp1 —w = ] +21\/§(Zn —w).
Pour tout entier naturel n, z, 1 —w = ] +21\/§ (zn — w).

14
d) Soit r la transformation du plan d’expression complexe z’ = w + +21\/§ (z— w).
1T+ )
3 s (Z) s (3) = e,
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et donc 1 est la transformation d’expression complexe z' = w + e/3(z — w). On sait que T est la rotation de centre Q et

s
d’angle —.
&3

T

Pour tout entier naturel n, An;1 = r(Ay) ol r est la rotation de centre Q et d’angle 3

e)SoitneN. QA 1 =0A, 5=...= QA1 = QA,. D’autre part, d’aprés la relation de CHALES,

(QAn,QAMg) - (QATUQA“H) + (QAHH,QAHH) T (QAn+5,QAn+6) —6x g 2,

et done (QAn,QAn+6) — 0 [271. En résumé, QAn = QA ¢ et (QAn,QAn+6) — 0 [27d. On en déduit que QA, —
QA 16 puis que A6 = An.

Pour tout entier naturel n, Ani¢ = An.

On en déduit en particulier que pour tout entier naturel 1, Agn11) = Aents = Agn. Donc la suite (Agn )nen est constante
ou encore, pour tout entier naturel n, Agn = Ap.

Maintenant, 2012 = 6 x 335 4 2 et d’aprés ce qui précéde Azp010 = Agx335 = Ap. Donc

Az012 =7 (1 (A2010)) =71 (v (A0)) = Az,

22012 222=3+i\/§. I

As &

T
3) Soit n € N. Puisque r(An) = Apy1 et que T est la rotation de centre Q et d’angle =, on a QA;, = QA1 et

3 b)
— 7T s

AnLQA 11 = =. Par suite, le triangle A, QA 1 est isocéle en Q et a ses trois angles égaux a 3 Finalement, le triangle

An QA1 est équilatéral. On en déduit que AyAni = QAL

Ensuite, pour tout entier naturel n, QA1 = QA,, et donc la suite (QA,, )nen est constante. Par suite, pour tout entier

naturel n
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2
AnAnit = OAn = QAo = |20 — w| = | — w] = |w| = 11+(\/§) —2.

Pour tout entier naturel n, A A, 1 = 2. I
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